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ANALISE, RESOLUGAO E APLICAGXO DA CURVA LOGISTICA NA
DESCRIGAO DOS PROCESSOS DE CRESCIMENTO.

Logistic curve analysis, resolution and application on
Description of Growth process.

Jose Otero* e Felix Beltramino**
RESUMO

Realiza~se uma andlise da Curva Logistica e propSe-se a sua re
solugdo mediante um programa de computagdo em linguagem Fortran IV.

O Programa baseia-se na linearizagdo do algoritmo logistico me
diante regressao linear simples. Desta maneira estimam-se dois dos
trés parametros necessdrios. O terceiro pardmetro & estimado utili
zando-se um método interativo de calculo.

Apresenta-se um exemplo resolvido aplicado ao crescimento - de
uma pastagem.

SUMMARY

Logistic Curve Analysis is performed and its resolution with
a computer program in Fortran IV lenguaje proposed.

The program is based on linearization of logistic algorithm of
linear regression., Thus, two out of three needed parameters are es
timated. The third parameter is estimated through the utilization
of a interative method of calculation.

A resolved problem applied to a pasture growth is presented.

INTRODUGXO

Considerando-se o aspecto bioldgico do crescimento de uma pasta
gem ou de um animal e tratando-se de quantifica-lo, deparamo-nos
com o problema de encontrar uma equaqié que expresse o crescimento
do ser vivo ao longo de um determinado espago de tempo. MORLEY (3)
e FERNANDEZ (2), analizaram o comportamento de distintos tipos de
equagbes, testando modelos de tipo linear, exponencial, logistico
e de Mitscherlich.

A equagao linear simples que corresponde ao modelo

W (t) - Wo + KT,

Onde W (4, % Varidvel dependente
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t = Variavel independente
wo = Ordenada na oricem
K = Coeficiente de reqressao

pressupde um crescimento constante por unidade de tempo.
A equacgdo exponencial do tipo
= Kt
W (t)—wo+e

onde e = base dos logaritmos Neperianos,

leva em consideragdo, que a taxa de crescimento varia em fungdo
do tempo.

Analizando-se estes dois tipos de equagbGes comclui-se que as
mesmas s3ao ajustadas ao desenvolvimento dos fendmenos vitails apenas
em certos perfodos da vida, pois, n3oc pressupdem que o crescimento
atinja um nivel maximo apds o qual torna-se constante.

A situagdo de crescimento constante & solucionada aplicando-se
a equagao de Mitscherlich, cuja fungdo tem a seguinte expressio:
Kt)

w =W (L-B e

(t) max

A taxa de creécimento tende a zero quando a fung@o aproxima-se
do valor maximo (W max)‘

A equagado de Mitscherlich & adequada aos liltimos estadios da
Curva de crescimento bioldgico, porém, sua caracteristica de cresci
mento constantemente decrescente nido serve para representar os pri
meiros estidios de uma fung3o de crescimento animal ou vegetal.

Assim sendo, devemos levar em consideragio a curva logistica,
também denominada sigmoide, cujo modelo &: ’

wmax

YT Trvsc K

A primeira etapa da curva representada por esta fungdo & de ti
po exponencial crescente até que o crescimento relativo se faz méxl
mo; a partir dal, a taxa de crescimento diminui e faz com que [}
crescimento tornando-se cada vez mais lento, faz com que a taxa ten
da a zero e a curva estabilize-se nas proximidades do valor maximo

(W max) .

0 comportamento desta fungao & semelhante ao crescimento de uma
pastagem anual desde a germinacao até a maturagio da semente, ou de

" um animal desde a concep¢ao ao estado adulto..
O objetivo deste trabalho & a utilizagdo de um programa de com
putaqso realizado em linguagem Fortran IV, o qual permite a “partir

dos valores das varidveis independente (x) e dependente (y), esti
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mar os valores de W m » By K a serem utilizados na equagao 19

ax
gIstica.

Analise da Cunrva Logilstica - A equagao da curva logistica de
crescimento pode derivar-se da seguinte maneira:

A e k-cw) W

onde K = constante que representa a taxa total de crescimento
C = constante que restringe o crescimento a medida que w
aumenta
Se o fator C W restringe o crescimento, tem que existir um va
lor de W no qual a taxa de crescimento & zero. Assim,

d w =0

dt
e K=-Cw max = 0
Onde W max = W maximo

Isto determina que C possa ser expresso em termos de K e W max®

K

W
max

C =

A equagdo diferencial fica ent3o transformada em:

d w - Kw (1 - )
dt max
w
e dt = —lldX __ X
K W =W
Intedgrando. a equagao tem-se que:
1
t = —e—— 1lnUW=~- 1ln (w.max -W +e
K
Onde e = base dos logaritmos neperianos

1n = logaritmo neperiano

A constante K pode ser avaliada pela condigao
t=0
w inicial

e assim expressar a equagd@o na sua forma exponencial



ende wo =W inicial

de onde, substituindo-se VW, tem-se

Y max

e c—m—
1+Be - Kt

onde

Para maiores detalhes sobre a derivagdo da curva logistica con
sulte-se NELDER (4).

Observando-se o desenho da curva logistica e o tipo de cresci
mento que descreve, (Figura 1) podemos classificar este crescimento
em trés partes:

A primeira parte representa o crescimento do tipo exponencial,
© qual aumenta com o tempo até atingir a um mximo. Mo segundo estd
dio, a taxa de'crescimento decresce 3 medida que W tende ao valor
maximo (W max); e, finalmente, no Gltimo estddio o crescimento ten
de a ser constante.

Fazendo-se coincidir a taxa de crescimento relativo com a curva
de crescimento, o momento em que a taxa de crescimento & maxima cor
responde ao ponto de inflexdao da curva logIstica.

v (n 2y — o+
v mex

Yo

FIGURA 1 - CURVA LOGISTICA(1), E SUA TAXA DE CRESCIMENTO

RELATIVA (2)..
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Metodo para a nesofucdo da Curva Logistica - Para estimar-se
os valores de K, Be W max’ utilizam-se os algoritmos de regressao
linear simples, para ajustar a curva logistica. Estes algoritmos
s3o aplichveis somente a fungSes que mediante transformagoes adequa
das podem ser linearizadas.

No caso da Curva Logistica, isto & obtido pela transformagao:

W o= Y max _
1+B6-Kt
em que:
W= 1
A+Be Xt
tal que:
W o= cA+Be Xt

w

Obtemos assim uma equacao com trés incdgnitas (A, B, e K).
0 seguinte passo & transformar:

X' = e -Kt

Onde, atribuindo-se um valor inicial K = Ko obtemos um modelo
linear com dois parametros a estimar, sendo entdo o modelo:

W' = A+ B X'

o qual corresponde a equagdes do tipo
Y = Bo + Bl X

Desde que X' & fungao de uma outra incdgnita (K), utiliza-se o
método interativo de cilculo, descrito por FERNANDEZ (2), para dis
tintos valores de K.

O método consiste em dar um valor inicial a K, estimado, median
te regressdao linear, A e B, e mediante cotrelagio, o coeficiente ce
determinagao r%.

Logo incrementa-se K em uma guantidade definida tal que:

Ky =K; _, + K

Com o novo valor de Ki obtem-se os valores de A, B e R2, e
assim procede-se sucessivamente.
Em cada interacado compara-se o valor obtido de r? com o ante

rior. Resultando iguais dentro de uma predicao dada, o processo in
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terrompe-se; caso contririo, continua.

Com base neste esquema desenvclve-se um programa de computagao
introduz-se no programa um artifIcio matemdtico que permite uma pri
meira aproximagdo do valor Kinicial (Cahuepe, Miguel*). Este arti
ficio consiste em:

- determinar o valor correspondente a 90% de W max = wi

- encontrar o valor mais prdximo da variivel independente (t)

que corresponda a Wi

- o valor Kinicial se faz igual a :

K = M
(o]
£
Onde K, = Kypjcial

M = fator de transformagdo dos logaritmos naturais em decimais.

A taxa de incrementos ( AK), pode ser fixada arbitrariamente em
cada modelo, mas isto implica em trocar este valor cada vez que sio
modificados os dados. Por tal motivo o valor de AK & fixado em:fun
¢ado do valor Ko calculado pelo programa, como um percentual do mes
mo.

Uma das condi¢Ges do método interativo & que o algoritmo  seja
convergente. Levando-se em conta que entre R2 e K existe uma relﬁ
¢do de tipo:

2 2
R = a) K - a, K%,

encontraremos uma zona de valores de K nos quais esteja com
preendido o valor de r? miximo. Esta zona dependerd da diferenca en
tre dois R2 sucessivos, determinados por sua vez pelos valores de

AK, e da sensibilidade do modelo.

Pode acontecer que a diferenca entre dois R2 consecutivos seja
positiva, o que nos indica que o algoritmo ndoc & convergente. Em
tal situagﬁo o modelo transforma A K em - A K, tornando o algo
ritmo novamente convergente.

‘ Solucionado o fato da convergéncia, pode acontecer que o modelo
nao apresente solugdo se formos muito exigentes quanto a sensibilji
dade. Isto & solucionado fazendo-se com que os valores de AK se
jam percentualmente muitos pequenos, entretanto, esta situagao pro
longaria o tempo de computagdo. Por outro lado, pode-se dividir o
valor de QK por dois ao passér AKX de positivo para negativo, ou
vice-versa, operagdo esta que pode ser expressa por:

* Comunicagao Pessoal.



AKi -1

2

-AKl-

desta maneira € possivel atender a sensibilidade de qualcuer mo
delo sempre que n3o seja esgotada a capacidade de sensibilidade do
computador,

Diagrnama de Fluxo e Especificacdes do Programa - (Figura 2).

a. O primeiro cartao de dados deve conter a variavel N, a qual
especifica a quantidade de pares de observagoes X e Y a serem intro
duzidos. O farmato de leitura e I 4.

b. 0s segquintes cartdes de dados correspondem 3s varidveis X e
Y perfuradas uma X e uma Y por cartdo, nesta ordem, e com formato F
6.0.

c. A equagao logistica &:

M

l1+Be K

a qual transformamos em:

1
Y =
A+Be K
e resolvemos como:
Y' = 1 = A+ B x'
Y
onde:
x' = e K
Os valores de saica s3o:
BO = »n
Bl =B
K =K
d. A dirensdo do programa estd determinada pelo valor de N. 0

programa estd dirensionado para N £ 100.
RESULTADOS E DIsCUSSAO
Com o objetivo de exemplificar o funcionamento do programa de

terminaremos uma equagdo que descreva o crescimento de uma pastagem
en fungaoc do terpo.
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N, X (X),Y(2)

Y mox.
Y min.

AK=% K

Kz K+A4aK

Px: @ -Kx

| S——

REGRESAO
80, 81,R2

|

PROVA DE
SENSIBI LI DADE

|

RR= ABS( A% PrO)

PROVA
CONVERGENCIA

AK-1
02 -ll|-+
PR+ Rz

TABELA DE
RESIDVAIS

— >

TABELA DE
RESIDUAIS

FIGURA 2 DIAGRAMA DE FLUXO DO PROGRAMA DA CURVA LOGISTICA
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A informagaoc foi tomada de um trabalho desenvolvido por BROU
GHAM (1) sobre uma pastagem de azevem (LofLium multi{fonum), onde &
expresso o rendimento da pastagem em Kilogramas de matéria seca por
hectare, em fungdo de semanas de crescimento. Ditos dados encon
tram-se na Tabela 1.

A justificativa de tentar-se ajustar estes dados a uma Curva Lo
gistica n3o & explicada somente por um objetivo matematico como tam
bém bioldgicamente e baseada na teoria do crescimento de organismos
multicelulares (WAREING e PHILLIPS, 5).

Os resultados encontrados no modelo proposto foram os seguin
tes:

K = 0.614
BO = 0.00052
Bl = 0.01752

De onde a equagdo passara a ser:

1

Y =

0.00052 + 0.01752 e ~ 0-614 X

onde Y = rendimento em Kg de matéria seca por ha.
X = tempo em semanas

Na Figura niimero 3 pode-se visualizar os dados observados e os
calculados. .

Podemos observar na Figura 1 que, muito embora o ajuste nao é
perfeito, fica caracterizada uma boa aproximagéo. Apresenta-se, por
outro lado, a vantagem de permitir estimar-se distintas etapas do
crescimento de uma pastagem com somente uma equagao.

Tabela 1. Crescimento da pastagem. (Adaptado de BROUGHAM, 1).

SEMANAS DE MATERIA SECA EM
CRESCIMENTO Kg por Ha.
1 100
3 300
6 1200
9 1680
12 1780
15 1800

18 1810
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RENDIMENTO
Kg MS/ho

1900 »
/.
1700

1800
1300
1100 o ———— 08SERVASOS
B——————3  CALCULABOS
00 -
700 -
800 -
300
100
v T v T T T
’ . . T . " Seuanas

PISURAS - CRESCINENTD DA PASTAGEN - DADOS GBSERVASES (o———e) ¢ CALCVMLASSS (p——s)

CONCLUSOES

A linearizagdo da curva logistica e sua resolugao mediante re
gressdao linear, utilizando-se o método interativo para estimar o
coeficiente K, permite calcular satisfatoriamente os parametros da

equagao logistica.
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