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Formulag6es espectrais para solucao de problemas de
transporte de particulas

Spectral formulations to the solution of particle transport problems

Liliane Basso Barichello'; Patricia Rodrigues Fortes '; Camila Becker Picoloto''; Mariza Camargo'"

RESUMO

Neste trabalho, um método deterministico para solu¢do da equacdo integrodiferencial linear de Boltzmann em
geometria cartesiana unidimensional e bidimensional, é apresentado. Aformulac¢do é de caracteristica espectral
e determina soluc¢des explicitas nas variaveis espaciais para a chamada aproximag¢do em ordenadas discretas
do modelo original. Uma caracteristica relevante do método € a obtencdo de problemas de autovalores de
ordem reduzida a metade do numero de direcbes discretas. Tal aspecto, bem como a possibilidade de uso
de esquemas de quadratura arbitrarios para o tratamento do termo integral da equacdo sao fundamentais
para a obtencao de soluc¢Bes concisas, rapidas e precisas de problemas de interesse. Em particular, aqui, as
derivacBes sdo apresentadas para modelos referentes a duas diferentes areas de aplicacao: a dinamica de
gases rarefeitos e o transporte de néutrons. Aspectos comuns aos dois modelos sdo ressaltados e extensdes
da formulagao a outras aplica¢des sdo comentadas e referenciadas.

Palavras-chave: Método de Ordenadas Discretas Analitico; Dinamica de Gases Rarefeitos; Transporte de
Néutrons; Métodos Espectrais

ABSTRACT

In this work, a deterministic approach to the solution of the integro differential linear Boltzmann equation, in
one and twodimensional media, is presented. Explicit solutions, in terms of the spatial variables, for the discrete
ordinates approximation of the original model are obtained from a spectral formulation. A relevant feature of
the methodology is the reduced order of the eigenvalue problems, which is given as half of the number of the
discrete directions. Such aspect, along with the use of arbitrary quadrature schemes to represent the integral
term of the equation, are fundamental to provide fast, concise and accurate solutions to several problems of
interest. In particular, the solutions here are derived for models associated with two different applications:
rarefied gas dynamics and neutron transport. Mathematical aspects present in the solution of the two models
are emphasized and extensions of the formulation to other applications are commented and referenced.
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1 Introducao

A pesquisa de Ludwig Boltzmann (Cercignani, 2006), originalmente voltada ao entendimento da teoria cinética dos gases e
fundamentada em um modelo matematico baseado em uma equacdo integrodiferencial ndo linear, veio a contribuir para o
surgimento de grandes avancgos cientificos em diferentes campos do conhecimento. Além do desenvolvimento da mecanica
estatistica (Ebeling e Sokolov, 2005), também fundamentou estudos de outras dreas. As formas linearizada e linear da equacao de
Boltzmann (esta tltima também chamada equacdo de transporte), passaram a ser empregadas em pesquisas que fomentaram e
continuam aprimorando novas tecnologias. Dessa forma temos hoje acesso aos beneficios dos micro e nanosistemas (Gad-el-Hak,
2005), de procedimentos nio invasivos como a tomografia éptica (Klose et al., 2002), de tratamentos de cancer por radioterapia
(Ziegenhein et al., 2015) ou hipertermia (Dombrovsky et al., 2011), de processos industriais envolvendo combustio e transferéncia
de calor em altas temperaturas (Modest, 2003), entre outros.

A relevancia do modelo de Boltzmann associada com sua extrema complexidade, ja que trata da evolug@o temporal de uma
distribui¢do de particulas descrita em termos de sete varidveis independentes, impulsionaram e continuam desafiando intensa
pesquisa na busca de solugdes da equacdo para o tratamento de problemas de transporte aplicados a transferéncia radiativa,
transporte de néutrons, radiacdo gama, dinimica dos gases rarefeitos, entre outros. Assim, métodos de modelagem computacional
probabilistica (Duderstadt e Martin, 1979; Haghighat, 2014) e métodos de abordagem deterministica (Chandrasekhar, 1950; Lewis
e Miller, 1984), tém sido foco de investigacdo na drea de Teoria de Transporte de Particulas.

Em se tratando de métodos deterministicos para solucdo da equacio linear de Boltzmann um dos mais conhecidos, e que serd
enfocado neste trabalho, é o método de Ordenadas Discretas, também denominado por vezes método Sp. Ao longo do tempo esta
abordagem vem sendo usada na solu¢do de inumeros problemas em geometria unidimensional e multidimensional e €, em geral,
base de c6digos computacionais utilizados em diversas areas (Lathrop e Brinkley, 1970; Palmiotti et al., 1990; Xu et al., 2018) .

De acordo com Chalhoub e Garcia (2000) o método Sy foi introduzido por Wick (1943) e Chandrasekhar (1950), sendo que o
método se baseia na discretizagdo das varidvies angulares que expressam a dire¢do das particulas e consequente aproximagdo do
termo integral da equagdo por uma quadratura numérica. O conjunto de equagdes diferenciais resultantes desta aproximacgdo pode
ser resolvido de diferentes formas. No caso unidimensional, a proposta original (Chandrasekhar, 1950) foi de resolu¢do analitica
do conjunto de equagdes diferenciais ordindrias resultante para a fun¢do de distribui¢do de particulas, nas dire¢des dadas pelos
pontos da quadratura Gaussiana. Contudo, tal proposta é de dificil aplicagdo, particularmente do ponto de vista computacional,
uma vez que requer o célculo de raizes de polindmios de alto grau para implementagdo das solugdes elementares. O carater
exponencial da solucio também introduz dificuldades de precisdo numérica.

Entretanto, a partir de um trabalho (Barichello e Siewert, 1999d) onde foi possivel mostrar a equivaléncia entre o método de
Harmonicos Esféricos e o método Sy, uma reformulacio para o método de Ordenadas Discretas foi proposta. Diferentemente do
que foi feito por Chandrasekhar (1950), nesta nova versdo o célculo de raizes de polindmios foi subsitituido pela solu¢do de um
problema de autovalores, sendo também possivel o uso de esquemas de quadratura arbitrarios, que ndo apenas de Gauss-Legendre.
Os termos exponenciais também foram reescritos de forma a evitar o aparecimento de overflow. Assim, o Método de Ordenadas
Discretas Analitico ADO (Analytical Discrete Ordinates Method) foi inicialmente proposto para tratamento de um problema na
area de transferéncia radiativa (Barichello e Siewert, 1999a).

Uma solucdo em ordenadas discretas para equacgdo de transporte baseada em um esquema de quadratura arbitrario, do tipo
half-range, que reduz a ordem do problema de autovalores a metade do nimero de dire¢des discretas € a base da metodologia
espectral, que leva a determinagdo de solugdes analiticas em termos da varidvel espacial, concisas, rapidas e de facil implementacao.
A partir dai, uma série de problemas em diversas areas (Barichello e Siewert, 2001; Scherer et al., 2009a; Barichello, 2011) foram
resolvidos com muito sucesso, pelo método, includindo modelos de transferéncia radiativa com efeitos de polarizagcdo (Barichello
e Siewert, 1999b), modelos em geometria cilindrica com acoplamento ndo linear de efeitos de condugdo e radiacdo (Rodrigues
e Barichello, 2004). Foram, ainda, consideradas aplicacdes relacionadas a caracterizagdo de vegetagdes, com interesse na
avaliacdo de propriedades como reflectincia (razdo entre a energia radiante refletida e a energia radiante incidente) e transmitincia
(razdo entre a energia radiante transmitida e a energia radiante incidente) (Cromianski et al., 2018). Nas referéncias Barichello
(2011) e Cromianski et al. (2018) constam amplas discusdes relacionadas aos resultados numéricos obtidos com o método
ADOQO, considerando diferentes formulagdes das condi¢des de contorno dos problemas tratados, com resultados originais e com
comparagdes frente a outros trabalhos disponiveis na literatura caracterizando a efici€éncia computacional do método.

Em se tratando da andlise de escoamentos de gases rarefeitos, relevante ao desenvolvimento de sistemas micro e nanoele-
tromecanicos (Wang et al., 2008), a relacdo entre superficie e volume é muito significativa e, por isso, os chamados efeitos de
superficie sdo muito importantes uma vez que interferem significativamente na transferéncia de massa, momento e energia nestes
sistemas. Assim, se faz necessdrio investigar os chamados efeitos de rarefacdo (caracterizados pela quantificagdo do niimero de
Knudsen), que determinam ocorréncias de deslizamento, compressibilidade, dissipacdo viscosa, for¢as intermoleculares, saltos de
temperatura. Nos estudos da drea da dindmica de gases rarefeitos (Tatsios e Valougeorgis, 2020; Wu e Struchtrup, 2017) existem os
chamados problemas classicos, a partir dos quais se faz a verificacdo e validacdo de métodos de resolugdo da equacio linearizada
de Boltzmann e modelos cinéticos dela derivados. Tais resultados sdo importantes também na avaliacdo de quantidades de
interesse em problemas praticos. Neste contexto, foi de grande relevincia o trabalho de Barichello et al. (2001), onde foi proposta
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uma solugdo unificada via método ADO, de forma concisa, e de ampla abrangéncia, ou seja, facilmente aplicavel a problemas
classicos em dominio finito (fluxo de Poiseuille, fluxo de Couette e creep térmico) e semi-infinito (problema viscous-slip e creep
térmico). Na referéncia (Barichello et al., 2001) a precisdo, eficiéncia e abrangéncia da solugdo ADO foram testadas na obtencio
de resultados numéricos para avaliacdo de perfil de velocidade macroscdpica, taxas de fluxo, velocidades de deslizamento térmico
e viscoso, considerando vérios valores do coeficiente de acomodag¢do e ampla variagdo do nimero de Knudsen. Os bons resultados
confirmaram as caracteristicas inovadoras da metodologia desenvolvida e a versdo reformulada do método de Ordenadas Discretas
passou a ser testada também nos problemas da dindmica de gases rarefeitos definidos em coordenadas cilindricas (Siewert, 2000;
Camargo et al., 2000), sendo que nestes casos foram realizadas investigacdes do uso de esquemas de quadratura alternativos (outro
aspecto vantajoso do método ADO). Foram ainda abordados modelos de misturais bindrias de gases (Knackfuss e Barichello,
2006).

Tendo em vista a necessidade de tratamento de modelos mais complexos, uma extensdo do método foi proposta para geometrias
bidimensionais Cartesianas (Barichello et al., 2011). O método ADO foi associado a formula¢des nodais (Badruzzaman, 1985)
que reduzem a complexidade do modelo a partir de integracdes transversais, em regides ou nds do dominio, nas varidveis espaciais.
Devido a caracteristica analitica do método ADO, ndo € necessdrio, diferentemente das outras abordagens nodais, que a divisao do
dominio em nodos seja feita (Barichello et al., 2011) para derivacao da solu¢do. No entanto, mais tarde, particularmente para o
tratamento de problemas em meios constituidos por diferentes materiais, solugdes locais foram apresentadas (Picoloto et al., 2015;
Barichello et al., 2017). E usual que a formulagdo bidimensional seja chamada método ADO-Nodal. A abordagem foi estendida
para problemas em meio com espalhamento anisotrépico (Picoloto et al., 2017; Barichello et al., 2020), incluindo o tratamento do
operador adjunto. Resultados baseados no operador adjunto vém sendo usados em problemas inversos de reconstrucdo de fontes
de particulas de interesse em segurancga nuclear (Pazinatto e Barichello, 2018, 2019). Importante ressaltar que duas caracteristicas
fundamentais para garantir a performance da formulacio unidimensional foram mantidas para o caso bidimensional: o uso de
quadraturas arbitrdrias para aproximacdo do termo integral da equacio e a derivagdo de problemas de autovalores de ordem
reduzida a metade do niimero de dire¢des discretas. Tais caracteristicas resultam no fato de que a precisdo nos resultados gerados
em malhas mais grossas pelo método ADO é compardvel com os obtidos em malhas bem mais refinadas, por outras metodologias,
0 que ocasiona um expressivo ganho computacional. Na busca de solucdes de referéncia para problemas bidimensionais, a
convergéncia da discretizacdo espacial da solucdo bidimensional foi também investigada (Barichello et al., 2016).

Dessa forma, neste trabalho, a partir da breve revisao de resultados do método ADO, ao longo dos anos, em diversos problemas
na area de teoria de transporte, enfocamos a versatilidade da formulagdo matematica, com a &nfase nas aproximacdes em Ordenadas
Discretas, tanto para problemas unidimensionais como bidimensionais. Cada um deles voltados a diferentes aplica¢des - dindmica
de gases rarefeitos e transporte de n€utrons - buscando evidenciar o desenvolvimento da solu¢do via métodos espectrais. Neste
sentido, este trabalho estd organizado de forma que, na Se¢do 2, derivamos a solu¢cdo ADO para problemas unidimensionais e na
Secdo 3 tratamos dos problemas bidimensionais. Comentarios finais relacionados a este trabalho discutimos na Secao 4.

2 Modelos Cinéticos Unidimensionais da Dinamica de Gases Rarefeitos

Estudos tedricos da drea da dindmica de gases rarefeitos, envolvendo a equacdo linearizada de Boltzmann, t€ém sido desenvolvidos
ao longo do tempo basicamente de duas maneiras diferenciadas: através da obtencgdo de solugdes provenientes desta equagdo
propriamente dita (Siewert, 2003) ou, entdo, através do desenvolvimento de solugdes obtidas a partir da aplicagdo de modelos
cinéticos (Barichello e Siewert, 2003) que visam simplificar o nicleo de espalhamento no termo integral desta equacdo. A
descric@o da solu¢cdo ADO para os problemas tratados neste artigo baseia-se na equacao linearizada de Boltzmann associada a
aplicacdo do modelo cinético BGK (Bhatnagar et al., 1954).

2.1 Formulacao Matematica

Nesta se¢do apresentamos a formulacdo matematica de problemas unidimensionais, referentes a descricdo de um gas rarefeito
entre duas placas paralelas, sendo discutida a solu¢@o via método ADO, de forma unificada, para trés problemas cladssicos da
dindmica de gases rarefeitos, a saber: fluxo de Poiseuille, fluxo de Couette e creep térmico (Barichello et al., 2001). A equacdo que
descreve estes trés problemas, com emprego do modelo BGK (Bhatnagar et al., 1954) para caracterizar o nicleo de espalhamento
presente no termo de colisdo da equacdo linearizada de Boltzmann, € dada por

YO+ = [ vy ud m

para T € (—a,a) e £ € (—00,00), com condi¢des de contorno

Y<_aa€) - (1 - a)Y(—a, _5) = Fl(f) (2)
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Y(a, =€) — (1 - )Y (a,§) = F2(¢) 3)

para & € (0,00). Estamos denotando aqui 2a (o nimero inverso de Knudsen) como sendo a largura do canal (unidades
adimensionais), o € (0,1] como o coeficiente de acomodac@o e a fungio caracteristica

b(E) =m e

A definigdo dos termos F (£) e F»(€) presentes nas condi¢des de contorno, equagdes (2) e (3), é o que diferencia a modelagem
de cada um dos trés problemas tratados neste trabalho (Barichello et al., 2001). Para especificar o problema denominado Fluxo de
Poiseuille (termo usado para descrever o movimento de um gés que sofre a influéncia de um gradiente de pressdo) usamos

Fi(€) = a€® +a(2 - a)¢ e F3(€) = a&® +a(2 - a)t, )

para o chamado Fluxo de Couette (que descreve o movimento de um gas entre corpos que se movem) definimos

F(§) =ae () =—a, ®)

enquanto que para retratar o problema do creep Térmico (que representa um efeito de superficie que surge quando hd um gradiente
de temperatura que faz com que o gis se movimente com relacdo a parede fixa) adotamos

Fi(§)=sa(8—3) e Fa() = s — 2). (6)

Cabe ressaltar que o problema acima formulado € um problema auxiliar obtido a partir da lineariza¢do da equacgao de Boltzmann
e derivacdo de um modelo cinético para colisdo das particulas. No entanto, quantidades de interesse, como perfis de velocidade e
taxas de fluxo sdo avaliadas em funcdo de Y.

2.1.1 Solucao pelo Método ADO

Com base na proposta elaborada por Barichello e Siewert (1999a), faremos uso do Método de Ordenadas Discretas Analitico —
ADQO para propor uma solug¢do em ordenadas discretas para problemas unidimensionais em dominios limitados (fluxo de Poiseuille,
fluxo de Couette e creep Térmico (Barichello et al., 2001)). Inicialmente, observando que a fungdo caracteristica ¢(§) é uma
fungdo par, reescrevemos o termo integral da equagéo (1) para o intervalo [0, 00), fazendo as devidas mudangas de varidveis, e
aproximando por um esquema de quadratura definido agora no semi-intervalo. Com isso escrevemos as equa¢des em ordenadas
discretas na forma

N
GV (16) T Y (1,6) = 3 wed @Y (1,6:) + Y (r, ~) )
k=1
(S
d N
Y (1) HY (8 = 3w (@Y (7.8 +Y (T 6, ®)
k=1

parai = 1,...,N. Ressaltamos que o conjunto de IV pesos w, e N nés da quadratura §,; aqui usados, definem um esquema de
quadratura em [0,00).
Procurando solugdes exponenciais para as equacgdes (7) e (8), substituimos nessas duas equagdes as solucdes elementares
Y(r,£&) = ¢(v, £ &)e ™, ©)

onde v € a constante de separagdo e as funcdes ¢ denotam o que chamamos de componentes independentes da parte espacial das
solugdes elementares, e assim obtemos as equacdes matriciais
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1
CM&. = (I-W)2, ~We_ (10)

e - I-W)d_ - W&, (11)
14

onde I € a matriz identidade N x IV,

M = diag{§17§27€37‘”7£N} )

(I):t = [¢(V7 + 51)7(;5(1/7 + 52)7"')¢(V, + é-N)]T 5

e os elementos da matriz W sio tais que

(W)i; = w;h(&5)-

Pela adicdo e subtracdo das equacdes (10) e (11) obtemos, respectivamente, as relacdes

%M [, B | = (I—2W)[®, +3 | (12)

%M B, +® |=, —B_. (13)

Agora, tal como sugerido na referéncia (Barichello e Siewert, 1999c¢), substituimos a equacdo (13) na (12) e obtemos

1

(D-2M"'WM™")MU = MU (14)
1%
onde
U=%&, +d_
(&
D = diag{¢,; 2, & 2,..., €7 ) (15)

Buscando obter matrizes simétricas, definimos uma matriz T cujos elementos ¢; sdo tais que ¢;1/w;¥(&;) = t;/wi (&) ,
parai,j = 1,....,IN. Assim, multiplicando a equacdo (14) por essa matriz diagonal T obtemos

1

(D-2V)X = ;X (16)

onde

V=MI'TWT 'M™!

¢ uma matriz simétrica de posto um, e
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X =TMU.

Assim, o problema de autovalores dado pela equacdo (16) pode ser reescrito de forma muito especial como

(D —22zz")X = )X a7

onde A =1/12 e

_[VeodE) Ved@  JeniEn |
& & T '

Aqui ressaltamos que o problema de autovalores definido pela equacdo (17) faz parte do formalismo usado pelo método divide
and conquer(Golub e Loan, 2013) para o cdlculo de autovalores de matrizes tridiagonais. Ainda, dada a equagdo (15), ha que se
tomar o cuidado de excluir o valor zero do conjunto de pontos de quadratura escolhido para resolu¢do do problema. Em geral um
mapeamento do intervalo [0,00) ao intervalo [—1,1] é usado (Barichello, 2011) de forma que a quadratura de Gauss-Legendre
possa ser utilizada, a qual ndo inclui os extremos do intervalo de integracdo evitando a singularidade.

Considerando a linearidade do modelo e que tenhamos calculado os autovalores pela equagdo (17), impomos a condi¢do de
normalizag¢do

3 weth(€n) [(v: &) + B, — £)] = 1

e escrevemos a solugdo em ordenadas discretas como

N
V; v
Y(r, £&) = [A‘ile—(tﬁf)/l/j + B,ije_(a_ﬂr)/y]} (18)
Y ; Y FE ZERS
sendo que as constantes arbitrdrias A; e B; podem ser determinadas pelas condi¢des de contorno do problema, enquanto que as
constantes v; sdo o reciproco das raizes quadradas positivas dos autovalores definidos pela equagio (17), visto que definimos
anteriormente que A = 1/12. Notemos ainda que as solu¢des elementares em (9) ficam analiticamente definidas.

Lembrando que problemas baseados na equagdo (1) sdo conservativos, uma vez que

| vt =1,

esperamos a existéncia de autovalores degenerados. Levando em conta este fato, e que os demais autovalores aparecem aos pares
(£v;), reescrevemos a equacdo (18) como

N-1
V; V;
Y(r,£&)=A+B(rF&)+ Aj—2 e atn/vi L g, _e=la=m)/vi| (19)
&) =A+Brra)+ 3 [Ty e

Para definirmos as constantes A, B, A; e B; substituimos a equagdo (19) nas condigdes de contorno, avaliadas nos pontos de
quadratura {&; }, gerando o seguinte sistema de equagdes algébricas lineares

=

11 {AM [W] + B,y [W}emm} "

aA — Blaa+&(2 — a)] = F1(&) (20)

J
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2

1 ? i

aA—l—B[oza—l—&l(Z—a)]:Fg(fl), (21)

J

parai = 1,2,....N. A resolu¢do do sistema formado pelas equacdes (20) e (21) define completamente a solu¢do em ordenadas
discretas para os problemas unidimensionais propostos pelas equagdes (1) a (3). E tal como ja detalhado nas equagdes (4) a (6), os
termos F(&;) e F»(&;) do sistema linear anterior devem ser considerados de acordo com o problema em estudo.

Destacamos que a solugdo ADO dada pela equacgdo (19) foi toda obtida de forma explicita em relagdo a varidvel espacial.
Resultados numéricos gerados pelo método ADO para as quantidades de interesse (perfil de velocidade macroscépica e taxa de
fluxo) dos referidos problemas sdao considerados resultados de referéncia e podem ser consultados em (Barichello et al., 2001).
Vale ressaltar que o estudo detalhado nesta secdo foi estendido para o tratamendo do problema de salto de temperatura (Barichello
e Siewert, 2000), efeito caracteristico de gases rarefeitos. Posteriormente, solu¢des unificadas foram estabelecidas para problemas
como os aqui mencionados, para outros modelos cinéticos derivados da equacao de Boltzmann (Scherer et al., 2009a,b). Neste caso,
as componentes independentes da varidvel espacial, nas solu¢des elementares, passam a ser escritas em termos dos autovetores de
problemas de autovalores que se diferem do caso aqui derivado.

3 Modelos de Transporte de Particulas Neutras em Geometria Bidimensional

Como mencionado anteriormente, o sucesso da abordagem de problemas unidimensionais com solucao concisa, rapida e precisa
levou ao tratamento de problemas em geometrias bidimensionais (Barichello et al., 2011). Para tanto, o método de Ordenadas
Discretas Analitico (ADO) foi associado com esquemas nodais (Badruzzaman, 1985). Devido a caracteristica analitica da
abordagem utilizada, e diferentemente da maioria dos métodos baseados em esquemas nodais (Azmy, 1988; Barros e Larsen,
1992; Poursalehi et al., 2013), a solucdo para a equagdo unidimensional integrada transversalmente é obtida de forma explicita em
termos das varidveis espaciais e, além disso, a imposicdo de uma malha ndo € obrigatéria. Ainda mais, a maioria das abordagens
disponiveis na literatura necessitam de um esquema iterativo de varredura nas direcdes, entre todos os nés (Lewis e Miller, 1984),
até verificacdo de certo critério de convergéncia. Este processo é responsavel por grande demanda de tempo computacional. Tal
varredura ndo faz parte da formulagcdo ADO. Em esquemas nodais, abordagens distintas tém sido utilizadas para representar
incdgnitas que resultam do processo de integracdo, neste caso representando fluxos desconhecidos nos contornos do dominio ou
nas interfaces dos nds. Diferentes aproximacdes foram investigadas, em associagdo com este método (Prolo Filho e Barichello,
2014; Cromianski et al., 2019) para tais termos. Neste trabalho utilizamos a aproximacao constante.

3.1 Formulac¢ao Nodal

Nesta secdo apresentamos a formulagdo associada a problemas bidimensionais de transporte de néutrons, em geometria cartesiana
e em meios ndo multiplicativos. Para isso, considera-se uma regifo retangular R, [0, a] x [0, b], meio homogéneo, espalhamento
isotrépico, um grupo de energia e com presenga de uma fonte Q(x,y) definida no retangulo [0, as] X [0, bs] dentro de R (veja Figura

D).

Vicuo

Reflexivo bg Vicuo

0 ag a
Reflexivo

Figura 1: Representacdo do dominio

Neste contexto, a equacgdo bidimensional de transporte em ordenadas discretas para o caso isotrépico, é escrita como (Lewis e
Miller, 1984)
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0 0 Os al
,U:i%\p(.]j, Y, Qz) + nlaiy‘ll(xaya Qz) + thj(m; Y, Qz) - Q(xyy) + Z ;wkw(x7yaﬂk) (22)

parai = 1,...,M,com M = N(N + 2)/2, de acordo com o esquema de quadratura simétrica de nivel (Lewis e Miller, 1984),
onde N refere-se a ordem da quadratura; w; sdo os pesos associados as dire¢des €2; = (3, 7;); « € y sdo as componentes do vetor
espacial; Q(z, y) € o termo fonte de néutrons; o, e o sd0, respectivamente, se¢do de choque macroscépica total e de espalhamento.
No caso descrito na Figura 1, as condi¢des de contorno impostas sdo de fluxo incidente nulo (vacuo) e de reflexdo.

Buscando reduzir a complexidade do modelo, utilizamos os fundamentos dos métodos nodais. Dessa forma, a partir da versao
em ordenadas discretas, obtemos as equagdes nodais integradas transversalmente. Essas consistem em versdes da equagdo (22)
integradas nas varidveis espaciais x e y e definidas em termos das grandezas médias.

Para derivar a equagéo para a direcdo x, optamos por ordenar o conjunto de dire¢des (£2;) de forma que para os indices
i =1,...,M/2 as dire¢Ges estejam associadas a coordenada p; > 0, conforme estd esbocado na Figura 2.

Figura 2: Ordenamento das dire¢des no problema em x, N=4

Assim, para obter as equagdes unidimensionais na varidvel , integramos a equagio (22) para todo y € [0, b] de forma que

M2
d
Ni%\l/y(x, Q) + oWy (2, 82) = Qy(x,82;) Z wi [Uy(2,%) + Uy (2,24 01/2)] (23)
c
d M/2
_/M%\Ify(x, Qiyny2) + oWy (2, Qigary2) = Qy(,Qignry2) 4+ 2 Z wyy (W, (2,0) + Uy (2.4 02)] . (24)
k=1

parai = 1,...,M /2. Estas equagdes, ficam definidas em termos do fluxo angular médio em y

1 b
0
e o termo fonte é, neste caso, definido como
Q,(2.92) = Q,(z) — % [0(2,b,9) — U(2,0,82;)] (26)
com
1 /b
=3 / Q(x,y)dy,
0
para: = 1,....M.

Verificamos, na equagdo (26), que a integracdo introduz incégnitas adicionais ao sistema, termos avaliados nos contornos do
dominio que aparecem no lado direito. No entanto, esses termos, que representam fluxos angulares nas fronteiras, sdo em geral
conhecidos apenas nas dire¢des incidentes. Como usual em esquemas nodais, equacdes auxiliares sdo necessdrias para fechamento
do sistema. Aqui, estes termos sdo inicialmente agrupados ao termo de fonte e posteriormente aproximados por constantes. Dessa
forma, como passo inicial da derivagao, apenas a solu¢do do problema homogéneo sera considerada.
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3.2 Solucao ADO para os fluxos médios

O uso de esquemas nodais na equacdo de transporte permitiu que obtivéssemos um sistema de equac¢des unidimensionais integradas
transversalmente, equagdes (23) e (24), as quais serdo resolvidas utilizando o método ADO. Seguindo a ideia introduzida para os
problemas unidimensionais na Sessdo 2.1, buscamos determinar solu¢des homogéneas em termos de autovalores e autofungdes.
Seguindo (Barichello et al., 2011; Tres et al., 2014; Picoloto et al., 2013), com 7 = 1, ..., M, escrevemos

Uz, Q) = D, (v, Q) "/, (27)

Substituindo, entdo, a equacgio (27) nas versdes homogéneas das equagdes (23) e (24), obtemos

M/2
~ELo, (1) + 01, ( Z wi [y () + @y (v, Qi ar/2)] (28)
€
‘ M/2
%‘I)y(V’QHM/z) + 01 ®y (v, Qi 01/2) = Z wi [0y (v, ) + Py (V. Qs 01/2)] 29)

parai = 1,....M/2. As equagdes (28) e (29) podem ser escritas, em forma matricial, como

1
—;M@y(y,ﬂi) = (W =8)®,(v,9;) + WO, (1,4 11/2) (30)
e
1
;M(I’y(VinJrM/?) = W(I)y(’/vﬂi) + (W - S) (I)y(VaQiJrM/Q)a 31
parai =1,...,M/2, onde S é a matriz diagonal cujos elementos s@o as constantes o,

M = diag{p,piz2, - - - pnrj2}
e W também de ordem M /2 é tal que

.. Os
W(i,j) = i

Pela adi¢do e subtrag@o das equacdes (30) e (31) e definindo

Uy(ani) = (I)y(l/7ﬂi) + <I>y(y7ﬂi+M/2)

chegamos a um problema de autovalores

(D-2SM'"WM ') MU, = —-MU,, (32)

onde

o1 [o0]° o 17
H1 H2 K2

Por sua vez, ao multiplicar a equagdo (32) por uma matriz diagonal T, definida como

/2 1/2 1/2
T= dzag{w/ /7...7 ]\4/2}
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obtemos
VRN
onde
E=SM!TwT M
e

X = TMU,,.

Cabe ressaltar que os elementos da matriz T foram definidos de forma a tornar a matriz = simétrica. Desta forma, o problema
de autovalores pode ser escrito na forma

(D _ %zzT) X =)\X (33)
2
com )\, =1/v%e
B 1/2 1/2 1217
e (L P VTS T e VY P

Assim como no caso unidimensional, apresentado na secio anterior, podemos definir quando o espalhamento € isotrépico, um
problema de autovalores, de ordem M /2, definido como perturbagéo de matriz de posto um, com propriedades especificas que
contribuem para a eficiéncia computacional.

Determinados os autovalores, impomos em (28) e (29) a condi¢do de normalizagdo

M/2
Z wiy [ @y (1,2) + @y (1, Qg r/2)] = 1
k=1

e assim € possivel escrever as solugdes elementares também de forma explicita, observando que o esquema de quadratura deve
garantir que o denominador seja diferente de zero,

o5V
o,(v,Q) = —"—
y( ) 4(0'151/ _ ,LLz)
e
o5V
®, (v, =—
y(V7 1+M/2) 4(O'tl/+//[:7;)’
comi = 1,...,M/2. Finalmente, escrevemos a solugéo homogénea em ordenadas discretas para o fluxo angular médio na dire¢do
Z como
M/2
\I/Z(CL',QZ) = |:Aj(I)y(Vj7Qi)€_w/Vj + qu)y(Vj,ﬂi+M/2)6_(a_w)/Vj:| 5
j=1
M/2
HEX IS ESY [Aj%(uj,nim/?)e—x/w + Bj@y(uj,ni)e—m_x)/w} 7
j=1

parai =1,..,M/2, x € [0,a]. As constantes v; sdo calculadas a partir dos autovalores obtidos da solugdo de (33) e as constantes
A; e Bj sdo determinadas a partir da solucdo de um sistema linear, que serd comentado na préxima sec@o.

Procedimento andlogo ¢é realizado na defini¢do da abordagem explicita para solugdes elementares para a direcdo y. Neste
contexto, optamos por ordenar o conjunto de dire¢des (£2;) de forma que para os indices i = 1,...,M/2 as dire¢des tenham a
coordenanada n; > 0, conforme estd esbocado na Figura 3.
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Figura 3: Ordenamento das dire¢des no problema em y, N=4

Considerando a ordenacio das dire¢des apresentada na Figura 3 e fazendo uso dos métodos nodais para obtengdo das equagdes
unidimensionais na varidvel y, integramos a equagdo (22) para todo = € [0, a], obtendo

M2
d
ni@wz(y7 Q) + 0¥ (y, Qi) = Qu(y,2 + — Z wi [Wa (4,2%) + Vo (Y, Q1 01/2)] (34)

M2
d
_ﬂi@@z(ya Qitny2) + 0V (Y, Qiynrye) = Qu(Y, iy 1r/2) +2Z= Z wi (Vo (Y, %) + Vo (Y, Qi 01/2) ] (35)

parai = 1,...,M/2. Estas equacdes estiio definidas em termos do fluxo angular médio em z

1 a
qu(@h Qz) = g / \I’(J?, y7Qi)dx7
0
e o termo fonte €, neste caso, definido como

1 a
:7/ Q(J:,y)dx
aJo
parai=1,..., M.

Novamente chamamos a aten¢do as incdgnitas adicionais que aparecem na equacao (36). De fato, estes termos, assim como
aqueles descritos no problema em x, levam posteriormente ao acoplamento dos sistemas em ambas as diregdes.
Realizando processo andlogo ao descrito anteriormente, derivamos o seguinte problema de autovalores

com

(E _ %VVT) ¥ =\Y, 37)
com )\, = 1/42,
g 2 g 2 g 2
m 2 Mvy/2
1/2 1/2 1217
v=[amel” amed? e
c
Y = TMU,.
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L
Impondo a condi¢do de normalizagéo

M2
Zb% o (1, 2%) + @0 (7. Qpsary2)] =1

temos
057
Qo (V8h) = 70—, (38)
0= o
sy
D, (7,82 =—" 39
2 (Vs iy nry2) oy + 1) (39
comi=1,...,M/2. A solucdo em ordenadas discretas para o fluxo médio na dire¢do y pode ser escrita como
M/2
\I/h y; Z |: 7]7 ) _y/ﬂ/] +D P (7]792+M/2) (b_y)/7ji| )

M/2
\Il:c( z+M/2 Z |:O @ ’Y], H_M/Q)e Y/ +D D, (’Yjvﬂ) —(b— y)/’YJ:|

parai=1,..,M/2,y € [0,b]. As constantes y; sdo obtidas a partir dos autovalores obtidos da solugéo de (37) e as constantes C}
e D; sio determinadas a partir de um sistema linear, considerando as condi¢des de contorno do problema, como detalhado a seguir.

Chamamos atengdo, ainda, que para efeitos de implementacdo computacional as diferentes ordenag¢des nas direcdes dos
problemas em x e y devem ser observadas.

Usualmente, problemas de autovalores associados a formulagdes baseadas no método de Ordenadas Discretas sdo da ordem M.
O emprego do método ADO possibilita a redugdo de tais sistemas a ordem M /2. Neste caso ainda reduzido ao caso simplificado
de perturbacdes de matrizes diagonais. Isto se reflete em maior eficiéncia computacional, o que em problemas multidimensionais é
uma questdo bastante significativa. Derivagdes alternativas para as autofuncdes, em termos dos autovetores, foram também obtidas
(Barichello et al., 2017) e, na prética, sdo usadas para geracdo de resultados numéricos.

3.3 Solucao geral

Até o momento, os problemas bidimensionais abordados sdo conhecidos como problemas de fonte fixa. Consideramos a presenca
de uma fonte unitdria de néutrons na regido [0, as] x [0, b,] pertencente a R, representada por

1, ara z € |0,a5] € € [0, bs
Qry) = { b 10,0 e yel0b] (40)
0, caso contrdrio.

De acordo com as equagdes (26) e (36), o termo fonte depende dos valores dos fluxos angulares dos contornos, os quais em
algumas direcdes, sdo conhecidos pelas condi¢des de contorno do problema. Por exemplo, no caso das condicdes de vicuo

U(r,b,Q;) =0, para i=M/4+1,...,.M/2 e i=3M/4+1,..., M,

U(a,y ) =0, para i=DM/4+1,..,M/2 e i=3M/4+1,., M,

e na fronteira com condi¢@o de contorno de tipo reflexiva

U(z,0,8;) = U(2,0,Q40r74), para i=1,...,M/4 e i=M/2+1,.,3M/4,

U(0,y,2) =V(0,y,Q4ry4), para i=1,...M/4 e i=M/2+1,.,3M/4

Lembrando que as ordenacdes das dire¢des seguem diferentes padrdes para o problema em x e em y.

Ci. e Na., Santa Maria, v. 42, e39 p. 1-17, 2020




Formulagbes espectrais para solugao ... 13

A partir do uso de aproximagdes constantes para as incognitas adicionais, juntamente com a equacao (40), a forma final do

termo ndo-homogéneo também sera constante. Assim, para¢ = 1,...,M, propomos
Ki) € 07
VP (, Q) = para € [0, as] 1)
L;, para T € [ag, d]
e
Wi, € 0,b
WPy, ) = para. € [0,0s] “2)
Pi7 para Yy € [bSab]

Substituindo as equagdes (41) e (42) nas equacdes (23)-(24) e (34)-(35), obtemos equagdes para K;, L;, W; e P; que irdo compor
o sistema linear, nos quais os coeficientes relacionados a parte homogénea também serdo determinados, conforme trataremos na
sequéncia.

Importante observar que solucdes particulares de cardter mais geral, derivadas a partir de Funcdes de Green (Prolo Filho e
Barichello, 2014) também podem ser utilizadas em associagdo com a metodologia ADO-Nodal.

Estabelecidas as expressdes que representam as solucdes homogéneas e particulares para as equagdes unidimensionais
integradas transversalmente, a solu¢do geral para os fluxos angulares médios pode entéo ser escrita parai = 1,...,M/2, como

M/2
Uy (2,0) =) [qu)y(yj,ai)e*z/”j + Bj<I>y(yj,ni+M/2)e*<“S*f”>/”j} + Ki, (43)
j=1

M/2
Uy (2, Qi) = Y [Aj‘l)y(Vj,ﬂi+M/2)€_x/'/" + qu’y(l’j,ﬂi)e_(as_x)/u’} + Kitmy2 (44)

Jj=1

para z € [0, ag],

M/2
W, (2,9) = {AHM/z‘I)y(Vjﬂi)e_(x_“)/w + Bj+M/2(I)y(Vjaﬂi+M/2)€_(a_x)/yj} + L, (45)
j=1
M/2
Uy (2,21 0172) = [Aj+M/2<I>y(Vj791+M/2)67(w7as)/yj + Bj+M/2(I)y(Vj791')67(@730)/”]} + Liyny2 (46)
j=1
paraz € [ag,al,
M/2
U, (y,) = [C D, (7, Q)e Y/ + qu)m(’Vj,ﬂi-&-M/Q)ei(bSiy)/w] + Wi, 47
j=1
M/2
\I/x(yaﬂiJrM/Q) = {C o (’YJ:QHM/Q)@ v/ + D D, (’Y],Q ) —(bs— y)/'y]:| + W1+M/2 (48)
j=1
paray € [0, bs],
M/2
U, (y,82) = [CjJrM/zq)x(73‘791‘)67(?’473)/%' + Dj+M/2<I’z(7jaﬂi+M/2)67(b7y)/”] + P, (49)
j=1
M/2

U, (y,2 ZJFM/Q Z[ M y2Pe 7]7QZ+M/2) —(y=bs)/7i 4 D, a2 @ (% Qe —(b— y)/%} + Piyiy2 (50)

paray € [bs, b].
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As constantes da solugdo geral, equacdes (43)-(50), serdo determinadas a partir de um sistema linear formado pela condi¢@o
de continuidade nas interfaces dos nés ou regides do dominio, pelas versdes integradas das condi¢des de contorno do problema
original, pelas equacOes para as solucOes particulares e pelas equacdes auxiliares, como detalhado em (Tres et al., 2014).

Os fluxos angulares sdo usados para avaliacdo de outras quantidades de interesse em meio bidimensional, como o fluxo escalar
médio, avaliado como

o M/2

5:7/0 > wi [0y (2.0) + Uy (2,204 01/2)] do Gb

k=1
ou

p M/2

/O Z wi [Wo (y,%) + Vo (y,. Qs n1/2)] dy, (52)
k=1

ou ainda a taxa de absorcdo de particulas (Barichello et al., 2020), por exemplo, em um detector no interior do dominio. Na
configuracio teste considerada, os resultados obtidos pelas equagdes (51) e (52) sdo coincidentes.

Procuramos aqui enfatizar como foi desenvolvida uma proposta inicial da metodologia usada na abordagem dos problemas
bidimensionais a partir do método ADO, justamente para ressaltar a abrangé€ncia da formula¢do matemaética para problemas de
uma e duas dimensdes espaciais, escolhendo para isto um modelo simples. No entanto, a formulagdo ADO-Nodal foi estendida ao
longo do tempo. Neste sentido, solucdes locais foram propostas (Picoloto et al., 2015) de forma que o processo de integracio
associado ao método nodal passa a ser definido para regides do dominio, de tamanho arbitririo (nés). Também, como no caso
unidimensional, as autofun¢des desenvolvidas nas equacdes (38) e (39) passam a ser definidas em termos dos autovetores do
problema de autovalores. Nestes casos, no entanto, o problema de autovalores fundamental terd formulagdo diferente do caso
isotrépico aqui discutido, mantendo contudo a mesma ordem Barichello et al. (2017). Tais mudangas permitem o tratamento
de modelos mais complexos que envolvem, por exemplo, espalhamento anisotrépico. Resultados numéricos obtidos para os
problemas bidimensionais foram, dessa forma, majoritariamente gerados a partir da versdo destas autofungdes numéricas.

4 Comentarios Finais

Um método espectral, para solu¢do de equacdes de transporte de particulas em geometrias uni e bidimensionais foi mostrado
neste trabalho. A abordagem propde solucdes explicitas em termos das varidveis espaciais, para a chamada aproximagdo em
ordenadas discretas do modelo original. Dessa forma o método é chamado de Método Analitico de Ordenadas Discretas. Além de
apresentar uma revisao parcial de problemas resolvidos e avangos obtidos pelo método em anos recentes, o presente trabalho
buscou enfocar aspectos comuns da formulagdo aos modelos em diferentes geometrias, recaindo em problemas de autovalores de
especial caracteristica que contribuem para melhora da performance computacional da metodologia. Nao foram aqui listados
resultados numéricos que podem ser consultados nas diferentes referéncias citadas. Extensdes da formulacao (dependéncia
energética, espalhamento anisotrépico) também néo foram discutidas. O objetivo principal, que esperamos ter atingido, foi de
motivagdo da importancia da solugdo de modelos deste tipo no tratamento de diferentes problemas de interesse atual em ciéncia e
tecnologia, dentro de uma perspectiva de métodos mateméticos com énfase em solugdes de carater analitico.
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