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Resumo

Neste artigo aborda-se a teoria fracamente ndo-linear de ondas
dispersivas em fluidos geofisicos, onde é feita uma revisio dos principais
resultados que tém sido publicados sobre esse tema, destacando as possi-
veis implicagdes para algumas questdes fundamentais com relagio a dina-
mica da atmosfera. Especial énfase é dada com relacio a diferenca entre as
interacdes em latitudes médias e no guia de ondas equatorial. A anélise aqui
realizada se restringe ao caso em que os distarbios ondulatérios sio imersos
num estado basico em repouso. Também sio discutidos possiveis temas
para trabalhos futuros com relacio a aplicagio dessa teoria para as equa-
¢oes que regem a dindmica da atmosfera, incluindo o efeito da estratificagio
vertical e de escoamentos bdsicos mais realistas.

Summary

This paper discusses on the weakly nonlinear theory of dispersive
waves in geophysical fluid dynamics, pointing out the possible implications
of the results published on this subject for some fundamental issues in
atmospheric science. A special emphasis is given on the difference between
the interaction in midlatitudes and in the equatorial wave-guide. The analysis
employed here is focused on the case where the waves are embedded in a
motionless background state. I also discuss some possible subjects for future
work regarding the application of the weakly nonlinear theory for the
governing equations of the atmosphere, which take into account both the
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effects of the vertical stratification and the effects of more realistic
background flows.

1. Introducido

Movimentos ondulatérios ocorrem na natureza numa diversa gama
de sistemas fisicos. No contexto dos movimentos ondulatérios na nature-
za, em geral, e em mecénica dos fluidos, em particular, existe uma clara
distingio entre ondas dispersivas e nio dispersivas. No contexto linear, esta
distingdo é claramente notdvel no sentido de que no caso de uma onda
dispersiva cada componente harménica na qual um disttrbio inicial qual-
quer é decomposto viaja com sua prépria velocidade de fase individual, en-
quanto numa onda nio dispersiva todas as componentes harmoénicas se
propagam com a mesma velocidade de grupo, como um pacote, preservan-
do a forma do distarbio original. No entanto, 2 medida que a nio linearidade
aparece, esta distingio no comportamento de ondas dispersivas e nio
dispersivas torna-se ainda mais marcante, levando a mecanismos de interagio
entre os modos bastante distintos. Numa onda nio dispersiva, uma vez
que todos os modos viajam com a mesma velocidade, a interagdo entre eles
é bastante significativa, produzindo uma mudanga na forma do pacote de
ondas e, como ocorre em algumas situacdes envolvendo ondas em fluidos,
levando a quebra da onda e a formacio de choque (Boyd 1980). Por outro
lado, no caso de uma onda dispersiva, devido ao fato que cada modo se
propaga com sua propria velocidade, levando a uma dispersio do disttrbio
inicial, exceto num intervalo curto de tempo, a intera¢io entre os modos
neste caso é muito fraca. Porém, uma excegido a essa regra surge quando
ocorre o fenémeno da ressondncia. Neste caso, quando um conjunto de
modos entra em ressonincia de modo que a fase relativa entre eles nio
varia com o tempo, a interacdo entre esses modos torna-se bastante ex-
pressiva (ver, por exemplo, Craik 1985). Por exemplo, num sistema
dispersivo, com nio linearidades quadriticas na mais baixa ordem, com a
amplitude das ondas relativamente pequena (mas finita) de tal forma que
estas preservem suas freqiiéncias caracteristicas dentro de um periodo tipi-
co de interagdo, quando a fase relativa entre o produto de duas ondas devi-
do aos termos nio lineares e uma terceira onda nio varia no tempo, ou varia
muito pouco, as ondas envolvidas nesse trio interagem significativamente.
Neste caso, esse trio de ondas é comumente referido como tripleto resso-
nante (ou triade ressonante). Assim, num sistema dispersivo contendo nio
linearidades quadraticas na mais baixa ordem, se a amplitude tipica do sis-
tema é pequena de tal forma que as ondas lineares constituam a solugio
dominante, somente os tripletos ressonantes contribuem significativamente
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para a evolugdo nio linear do sistema. Como serd mostrado mais adiante,
para a grande maioria dos problemas em dinimica de fluidos geofisicos, os
termos no lineares nas equagdes governantes sio sempre quadriticos.

Este fend6meno da ressonincia triddica entre ondas dispersivas tem
sido estudado em mecanica de fluidos, fisica de plasmas, 6tica, engenharia
elétrica, entre outros. A abordagem do presente artigo se restringe ao pri-
meiro caso, mais especificamente para sistemas representativos da dindmi-
ca de fluidos geofisicos em rotacio, destacando sempre as possiveis impli-
cagdes para a atmosfera. O fenémeno da ressonincia nio linear entre on-
das em fluidos foi inicialmente investigado por Phillips (1960), que anali-
sou o papel dos termos nio lineares na evolucio das ondas de gravidade
superficiais de amplitude finita em dguas profundas utilizando a teoria da
perturbagio. Phillips (1960) destaca que a relagio de dispersio das ondas
de gravidade superficiais em dguas profundas é tal que interacdes triddicas
ressonantes nao sio possiveis no espectro dessas ondas, e a nio linearidade
neste caso se manifesta na mais baixa ordem por meio de quartetos de on-
das, através dos termos ctbicos. Entretanto, McGoldrick (1965) mostra
que ressonancias triddicas por meio de nio linearidades quadriticas sio
possiveis no contexto de ondas de gravidade-capilares. Uma rica e comple-
ta discussdo sobre ressonincia triddica entre ondas dispersivas é encontra-
da em Bretherton (1964), que analisa um problema de uma simples equa-
¢io de onda “forgada” por um termo quadrético. No contexto da dinimica
de fluidos geofisicos em rotagdo, o fendmeno da ressonancia triddica entre
ondas foi talvez primeiramente estudado por Longuet-Higgins e Gill (1967),
que analisaram as intera¢des ndo lineares ressonantes envolvendo ondas de
Rossby num modelo barotrépico e nio divergente. Duffy (1974) estudou
as intera¢des ressonantes no modelo de dgua-rasa com a aproximacio do
plano-b de médias latitudes. Neste cendrio, as interagdes triddicas sio ca-
racterizadas por duas ondas de gravidade-inerciais interagindo por meio de
uma onda de Rossby, além das intera¢des envolvendo somente ondas de
Rossby, nio sendo algebricamente possivel a existéncia de triades resso-
nantes envolvendo somente ondas de gravidade-inerciais. Domaracki e
Loesch (1977), Loesch e Deininger (1979) e Raupp e Silva Dias (2006)
estenderam a anilise de Duffy (1974) para o plano b-equatorial, analisando
as interagdes triddicas ressonantes envolvendo as ondas equatoriais.

No presente artigo serd apresentada uma revisao da teoria de on-
das dispersivas fracamente nio-lineares em fluidos geofisicos em rotagio,
baseado nos trabalhos mencionados acima, enfatizando as possiveis impli-
cagdes para algumas questdes cientificas relacionadas a dindmica da atmos-
fera. A anilise aqui realizada se restringe ao caso em que os distarbios
ondulatérios sio imersos num estado basico em repouso, onde neste caso
as ondas sdo linearmente neutras, ou seja, suas freqiiéncias temporais sio
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reais e as variagdes de amplitude sio devidas exclusivamente as interagdes
fracamente nio lineares. Na Se¢do 2 serd apresentado o formalismo teérico
geral acerca da interacdo fracamente nao-linear entre ondas dispersivas para
um sistema hiperbélico genérico. Na Seg¢do 3 esta teoria é aplicada no siste-
ma de equagdes da dgua-rasa de médias latitudes, onde o parimetro de
Coriolis é suposto constante (aproximagio do plano-f). A Secio 4 aborda
esta teoria para as ondas equatorialmente confinadas, que correspondem as
solugdes ondulatérias das equagdes da dgua-rasa com a aproximagio do
plano b-equatorial obtidas inicialmente por Matsuno (1966). Possiveis li-
nhas de pesquisa para trabalhos futuros com relagio a aplicagio dessa teo-
ria nas equacoes que regem a dindmica da atmosfera, incluindo o efeito da
estratificacio vertical e de escoamentos basicos mais realistas, sio discuti-
das na Segao 5.

2. Formalismo geral

2.1 Desenvolvimento Teérico

Um problema genérico no qual os métodos de anilise assintética
no limite fracamente nio linear se aplicam envolve um sistema de equagoes
diferenciais parciais do tipo

& +U(E) =eN(&.8) (2.1)
onde (&) e N(&,§) correspondem aos operadores linear e nio-linear, res-
pectivamente, aplicados no vetor estado x, que envolve as varidveis depen-
dentes do modelo representado por (2.1). A nio linearidade neste caso
representada pelo termo N(§,) deve ser pelo menos quadritica na mais
baixa ordem e ambos os operadores A e N envolvem derivadas parciais das
varidveis de estado representadas pelo vetor x com relagio as varidveis in-
dependentes espaciais representadas pelo vetor ¥ = (x,, X, ..., x,)T. O
parimetro adimensional e corresponde a uma medida da amplitude tipica
de x. O método de anilise tipicamente empregado em (2.1) parae <<1 ¢
dado pela teoria da perturbagio, que consiste em buscar uma solugio para

o sistema (2.1) da seguinte forma:
E=E0+ef W+ 0OE? (2.2)

Neste caso, o problema de ordem dominante é dado pela versio
linearizada de (2.1), i.e.,

10+ mEo=0 (2.3)
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Supondo homogeneidade nas varidveis espaciais, segue que a equa-
¢ido (2.3) possui solugdes de ondas da seguinte forma

|k e X—lwpt
¢© = zA oRp(Ke e (2.4)

onde c.c denota o complexo conjugado do termo anterior, w_ refere-se a

freqiiéncia temporal e K p a0 vetor nimero de onda associados ao p-ésimo

modo permitido pelo sistema 2.3. A solu¢io de onda (2.4) leva ao seguinte
problema de autovalor-autovetor

ciw I +0,)R=0 (2.53)
( )

Supde-se que as autofrequenc1as w parap = 1, 2, ..., m sejam
reais e distintas de tal maneira que ex1sta um conjunto completo de

autovetores direito Rp (k) e autovetores esquerdo Lp (k) determinados por
(i, +0,.)=0 (2.5b)

tal que |: (E) ‘R (E) =9, sendo [l a matriz obtida a partir de A subs-

tituindo as derivadas espaciais por ik, j = 1,2, ..., d; I corresponde A matriz
identidade e d_ refere-se ao delta de Kronecher A partir de (2.5) segue que
para que o sistema (2.3) apresente solu¢io na forma (2.4), as freqiiéncias

W, e o vetor nimero de onda kp devem satisfazer a seguinte relagio de
dispersio

def-io, | +0.)=0 (2.6)

Além disso, o modo p corresponde a uma onda dispersiva se o

determinante da matriz Hessianade w_ ( k p) for diferente de zero, ou seja,

dtaaw()a

A anilise aqui empregada se restringe a tais ondas. Solugdes de
mais alta ordem do sistema (2.1) tais como &) satisfazem um problema
linear forcado da seguinte forma

E'El) + [EW = NOEO, £O) (2.8)
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onde N©(&©, ) representa a contribui¢io de ordem dominante do ter-
mo nio-linear N(&,§). Como pode ser observado, a solu¢io da parte ho-
mogénea de (2.8) é idéntica a solugio de (2.3) dada por (2.4)-(2.6). Conse-
qlientemente, uma dificuldade adicional surge se o termo forgante em (2.8)
for ressonante com algum modo p, que constitui uma solugio da parte
linear. Estes termos ressonantes resultam nas chamadas solucées seculares,
que apresentam um crescimento linear em t. Neste caso, o método de mul-
tiplas escalas deve ser usado para eliminar essas solu¢des seculares e, por-
tanto, garantir solugdes limitadas na escala rapida de tempo t. O método de
miltiplas escalas consiste em supor que as amplitudes A de £ sejam fun-
¢oes lentamente varidveis do tempo, ou seja, sejam fungdes da varidvel t= et.
Neste caso, as derivadas temporais sio escritas como

§ - & TEL, (2.9)
e o problema para £ ¢ entdo escrito da seguinte forma
Egl) + [JEW = NO(EO, £©) - (2.10)

Assim, com a dependéncia da solucio na escala longa de tempo, as
solugdes seculares sio removidas desde que as amplitudes A satisfacam a
seguinte condicio dada pela alternativa de Fredholm:

d -
Oﬁfggﬁ“”%ﬂ (2.11)

Em (2.11), a somatoria se dd para todos os modos m e n tais que

kp tk, tk, =0
W *w +w=0 (2.12)
Os modos p, m e n cujas freqiiéncias e ntimeros de onda satisfa-
zem (2.12) constituem um tripleto ressonante. Os coeficientes de

acoplamento I’]Bm em (2.11) sio dados por

n=C,-INR,.R)+NR.R,) (2.13)

Logo, estes coeficientes representam o grau de acoplamento intrinseco entre
trés modos quaisquer que constituem a solu¢io de ordem dominante do
sistema (2.1). Assim, na mais baixa ordem, toda a informagio da nio linearidade
envolvendo as ondas permitidas pelo modelo estd contida nesses coeficientes.
No caso de um tnico tripleto ressonante, o sistema (2.11) é dado por

dA _ o5, ae
o A (2.14a)
d -
d—Az =nAA (2.14b)
T
86 Ciéncia e Natura Especial, UFSM



A _aape
e naAA (2.14¢)

2.2 Propriedades dos tripletos ressonantes

Como mencionado anteriormente, o sistema (2.14) tem sido foco
de muita pesquisa em mecinica de fluidos, bem como em 6tica, fisica de
plasmas e em outros ramos da ciéncia. Tipicamente, como ocorre na gran-
de maioria dos problemas fisicos, os coeficientes de interacio N sio reais

p

ou imaginrios puros. Neste contexto, se os coeficientes de interagdo /2,

12 ) . . .
n3e n3° possuirem o mesmo sinal, as amplitudes A , A, e A, associada aos

modos 1,2 e 3, respectivamente, crescem ilimitadamente em t, apresentan-
do singularidade em tempo finito. Triades ressonantes que apresentam tal
caracteristica sio denominadas triades explosivas (ou tripletos explosivos).
Este crescimento explosivo, obviamente, € inaceitdvel para qualquer pro-
blema fisico, e as equagdes reduzidas (2.14) tornam-se invélidas apés um
certo intervalo de tempo. Neste caso, alguns efeitos de ordem mais alta
desprezados até aqui devem ser incluidos para se obter uma descrigio
satisfatoria do sistema. A existéncia de triades ressonantes explosivas em
problemas relacionados com mecanica de fluidos é possivel somente na
presenca de um campo bésico cisalhante e que apresente uma camada criti-
ca (Becker e Grimshaw 1993), como serd discutido na Secio 5. Logo, este
caso esta fora do escopo do presente artigo.

Por outro lado, se os coeficientes N2°, n3’e N3 num tripleto

ressonante possuirem sinais distintos, as amplitudes AP, p=1,2e3,sio
funcoes periddicas e limitadas em t, sendo expressas em termos de fungdes
Elipticas (Bretherton 1964). Neste caso, a solugio de ordem dominante do
problema inicial dado por (2.1) é dada pela superposi¢io de ondas quase
lineares, cujas amplitudes sio lentamente moduladas no tempo. Além dis-
so, se os coeficientes de interacio satisfizerem a condigio

nnE +n=o, e
entdo os modos 1, 2 e 3 cujas amplitudes sio governadas por (2.14) constitu-
em uma triade conservativa. A razio para esta rotulacio pode ser facilmente
verificada multiplicando as equagdes (2.14a), (2.14b) e (2.14c) por A, A e
A", respectivamente, e somando as trés equagdes resultantes. Neste caso, tem-
se que se os coeficientes de interagdo satisfazem a relagio (2.15), segue que

3 2
Z|Ap| = constante
&
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Usando a identidade de Parseval para a expansio (2.4), tem-se que
oF=Slaf

2 . , ..
onde "E(O) " refere-se 2 norma de x® no espago de Hilbert, que ¢ positiva

definida. Nos problemas fisicos comumente encontrados, esta norma esta
associada com a contribuigio de ordem dominante da energia total do sis-
tema. Logo, tripletos ressonantes que satisfazem (2.15) conservam o ter-
mo de ordem dominante da energia total do sistema, que corresponde a
propria energia total do sistema linearizado. A partir das equagdes para as
energias E = |A_|*, p = 1, 2 e 3, obridas a partir de (2.14) obtém-se as
relaces de Manley-Rowe

1dE,_ 1dE, 1 dE,

Y]fS dT Y]:If dT 7]]3'2 dT (216)

ou, alternativamente,

dEE, E,0 dfE, _E,[d d[E, E
R @17)

Dessa forma, a partir das equagdes (2.15), (2.16) e (2.17) é
possivel verificar que numa interagio triddica ressonante conservativa a onda
que possui o coeficiente de interagio com o sinal oposto dos outros dois
modos (e, conseqiientemente, com o maior valor absoluto) sempre cede
energia para (ou recebe energia das) outras duas ondas do tripleto. Este
modo mais energeticamente ativo do tripleto é comumente referido como
“onda bomba”. A partir da condigio de ressonincia para as freqiiéncias
temporais dada por @, + w, +w, = 0, juntamente com as condigdes (2.15)-
(2.17), também segue que num tripleto ressonante conservativo os coefici-
entes de interagdo sao proporcionais s respectivas freqiiéncias temporais,
ou seja,

= %yo3 (2.18)

©; Wy @3
onde O ,, é um parimetro que mede o grau de interagio de um determina-
do tripleto ressonante. Com isso, nota-se que a onda de maior freqiiéncia
absoluta num tripleto ressonante conservativo é sempre a onda instivel
(onda bomba), ou seja, a onda que cede energia para as outras duas ou
recebe energia dos outros dois modos. Da mesma maneira, um modo de
freqiiéncia nula nio é energeticamente afetado por duas ondas que se pro-
pagam num tripleto ressonante conservativo, uma vez que o coeficiente de
interacio desse modo para este tripleto é nulo, de acordo com (2.18). Estas
interagdes conservativas comumente ocorrem em mecinica dos fluidos para
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o0 caso em que as ondas estio imersas num escoamento bdsico uniforme.
Logo, os vinculos dados por (2.15)-(2.18) sio vilidos para as interacoes
exploradas nas Segdes 3 e 4 deste trabalho.

3. Interacio fracamente ndo-linear em latitudes médias

Para analisar as caracteristicas das ondas fracamente nio-lineares
no contexto da dinimica de fluidos geofisicos para latitudes médias, consi-
dera-se o sistema de equacdes da dgua-rasa com rotagio:

o _

E+v-Dv+fovu+gDh—O (3.1a)
oh

—+0¢(Vh)+HO-V=0

p (vh) (3.1b)

onde (x,y,t) = (u,v)" corresponde ao campo de velocidade bi-dimensional,
sendo u e v suas respectivas componentes nas direcoes x e y, respectiva-

) R . ) Co
mente; U= %&@E e . Daqui a diante adotar-se-4 a seguinte equivaléncia de

notagio paraas coordenadas espaciais (x,y) « (x,,x,). A varidvelhem (3.1)
corresponde A perturbagio da altura da superficie livre da camada de fluido
em relagdo ao seu valor médio representado H, que é comumente denomi-
nada altura equivalente. Os pardmetros f, e g em (3.1) correspondem, res-
pectivamente, ao parimetro de Coriolis e 2 aceleracio efetiva da gravidade.
O paridmetro de Coriolis neste caso é suposto constante. Esta é a conheci-
da aproximagio do plano-f, que consiste em expandir o parimetro de
Coriolis numa série de Taylor em torno de uma latitude y = y_ e reter
somente o primeiro termo f = f(y,). Esta é uma aproximagio razoavel
para a dindmica dos movimentos atmosféricos de grande-escala em latitu-
des médias. O sistema (3.1) pode ser adimensionalizado e escrito na forma
vetorial como em (2.1) da seguinte maneira:

& + (&) =eN(&.€) (3.2)
sendo que# = (\7, h)T representa o vetor estado e os operadores linear e
nio linear sio expressos como

0

_[@"+0n - o _H i
)=l g B MEDmsEg o 6.3

Em (3.2), € = Ro = U/ (Lf,) representa o niimero de Rossby e F
= (L, / L)?, sendo L, = /gH /f; o raio de deformagio de Rossby. O

sistema (3.2) é adimensionalizado utilizando o seguinte escalonamento:
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(uv)Oo() (u',v), (xy)Oo(L) (x\y),tdf*t, ghOO(f,LU) h’ (3.4)
onde “” “ foi omitido em (3.2)-(3.3) por simplicidade. Para os movimentos
de grande-scala na atmosfera, é razodvel supor L ~ 1500Km, f, ~ 105", U
~ 5m/s e H ~ 10Km, implicando em € ~ 0,03 e F ~ 2,1. Assim, a anélise
assintdtica fracamente nao linear empregada na Secio 2 é conveniente para
o sistema (3.2)-(3.3). Assim, supondo que 0 <€ << 1eF = O(1), empre-
ga-se 0 mesmo procedimento adotado na se¢io anteiror e obtém-se a solu-
¢io de ordem dominante do tipo

+00 400 3

£90xy,ten) = z z Aklr klreikXJr“yiw'l'rt (3.5)

k=—00 |==c0 I=;
Em (3.5) as autofreqiiéncias w, | e os autovetores direito Iik',', sa-
tisfazem o seguinte problema de autovalor-autovetor:
(Fiw +0, )R=0 (3.6a)
B 0 -1 ikH
U.=o1 0 ilg

Hrik Fil o

Assim, a partir de (3.6) segue para cada ntimero de onda k = (k,])*

onde

(3.6b)

fixado, existem trés modos de oscilagio no tempo permitidos:

Wy =0 (3.7a)

1
D12 = ¢@+ F\Efﬁ (3.7b)

O primeiro autovalor dado por (3.7a) corresponde aos modos
geostréficos, enquanto (3.7b) refere-se as ondas de gravidade-inerciais, uma
se propagando para oeste e a outra para leste. Estas duas tltimas também
sao conhecidas como ondas de Poincaré. Os autovetores direito associados
a estes modos sio dados por

Filo
5 —|s _o0,0d
RR,1 [ Rl’hi _le[L
H1H
H( +il 2 O
- W 29 T
Riew = [VR,z(s)’ M2 |-—IJ(")Lk 23) kg (3.8)
] R
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Assim, para um tripleto constituido pelos modos (k,r,), (K,.r,)

(Izg,rs) satisfazendo 2 condigio de ressonincia R;= |Z2+ ES e

W =0 ta asamplitudes evoluem na escala longa de tempo de

acordo um sistema de EDOs do tipo (2.14), com os coeficientes de interagio
sendo dados por

23 _ 5 5 _
’71 VRz:rz Ik XLklvH. <3,73> VR3,r3 Ik XLka. <2,r2>

i 0 H O
L o0 O)-( L. <O 0 0
k1’r1 Ki.h -

ﬁ_ a 3 E_ Ik3 * vRa:ra th,fz

(3.9)

Em (3.9), <¢> representa o produto interno e Lgp'rp ,p=12e

3, representa o autovetor esquerdo associado ao modo p e é dado por

EIZ,1 = [iFl » —iFk, 1]: I:R,z(s) = %%,2(3) -il, I%,Z(S) +ik, ‘R‘ZE (310)

As interagdes ressonantes representadas por (3.9) foram explora-
das por Duffy (1974) e Majda (2003). Majda (2003) analisou essas interagoes
utilizando um formalismo que difere sutilmente em conceito do método
aqui empregado, mas que leva a0 mesmo resultado. Este método utilizado
por Majda (2003) para estudar as ressonincias nio-lineares nas equagdes
(3.1) é conhecido como o0 método da média sobre ondas ripidas. O méto-
do da média sobre ondas rapidas consiste no método de multiplas escalas
temporais com uma separacio da solu¢io com relagio as dependéncias nas
escalas ripida e longa de tempo, onde os termos de ordem dominante sio
singulares. Neste caso, a componente da solu¢io que varia na escala longa
de tempo € obtida através de uma média sobre a escala ripida de tempo.
Este método é normalmente empregado para se estudar a interagio entre
fendmenos que apresentam escalas de tempo bastante distintas, como € o
caso do modelo abordado na presente se¢io, onde existe uma clara separa-
¢io entre as freqiiéncias temporais das ondas de gravidade-inerciais e dos
modos geostréficos. Majda mostra que as possiveis ressonancias triddicas
no sistema aqui analisado sdo dadas por tripletos constituidos somente por
modos geostréficos e tripletos constituidos por duas ondas de gravidade-
inerciais e um modo geostréfico. Duffy (1974) também estendeu a analise
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aqui empregada de modo a considerar a pequena corre¢io no pardmetro de
Coriolis dada pelo efeito b. Neste caso, os modos puramente geostréficos
sdo substituidos pelas ondas de Rossby, que possuem baixa freqiiéncia e,
portanto, um balango geostréfico aproximado entre os campos do vento e
massa. Em ambos os casos, tanto no plano-f quanto no plano-b de latitu-
des médias, é algebricamente impossivel a existéncia de tripletos ressonan-
tes envolvendo somente ondas de gravidade-inerciais.

Além disso, por argumentos de conservagio de energia, num
tripleto ressonante constituido por duas ondas de gravidade-inerciais e um
modo geostroéfico, este Gltimo apresenta seu coeficiente de interacio nulo,
de acordo com a condigio (2.18). Conseqiientemente, neste tipo de
interagdo ressonante o modo geostréfico age como um catalizador, permi-
tindo e controlando a troca de energia entre as duas ondas de gravidade-
inerciais mas sem ser afetado por essas ondas. Esta propriedade dos tripletos
ressonantes constituidos por um modo geostréfico e duas ondas de gravi-
dade-inerciais apresenta uma implicacio fundamental para a dinimica do
escoamento atmosférico em latitudes médias. E bastante conhecido que a
dindmica da circulagio atmosférica de grande-escala em médias latitudes é
razoavelmente bem descrita pelo sistema quase-geostréfico. Além da répi-
da dispersdo da energia pelas ondas de gravidade-inerciais, isto também se
deve essencialmente ao fato de que, uma vez que existe uma clara separagio
entre as escalas de tempo dos modos geostréficos e das ondas de gravida-
de-inerciais, se for tomada uma média sobre um certo intervalo de tempo,
essas oscilagoes ripidas resultantes da propagacio das ondas de alta fre-
qiiéncia desaparecem. Conseqiientemente, mesmo para uma condi¢io ini-
cial da atmosfera em latitudes médias nio geostroficamente balanceada,
uma vez que os modos geostréficos nio sio afetados pelas ondas de gravi-
dade-inerciais, a contribuicio desses modos para o escoamento atmosféri-
co em médias latitudes tende a prevalecer num sentido médio, independen-
temente da propagacio das ondas de alta freqiiéncia.

As interagdes envolvendo somente as ondas lentas estdo inseridas
na classe de tripletos estudada por Longuet-Higgins e Gill (1967) e Ripa
(1981). Essas interagdes, além de conservarem a energia total, conservam
também a enstrofia. Conseqiientemente, nesses tripletos ressonantes en-
volvendo somente os modos quase-geostréficos, a onda de maior freqiién-

cia absoluta corresponde a0 modo que possui o niimero de onda total | K |

intermedidrio. Este vinculo implica numa efetiva cascata invertida da ener-
gia em dire¢io as ondas mais longas e uma efetiva cascata direta de enstrofia
em dire¢do as ondas mais curtas.
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4. Interagdo fracamente nio-linear na regiao equatorial

Um modelo que contém os ingredientes dinimicos essenciais que
descrevem os movimentos atmosféricos e oceanicos de grande-escala hori-
zontal e confinados na regido equatorial é dado pelo modelo barotrépico
divergente onde os efeitos dinimicos da rotagio da Terra e da esfericidade
da mesma sobre os movimentos de grande-escala sio representados pela
aproximagio do plano B-equatorial, na qual o pardmetro de Coriolis é dado
por f = By, sendo y a distdncia com relagio ao equador orientada para norte

df

eB= dy y:Oe o pardmetro de Rossby, que neste caso é suposto constante.

Neste caso, as equagdes governantes sdo similares as equagdes (3.1), mas
com f_ substituido por By. Assim como na sec¢io anterior, é conveniente
escrever este sistema na forma vetorial como segue:

€+ 0(€) =eN(&.€) = (4.1)

onde neste caso os operadores A e N sio escritos como

O O
o -y 2o 0 g % C
0 0X[J O g
0 o0 0 ‘l"+ ov. 0
gy 0 g 0 (U v ) 0
-, o YhoNen=D a D ()
+
@x dy B H( %x ay%

Em (4.1)-(4.2) acima, (u,v) representam as componentes do cam-
po de velocidade bi-dimensional nas direcées (x,y) e @ = gh corresponde a
perturbacio do geopotencial na superficie livre da camada de fluido; € =
Ro = U/ (BL?) representa o equivalente na regiio equatorial a0 ntimero
de Rossby em latitudes médias. As equagdes acima s3o adimensionalizadas
utilizando o seguinte escalonamento:

(x.y) = O(L)(xy), t'=tO(L/EL), (uv)=0(U) (uv),

@ = O(BLV)e (4.3)
As condigoes de fronteira do sistema (4.1) sdo dadas por:
E(xytet) =&(x + L, y,tet) (4.42)
E(x,y,tet) - 0 quando |y o (4.4b)

sendo L_o periodo zonal que pode ser usado para representar o perimetro
equatorial da Terra na escala adimensional. O sistema (4.1)-(4.2) linearizado
foi estudado por Matsuno (1966), que demonstrou que a mudanca de sinal
do termo de Coriolis em y = 0 leva a existéncia de ondas equatorialmente
confinadas. Estas solugdes de ondas lineares obtidas por Matsuno (1966)
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sdo dadas por

2
iK o X - ot

f(y =0 il k2 H, e’ g
b olal (4.5)
5 0 KH,0) =N, +k)H, 0]

i 0
(wa - ka)Hml(y) + n(wa + ka)anl(y)D Y
Ce

onde | |€ || refere-se 2 norma das autofungdes, enquanto o sub-indice a
caracteriza um particular modo de expansio e é dado pora = (k,n,r). Nes-
te caso, k indica o nimero de onda zonal, n é um ntmero inteiro que
corresponde a0 grau dos polinémios de Hermite H (y) em (4.5) e distin-
gue a estrutura meridional das autofungoes § (x,y) e r distingue os tipos de
ondas a serem considerados. Tais ondas apresentam freqiiéncias temporais
w_ . Estas auto-freqiiéncias w em (4.5) satisfazem a relagao de dispersio
mostrada na Fig. 1. De acordo com a Fig. 1, para cada k e n especificados,
existem basicamente trés modos de oscilagio no tempo permitidos: dois
de alta freqiiéncia (r = 2 er = 3), que correspondem as ondas de gravidade-
inerciais que se propagam para oeste e para leste, respectivamente, e um de
baixa freqiiéncia (quase-geostréfico) (r = 1), que corresponde as ondas de
Rossby. Além desses trés tipos basicos de ondas, a Fig. 1 mostra que o
sistema (4.1) também permite a existéncia de duas ondas que sio estrita-
mente caracteristicas da regido equatorial: (i) a onda mista de Rossby-gra-
vidade (n = 0) e (i) a onda de Kelvin (n = -1). De acordo com a Fig. 1,
estas duas ondas unem o regime de alta freqiiéncia com o de baixa freqiién-
cia e apresentam um cardter misto de onda de gravidade e quase-geostroéfica.
A onda mista de Rossby-gravidade apresenta um comportamento do tipo
gravidade-inercial (alta-freqiiéncia) no limite de ondas mais longas e, a
medida que o nimero de onda zonal aumenta, tais ondas aproximam-se do
limite de baixa freqiiéncia (quase-geostréfico). Por outro lado, as ondas de
Kelvin aproximam-se do limite puramente geostréfico para k — 0 e do
limite totalmente divergente para k — co. No caso das ondas de Kelvin, as
autofungdes &_(x,y) sio estritamente confinadas na regiao equatorial e sio
dadas por

%"O(Y)E eﬁé
_ ik (x-t)
6= 0 7 € , paran = -1 (4.6)

FH,(y)E(2V)?

Dessa forma, como pode ser observado na Fig. 1, nio existe na
regido equatorial a mesma separagio entre ondas de alta freqiiéncia e ondas
quase-geostroficas observada em latitudes médias. Um outro aspecto inte-
ressante a ser observado é que o sistema (4.1)-(4.2) também permite a exis-
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téncia de uma onda nio-dispersiva, representada pelo modo de Kelvin (n =
-1). Logo, ondas dispersivas e nio dispersivas co-existem no guia de ondas
equatorial. Como serd mostrado mais adiante, é possivel que uma determi-
nada componente do modo de Kelvin interaja com duas ondas dispersivas
por meio de um tripleto ressonante.

4.5 T T T T T T

——OMRG (n = 0)
|-=-0R(n=1)
—~—0GO (n=1)
|+—0R(n=2)
——0GO (n=2)
|——0K (n=-1)
~—0GL (n = 0)
—~—0GL (n=1)
1--0GL (h=2)

(k) ( adimensional )

k ( adimensional )

Figura 1. Curvas de dispersio das ondas equatoriais para H = 250m e = 2,3 x 10"'m"'s’
!. As ondas sdo rotuladas como segue: onda de Rossby (OR), onda mista de Rossby-
gravidade (OMRG), onda de gravidade-inercial para oeste (OGO), onda de gravidade-
inercial para leste (OGL) e onda de Kelvin (OK)

O sistema (4.1) também possui um autovalor degenerado repre-
sentado por @, , = 0. As autofungdes correspondentes a este autovalor
degenerado sio caracterizadas por uma estrutura zonalmente simétrica (k
= 0), absolutamente geostréfica e com a componente meridional do vento
identicamente nula. Estas autofungdes para estes modos geostréficos
zonalmente simétricos podem ser escritas como (Silva Dias e Schubert
1979):

@a(y)g_ Bn[Z(nﬁl)Hn,l(y)— Hn+1(y)] B e*y;

ConiW) =lim Y- o 0 . 7 4.7

BB 2D, ) Ho I e Ene)] *7)
111 Escola de Inverno de Fisica 95



No caso fracamente ndo linear dado por (4.1)-(4.2), as ondas equa-
toriais representadas por (4.5), (4.6) e (4.7) constituem solugdes de ordem
dominante desde que, para todos os tripletos cujos modos satisfazem as
relacbes de ressonincia

k +k +k =0
n +n, + n = impar (4.8)
w+w+w=0 s
as amplitudes sejam lentamente moduladas no tempo de acordo com (2.11).
Neste caso, os coeficientes de interagio sio dados por

be — g afc aVc \T a .
n —<Eubukc£c+vb o *H+ e 00 e fa> (4.9)
sendo o produto interno definido por
Ly +oo
(PO y)* a0 y) = [ [P + pucis * puci Hyax (4.10)
ERES

sendo P =[p,.p,,p,]" ¢ 0=[q,;q,,q,]" funcdes vetoriais quaisquer e * de-
nota o complexo conjugado. O termo PC em (4.9) indica a permutagio
ciclica dos sub-indices b e c.

Como pode ser observado, a condi¢io de ressonincia em y asso-
ciada a geometria do plano b-equatorial é menos restritiva que a condigio
no plano-f mostrada na secio anterior dada pela soma nula dos ntimeros de
onda meridionais. Esta menor restrigio resulta numa maior possibilidade de
interacdes ressonantes na regiio equatorial em comparagio com a dinimica de
latitudes médias. Por exemplo, as condigdes (4.8) permitem a existéncia de
tripletos ressonantes compostos somente por ondas de gravidade-inerciais, o
que ndo ocorre em latitudes médias como discutido na segio anterior.

Essas interagdes ressonantes no guia de onda equatorial foram
estudadas por Domaracki e Loesch (1977), Loesch e Deininger (1979) e
Raupp e Silva Dias (2006). Usando a conservagio da energia do modelo
representado por (4.1)-(4.2), Raupp e Silva Dias (2006) determinaram os
possiveis tripletos ressonantes envolvendo as ondas equatoriais utilizando
a condigdo (2.15) e obtiveram uma boa concordincia com os resultados
anteriores de Domaracki and Loesch (1977) e Loesch and Deininger (1979),
que determinaram esses tripletos diretamente pelas condigdes (4.8). Al-
guns exemplos dos possiveis tripletos ressonantes determinados por Raupp
e Silva Dias (2006) sao mostrados na Tabela 1. Essas intera¢oes sio forte-
mente dominadas por tripletos ressonantes constituidos por duas ondas de
alta freqiiéncia (gravidade-inerciais, Kelvin ou ondas mistas longas) e uma
de baixa freqiiéncia (Rossby ou mista Rossby-gravidade mais curta).
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Tabela 1. Possiveis tripletos ressonantes envolvendo as ondas equatoriais para H =
250m. A tabela mostra, da esquerda para a direita, os modos constituintes dos tripletos e
suas correspondentes autofreqiiéncias e coeficientes de interagio. Os modos sio
caracterizados, da esquerda para a direita, pelo nimero de onda zonal, modo meridional e
tipo de onda. (Adaptado de Raupp e Silva Dias 2006)

b b
b c N @y o, fou" oy o’

1,1, WG|1,1,EC |0 1.71 |-1.78 0 05225 |0 L26E
3,3, WG [4,3,EG |0.0758]2.687|-2.86 [0.00607|0.04377 [-0.0519
51R 1,3, EG |63, WG|[0.2711]-2.67 |2.906]|0.01 2614 [0.054344 |-0.08631
0,00WG|4,1, WG 4,2 BG |1 1.83 |-2.49 [-0.028472 [-0.064398 0.0909
52R [5.0M |0 0.183]0.577]0 -0.07624  |0.07588
7R 16,-1,K |1,3.BG |0.202 |-1.39]-2.67 |-0.00625 |-0.049643 |0.05715
5,-1.K |2,1.EG |71, WG|[-1.156]-1.8612.21 |0.01684 [0.076563|-0.0914
1,2.EG |3, 1.WG|40M [-2.27 [1.756]0.64 |0.09563(-0.0816 [-0.0251
50M 1,2, WG|4.3,BG [0.577 |2.225]-286|-0.0185|-0.08019|0.10136
7,0M (5,2 EG |-0.46210.477(-2.6 |0.03389|0.007342(-0.04

=lolg]|-al]Rr|n] &~ |W]ka | —
o
i
g

o
)
iy
7

De acordo com a condigio (2.18), nesses tripletos ressonantes as
ondas de gravidade-inerciais constituem os modos mais energeticamente
ativos, ou seja, experimentam uma variagio de energia muito maior em com-
paracio com a variacio da energia dos modos de Rossby ou misto Rossby-
gravidade, como ilustrado na Fig. 2. A Fig. 2, adaptada de Raupp e Silva
Dias (2006), mostra a evolugio temporal da energia modal correspondente
a solugdo do problema de trés ondas ressonantes dado por (2.14) para o
tripleto formado por duas ondas de gravidade-inerciais e uma onda de
Rossby (Triade 2 da Tabela 1). Na integragio ilustrada na Fig. 2, a maior
parte da energia inicial é projetada no modo de maior freqiiéncia absoluta
do tripleto. Neste caso, a onda de maior freqiiéncia absoluta é sempre a
componente instavel, ou seja, aquela que sempre cede energia para ou rece-
be energia das outras duas ondas no tripleto. Como também pode ser veri-
ficado através da Tabela 1, as interagdes ressonantes envolvendo um modo
geostrofico zonalmente simétrico sdo bastante semelhantes as interagoes
em latitudes médias, com esses modos agindo como catalizadores para as tro-
cas de energia entre duas ondas que se propagam num tripleto ressonante.

Além do problema de trés ondas ressonantes dado pelas equagdes
(2.14), Raupp e Silva Dias (2006) também estudaram o problema de dois
tripletos ressonantes acoplados por meio de um tnico modo. Raupp e Silva
Dias (2006) destacam que, além das trocas de energia entre os modos que
constituem um tripleto ressonante, dois modos de tripletos diferentes tam-
bém podem trocar energia entre si por meio do modo que acopla os dois
tripletos, desde que este modo seja 0 modo de maior freqiiéncia absoluta
nas duas triades. Isto é ilustrado na Fig. 3 (adaptada de Raupp e Silva Dias
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2006), que mostra a evolugio temporal da energia modal referente a este
problema de cinco ondas ressonantes com o primeiro tripleto sendo cons-
tituido por uma onda de gravidade-inercial com propagagio para leste com
nimero de onda 6 e modo meridional n = 2 (modo 1), uma onda de gravi-
dade-inercial com propagacio para oeste com o mesmo ntimero de onda
zonal do modo 1 e com modo meridional n = 1 (modo 2), uma onda mista
de Rossby-gravidade com k = 0 (modo 3), e o segundo tripleto sendo
constituido pelo modo 1 além de uma onda de gravidade-inercial para oeste
com ntmero de onda 1 e modo meridional n = 3 (modo 4) e uma onda
mista de Rossby-gravidade com ntimero de onda 7 (modo 5). Como pode
ser observado na Fig. 3, essas trocas de energia inter-triddicas ocorrem numa
escala de tempo mais longa em comparagio com as trocas intra-triddicas.
Conseqiientemente, Raupp e Silva Dias (2006) também destacam que as
ondas de gravidade-inerciais podem ter um papel crucial na geracio de
flutuagdes de baixa freqiiéncia nos modelos atmosféricos. Uma vez que as
ondas de gravidade-inerciais estio diretamente relacionadas com a precipi-
tagio e os processos convectivos imidos na atmosfera, esses resultados
sugerem que a correta representagio da variabilidade intra-sazonal e de
periodo ainda mais longo em modelos atmosféricos de circulacio geral de-
pende da correta representagio nesses modelos dos processos de interagio
entre as ondas de grande-escala e a convecgio imida.

---modo 1 (1,1,0R)
~.q [——modo 2 (4,3,0GL)
—e—modo 3 (3,3,0G0)
—--Energia Total

E® ( adimensional )

35

30

20 25 40
t ( dias )

15

Figura 2. Evolucio temporal do termo de ordem dominante da energia total (E®)
associado a solugio do problema de trés ondas ressonantes para o tripleto composto por:
uma onda de Rossby com nimero de onda zonal 1 e modo meridional n = 1 (modo 1),
uma onda de gravidade-inercial com propagacio para leste com nimero de onda zonal 4 e
modo meridional n = 3 (modo 2) e uma onda de gravidade-inercial para oeste com
nimero de onda zonal 3 e modo meridional n = 3 (modo 3). A energia total dada pela
soma da energia das componentes do tripleto também é ilustrada. As amplitudes iniciais
dos modos sio dadas por A, = A, = 1e A, = 10. (Adaptado de Raupp e Silva Dias 2006)
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—modo 1 (6,2,0GL)
. modo 2 (6,1,0G0)
——modo 3 (0,0,0MRG)
—o—modo 4 (1,3,0G0)
35 7 |=-=modo 5 (7,0,0MRG)
—a—Energia Total

~

E® ( adimensional )

0 10 20 30 40 50 60
t(dias)

Figura 3. Evolucio temporal do termo de ordem dominante da energia total (E®)
associado 2 solugio do problema de cinco ondas ressonantes, ou seja, dado pelos tripletos
(1,2,3) e (1,4,5) (dois tripletos acoplados por meio do modo 1). Os modos constituintes
do problema sio: uma onda de gravidade-inercial para leste com ntimero de onda zonal 6
e modo meridional n = 2 (modo1), uma onda de gravidade-inercial para oeste com
nimero de onda zonal 6 e modo meridional n = 1 (modo 2), uma onda mista de Rossby-
gravidade com k = 0 (modo 3), uma onda de gravidade-inercial para oeste com nimero
de onda zonal 1 e modo meridional n = 3 (modo 4) e uma onda mista Rossby-gravidade
com nimero de onda zonal 7 (modo 5). As amplitudes iniciais dos modos sio dadas por
A =025eA,=A =A,=A,=10. (Adaptado de Raupp e Silva Dias 2006)

5. Consideragdes finais

No presente artigo foram abordados os principais aspectos relaci-
onados com a teoria fracamente nio linear de ondas dispersivas em proble-
mas relacionados com a dindmica de fluidos geofisicos em rotacio, onde
foram enfatizadas algumas implicagdes importantes para a dinimica da at-
mosfera. A andlise aqui realizada se restringiu ao caso em que os distdrbios
ondulatérios sio imersos num estado basico em repouso. Além disso, nos
modelos abordados nas Secées 3 e 4 o efeito da estratificagio vertical da
atmosfera nio foi considerado.

Com relagio 2 influéncia da estratificagio vertical da atmosfera
sobre as interagdes triddicas ressonantes, recentemente Raupp et al. (2006)
utilizaram o mesmo desenvolvimento teérico usado na teoria de ondas de
gravidade superficiais em dguas profundas e em ondas de gravidade-capila-
res para estudar os tripletos ressonantes nas equacdes primitivas, que re-
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gem a dindmica dos movimentos atmosféricos de grande-escala. Neste caso,
é possivel a existéncia de tripletos ressonantes constituidos por ondas as-
sociadas a diferentes modos verticais. A anélise de Raupp et al. (2006) se
deu para tripletos ressonantes constituidos por duas ondas equatoriais in-
ternas associadas a0 mesmo modo baroclinico e uma onda de Rossby
barotrépica. Os resultados mostram que as modulagdes resultantes das tro-
cas de energia entre esses modos podem ter possiveis aplica¢des para a co-
nexao trépicos-extratrépicos em baixa freqiiéncia.

Assim, uma importante questio que precisa ser explorada futura-
mente refere-se A diniAmica das interacdes triddicas ressonantes nas equa-
¢bes que regem a dindmica da atmosfera na presenca de um escoamento
basico mais realista. De fato, os distirbios ondulatérios na atmosfera, em
geral, dificilmente estdo imersos num estado basico em repouso. Conse-
qlientemente, a inclusio de um escoamento bdsico mais realista permite
uma melhor comparagio dos resultados teéricos com as observagoes.

De fato, a anilise das interagdes ressonantes na atmosfera na pre-
senga de um campo bisico razoavelmente realista pode levar a resultados
interessantes com relacio aos mecanismos de instabilidade nio linear na
atmosfera. Becker e Grimshaw (1993), usando as equacdes de Boussinesq
representativas da dinimica de grande-escala do oceano, mostram que na
presenca de um escoamento basico com um cisalhamento vertical é possi-
vel a existéncia de triades ressonantes explosivas. Becker e Grimshaw ado-
tam um formalismo variacional num sistema de coordenadas Lagrangeano
se movendo com a velocidade do campo basico e mostram que uma deter-
minada trfade ressonante torna-se explosiva quando o campo basico apre-
senta uma camada critica, onde a velocidade de fase do modo de maior
freqiiéncia absoluta iguala-se A velocidade do campo bésico. E importante
ressaltar que esse fendmeno de interagdes ressonantes explosivas pode ocor-
rer mesmo se o escoamento basico for linearmente estvel, ou seja, mesmo
se as freqiiéncias dos modos normais forem reais.

Um outro ponto interessante refere-se ao fato de que a condicio
de ressonincia menos restritiva na regido equatorial em comparacio com a
dindmica de latitudes médias sugere que a existéncia de interagdes nio line-
ares ressonantes seja mais favorecida quanto maior a existéncia de nio-
homogeneidades no dominio, que se reflete no aumento do nimero de
coeficientes varidveis no sistema de equagdes diferenciais parciais que re-
presenta um dado modelo atmosférico. Logo, extrapolando para a atmos-
fera real, que é caracterizada pela existéncia de diversas nio-homogeneidades,
tais como a geometria esférica, topografia, gradientes térmicos horizontais
decorrentes do contraste entre continentes e oceanos e etc, é provavel que
as trocas de energia entre ondas ressonantes sejam muito mais favorecidas
que o sugerido em modelos tedricos.
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