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Resumo

Neste artigo é analisado um dos principios basicos das transforma-
¢Oes conformes, mais precisamente, o principio da simetria de Riemann-Schwarz.
Este principio sera utilizado, juntamente com 0s outros principios basicos e
com as func¢des elementares, na construcdo de transformacgdes conformes de
algumas regifes simplesmente conexas no semiplano superior.
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1. Introducéo

Um dos conceitos importantes da matematica é o de transformacao
conforme, que surgiu de alguns problemas fisicos. Este conceito tem muitas
aplicacbes em varios ramos da fisica: hidrodinamica, aerondutica, teoria da
elasticidade, teoria dos campos magnéticos e eletrostaticos e outros. Por exem-
plo, a existéncia da solucéo do problema generalizado de Dirichlet para qual-
quer regido simplesmente conexa foi demonstrada, usando a resolucéo deste
problema para o circulo unitario com a ajuda da integral de Poisson e da trans-
formacao conforme de uma regido simplesneartexa no circulo unitario [2, 3].
Analogamente, para demonstracéo da unicidade da solugéo do problema de
Neumann (segundo problema de contorno) com a condi¢&o adicional: € conhe-
cido o valor da fungéo(z) num ponto fixo da regido dada, este problema foi
resolvido inicialmente para o semiplano superior e transferido para qualquer
regido simplesmente conexa, utilizando o mapeamento conforme [3]. Proble-
mas de circunfluéncia de diferentes corpos com fluxo de liquido ou de particu-
las (e outros fluxos) também sao resolvidos com a ajuda da transformacao
conforme: transformam a regido dada na regido candnica, que € o interior ou o
exterior do circulo unitario ou o semiplano superior para as regides simples-
mente conexas, analisam o movimento de particulas, linhas de corrente e ou-
tros na regido candnica, depois voltam a regido inicial, usando a transformacao
inversa, e encontram as pré-imagens das linhas de corrente e outras caracteris-
ticas naregido dada [2, 3].

O principal problema da teoria das transformagdes conformes é cons-
truir uma funcdo que realiza a transformagéo de uma regido a outra de modo
biunivoco. E isto € muito complicado, pois ndo existe um Unico algoritmo de
resolugdo. Na construcdo de uma transformacgéo conforme séo utilizadas, de
forma adequada, as func¢des elementares, suas propriedades e os principios
béasicos das transformacdes conformes. Entéo, relembramos, a seguir, alguns
conceitos e resultados importantes desta teoria.

Defini¢cdo 1.1 Uma funcdo w = f(z) é chamada regular num ponto

z,, se f(z) pode ser desenvolvida numa série de poténcias
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f(2)= ch(z— %), que converge num circulpz - z| <r com centro
n=

no pontoz,,

Defini¢cdo 1.2Uma fung&o w = f(z), definida na regiéo D, é chama-
da regular nessa regido se ela é regular em qualquer ponto desta regido

E conhecido [1, 5] que a regularidade de uma fungo numa regido é
equivalente a diferenciabilidade desta funcdo na mesma regiao.

Defini¢cdo 1.3A funcao f(z) € chamada univalente numa regido D,
selz,z, 0D, z # z,, segue quef (z) # f(z,).

Se considerarmd§z) univoca e univalente na regiBpneste caso,
teremos quéz) é biunivoca.

Defini¢cdo 1.4Sejam D uma regiéo e E um conjuntd] B; a funcéo
f(z) definida no conjunto E e F(z) é regular na regido D. Se para todos pontos
z [ E évalida a condi¢éo F(z) = f(z), entdo F(z) € chamada o prolongamen-
to analitico da fun¢éo f(z) do conjunto E para a regido D

Se 0 conjuntdE tem pelo menos um ponto limite que pertence a
regidoD e se existir prolongamento analitico de uma furiG@pentéo este
prolongamento € Unico [2, 4].

Sejaf(z) regular numa regidd e existe prolongamento analitico da
funcaof(z) na regido mais ampla. Notamos que como resultado do prolonga-
mento analitico da funcd(z) em todas as direcfes possiveis temos, no caso
geral, uma fung¢éo plurivoca.

Teorema 1.1 (Principio de Simetria de Riemann-Schwarz, [5])
Seja D alguma regido cuja fronteira contém o segmentto eixo real. Seja,
também, a fungéo w = f(z) regular na regido D e continualerl y e f(z)
assume valores reais no segmeitdEntéo a fungéo f(z) pode ser prolonga-
da analiticamente da regido D para a regido D' que é simétrica a D em
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relacdo ao eixo real, o prolongamento dessa funcédo define-se do seguinte

modo:
Of (2, zODOy
F(z) =
(2 H t(2), z0D (1.
Observacdes

1. Denotamos por G aimagem da re@a@oporG' aimagem da regido
D' sob a transformac&(z). Da férmula (1.1) € visto que, ndo somebteD'
sdo simétricos em relacao ao eixo real, mas suas imaggBsambém sao.

2. Denotamos pdd* a regido do plang ou sejaP*=D Oy O D'
e porG* aregido do planw, assimG*=G O I"JG',ondel" = f(y).Sea
regidoD é totalmente contida no semiplano superior ou semiplano inferior,
entdo as regided e D' ndo intercecsionam-sé& n D'= @. Neste caso, a
regidoD* é univalente, isto é, cada ponto da re@é&gertence &, D'ou ¥
(pontos pertencendo as regi@ese D' simultaneamente ndo existem). Assim,
a funcad-(z), determinada pela formula (1.1), é fung&o univoca na régido

3. Sabemos [4] que para uma funcéo realizar transformacgé&o conforme
ela precisa ser univalente. Assim, a fun€@@ somente realizara transforma-
¢ao conforme se for biunivoca. Para que isto aconteca, al@fmsge como na
observacao anterior, ou sefa,n D'= ¢ , temos que ter tambéf n G'= @,
isto &, cada ponto d&* pertencera &, G'ou 1.

Corolariol.1 Seja D alguma regido cuja fronteira contém o arco
da circunferénciaj-. Seja a funcdo w = f(z) regular na regido D, continua em
DOy e no arco ¥ ela assume valores que pertencem a algum arco | de
circunferéncia L, ou seja, o arco | € aimagem do ayceob a transformacéo
w = f(z): I=f(Y). Entdo a funcéo f(z) pode ser prolongada analiticamente da
regido D para a regido D', que é simétrica a regido D em relagédo a circunfe-
réncia 1~ e a fungdo prolongada define-se do seguinte modo: se os pontos z
e z' séo simétricos em relagédo a circunferéngig entdo os pontos F(z) e
F(z') séo simétricos em relacéo a circunferéncia L.
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Observacdes

1. Denotamo§& = F(D) e G' = F(D"). Entéo do corolario 1.1 segue
gue as regideS e G' sdo simétricas em relagéo a circunferéhcia

2. Deste corolario segue que pode existir simetria em relagao a qual-
quer reta, pois uma reta € uma circunferéncia de raio infinito. Além disso, o
principio da simetria de Riemann-Schwarz pode ser aplicado quantas vezes
forem necessérias.

2. Utilizac&o do principio da simetria de Riemann-Schwarz

Agora vamos usar as funcdes elementares, suas propriedades e 0s
principios basicos das transformacdes conformes e, principalmente, o princi-
pio de simetria de Riemann-Schwarz para construirmos, de forma concreta,
transformacdes conformes de algumas regifes simplesmente conexas no
semiplano superior.

12regido (figura 1.1)

Para aregido inicial do plano z (figura 1.1) ndo encontramos, direta-
mente, uma fungdo que faca a transformagao conforme dela de modo biunivoco,
entdo entendemos toda esta regido como a unido de 6 regides simétricas (seto-
res) em relac@o aos raios. Separamos uma dessas regides simétricas (setores)
fazendo cortes auxiliares. E, assim, trabalharemos com esta regido auxiliar (veja
figura 1.2) que é um setor de raio infinito, cujo angulo centigl 2.

Figura 1.1 Figura 1.2

Ciéncia e Natura, UFSM, 26 (2): 5 - 23, 2004 9



Nosso objetivo é transformar, biunivocamente, esta regido auxiliar
do planaz no setor circular comraid, +«) (Vejafigura 1.9)tal que a parte
da fronteira que corresponde a fronteira da regido inicial do pl@agse no
arco de circunferéncia. Antes de tudo, lembramos que a fun¢&o de pzténcia
trabalha muito bem com setores, j& que esta fungdo aumenta todos os angulos
no pontdd em nvezes, entdo usamos a fung@e z’ e chegamos a regido da
figura 1.3.

O semiplano superior € uma das regides de univaléncia da fungédo de
Jukowski e sabemos que esta funcéo transforma uma circunferéncia unitaria
com centro na origem no segmento [-1,1] do eixo real, portanto a segunda

funcéo que utilizamos é a funcéo de Jukowgkir %(21 + z%) , assim tere-

mos cortes somente no eixo real; veja a regido da figura 1.4.

+
-64

Figura 1.3 Figura 1.4

Temos como objetivo temporario transformar essa regiéo do plano z
no semiplano superior de tal maneira que a parte da fronteira que corresponde
a fronteira da regido inicial (no plano z) se transforme no segmento [-1, 1] do
eixo real; para isto, primeiramente, usamos uma fungao lijre@zz+ 1 para
fazermos extensao e translacdo da regido do plasgim, chegamos a
regido da figura 1.5, onde podemos escolher um dos ramos regulares da fungéo
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inversa da fungao de Jukowski, entao utilizamos a fungae z, + 1/(23)2 -1,

ja que sabemos que ela transforma todo plano com cortes ao longo dos seg-

mentos(—c,-1] e[1,+) no semiplano superior (veja figura 1.6).

\
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Figura 1.5
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Figura 1.6

Para transformar, um pouco, a fronteira da regi&o (semiplano superi-

or) do plano zusamos a fungéo lineaz; = [(z4 +¢) ﬁ] -1. Assim, obte-

mos o semiplano superior com a parte da fronteira que corresponde a fronteira
daregido inicial sobre o segmento [-1, 1] do eixo real (figura 1.7). Agora, lembra-

mos que a funcéo inversa da fungdo de Jukowski transforma todo plano com

corte ao longo do segmento [-1, 1] do eixo real na parte exterior do circulo

unitario com centro na origem. Mas, como temos somente o0 semiplano superi-

or aregiao obtida desta transformacéos= z, + ,/(24)2 -1 ,seraosemiplano

superior sem o semicirculo unitario superior com centro na origem (figura 1.8).

7
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1

Figura 1.7
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Usamos a funcdo de poténclfacomn = 1/3, ou seja, a funcao

z, =3/z; , que € uma funcdo plurivoca, mas escolhemos um ramo regular

desta funcao e lembramos que éstgéo diminui todos os &ngulos no pobito

em 3 vezes. Assim, obtemos parte de um setor de raio infinito e &ngulo central
igual a /3 (figura 1.9), que era o nosso objetivo quando construimos a
regido auxiliar (setor) no plarzoAgora, podemos usar o principio de simetria

de Riemann-Schwarz e prolongar analiticamente a composicdo de fungbes
z, = g(z). Entdo a composic¢do de fun¢des construida transforma a regiéo
inicial do planoz (figura 1.1) no exterior do circulo unitario com centro na
origem do plana, (figura 1.10).

®

eirr/a.\ /

1

\|
___

Figura 1.9 Figura 1.10

\\ \

Agora, resta transformar o exterior do circulo no semiplano superior.
Para isso, usamos uma funcao homografica que transforma o ponto 1 no ponto
infinito e 0 ponto -1 no ponto zero; como queremos obter o semiplano superior,
ainda, precisamos, rotacionar esta regidospor no sentido anti-horério;

fazemos tudo isso com a funcgéo= i

zZ;+
Z7—

1 . .~
1 . Assim, com a composicéo de

fungdesw = h(z), transformamos, biunivocamente, a regido inicial do ano
(figura 1.1) no semiplano superior do plano w (figura 1.11).
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Figura 1.11

22 reqido (figura 2.1)

Esta regido do plano z (figura 2.1) pode ser considerada como a
unido infinita de regides simétricas em relagéo as retas verticaiéﬁ K,
Ok Oz . Entdo fazemos cortes auxiliares na regiéo inicial do plasoolhe-
mos uma destas partes da regido que é simétrica as outras (veja figura 2.2) e a
chamamos de regido auxiliar.

s // - - e

1 Al B = @

-~ -~ -~ ? =

- / / g :/
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g - s o e

— / - - H

-~ -~ = = i
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-~ ? ? = i
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54T 01 23 45 Vi 15%
_ =

~ 2
Figura 2.1 Figura 2.2

Nosso objetivo é transformar, biunivocamente, esta regido auxiliar
do planoz numa semifaixa vertical, de tal modo que a parte da fronteira da
regido auxiliar que corresponde a fronteira da regido inicial passe no intervalo

do eixo real (figura 2.14). Antes de tudo, com a fungao lingarir z—irm/2

rotacionamos, extendemos e transladamos a regido auxiliar da platesta
forma, obtemos a regido da figura 2.3. Como a func¢é@o exponegicial,
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univalente em faixas horizontais, cujo comprimento do segmento vertical é
menor ou igual &277, podemos utiliza-la para transformar esta regiéo do plano

z,; assim, com a funcég, = e chegamos a regido da figura 2.4.

7

@
7 % ]

0 -1

A

3

o

Figura 2.3 Figura 2.4

Temos no plane, uma regido onde a fungao de Jukowski,

Z; = % (22 + z%) , € univalente, entdo a usando obtemos a regido da figura 2.5.

. ap — 1 .
Depois, usamos a fungééy = 7z~ para transformar, um pouco, a fronteira da

regido do plana,e obtemos a regido do plagdfigura 2.6).

_

; \
®

Figura 2.5 Figura 2.6

Aregido do plang, € uma regido onde podemos escolher um ramo
regular da funcdo inversa da funcdo de Jukowski, entdo a utilizamos
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(zg=2z,+ N 24)2 -1) para transformar o segmento [-1, 1] em parte de uma

circunferéncia unitaria com centro na origem (veja figura 2.7).

Temos como objetivo temporario obter todo o semiplano superior
com a parte da fronteira que corresponde a fronteira da regido inicial do plano
z sobre o segmento [-1, 1] do eixo real, entdo rotacionamos e reduzimos todos

2/3

os angulos da regido do plagocom a fungaoz; = (-z;)" " e obtemos o

semiplano superior sem o circulo unitario superior no affigura 2.8.).

N

o

_

.
0y

_

e

=

\

1

Figura 2.7 Figura 2.8

Agora, usamos a fungéo de Jukowski,= %(26 + i) , para trans-

formar a semicircunferencia daregido do planoo segmento [-1,1] do eixo
real e, assim, obtemos todo semiplano superior (figura 2.9); mas, ainda, temos
que arrumar a fronteira desta regido para atingirmos o objetivo temporario.

Antes de tudo, utilizamos a fun¢do homografige 27%1,2 , que transforma,

um pouco, a fronteira da regiao do plan@gura 2.10).

_ o

_

Figura 2.9 Figura 2.10
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Afuncdo linearzg = 7(z +2) —1, também, € utilizada para trans-
formar a fronteira, mais precisamente, para transformar o semiplano superior
no semiplano superior de tal modo que o intervalo [-2, 2/3] passe no
intervalo [-1,1] do eixo real (figura 2.11) e, assim, atingimos nosso objetivo
temporario. Agora, facilmente atingiremos o objetivo principal, basta lembrar-
mos que a funcgéo inversa da fung&o de Jukowski transforma todo plano com
corte ao longo do segmento [-1, 1] do eixo real na parte exterior do circulo
unitario com centro na origem e como na regido do @gmudemos escolher

um ramo regular desta fungéo, a utilizamgs = z, + J(zg)z -1, parachegar
aregido dafigura2.12.

\

=

-1 0 1

Ny
.

Figura 2.11 Figura 2.12

Aregido do plana, é uma regido onde € possivel escolher um ramo
regular da funcéo logaritmicén z = In |z| + i (arg z + 2kr ), onde
Os<argz<2m, Ok Zz . Entdo usamos a fun¢de=In z,, tomandk=0, e
obtemos uma semifaixa horizontal de largarano planoz, (figura 2.13).
Rotacionamos esta semifaixa com a fungéo liweai z,, e chegamos a regiéo
da figura 2.14, que era o0 nosso objetivo. Portanto, a composi¢éo de fungbes
w = g(z) transforma, biunivocamente, a regido auxiliar da figura 2.2 na
semifaixa da figura 2.14.
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Figura 2.13 Figura 2.14

Utilizando o principio de simetria de Riemann-Schwarz podemos
prolongar analiticamente esta composicéo de fungdesy(z) infinitas ve-
zes em relacdo aos cortes auxiliares e obtemos que a regido dada zo plano
(figura 2.1) é transformada, biunivocamente, no semiplano superior dayplano
(figura 2.15).

_

Figura 2.15

3?reqido (figura 3.1)

Consideramos esta regido da figura 3.1, como a unido infinita de
regides (faixas) simétricas em relacdo as ,eta@n On 0 Z . Assim, fazendo
cortes auxiliares, escolhemos uma destas faixas (veja figura 3.2) que comp8em
aregido do plang para construirmos uma fungéo (na forma de composicao de
funcbes) que transforma esta regido (faixa) em outra regido, tal que utilizando o
principio de simetria de Riemann-Schwars obtenhamos o semiplano superior.
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Figura 3.2

Nosso objetivo é transformar, biunivocamente, esta faixa vertical da
figura 3.2, numa semifaixa vertical, tal que a parte da fronteira, que coincide com
a fronteira da regido inicial, passe no intervalo do eixo real. Antes de tudo, na
regido escolhida no plarzdfigura 3.2), fazemos outro corte auxiliar e obtemos
uma semifaixa vertical (veja figura 3.3). Agora, rotacionamos, estendemos e
transladamos esta semifaixa com a fungéo lingari( T /2)z + im e
chegamos a regido do plandfigura 3.4).

@ ©

Yy

L
T
%: i THT
2i M [l >
Z =
Rt T f= Wity T
o § g
2 | e A
TR

Figura 3.3 Figura 3.4

A regiéo que obtemos no plapcé uma regido de univaléncia da
funcdo exponencia, assim, a proxima fungéo que utilizaremog,é= et
desta forma, chegamos a regido da figura 3.5. Utilizamos a funcéo de Jukowski,
= % (22 + z%) para transformar a semicircunferéncia unitaria com centro na

origem do plana, no segmento [-1,1] do eixo real do plan(figura 3.6).
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Para atingirmos nosso objetivo, temos que obter o semiplano supe-
rior com a parte da fronteira que corresponde a fronteira da regiéo inicial sobre
0 segmento [-1,1] do eixo real e as partes da fronteira que correspondem aos
dois primeiros cortes auxiliares separadas por este segmento. Para isso, primei-
ramente, usamos a fungge z.> + sh? ( 17/2) e obtemos a regiéo do plaro
(figura 3.7). Nesta regido (todo plano com corte ao longo do segmet®]0,

do eixo real) é possivel escolher um ramo regular da fudc}é,@ntéo utiliza-

mos z; = 1/24 e chegamos ao semiplano superior na figura 3.8.

_Jehn Of  sh@Es) chiw

Figura 3.7 Figura 3.8

Agora, usamos o principio de simetria de Riemann-Schwarz e pro-
longamos analiticamente a fungé@o (composicéo de fungsesj(z) através
do segmento [sh£/2), ch (71/2)] do eixo real, que corresponde ao Ultimo
corte auxiliar feito no plang e, assim, obtemos no planema regidao que €
todo plano com cortes ao longo do segmet®, sh(772)] 0 [ch (172), + o)
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do eixo real (figura 3.9). Desta forma, a fungge g(z) transforma, de modo
biunivoco, a regido da figura 3.2 na regido da figura 3.9. Depois, usamos a

~ e _ Zz—ch(mt/2) .
funcdo homogréficag = Z—snnrz) Para transformar, um pouco, a fronteira

desta regido do plarme chegamos a regido do plapdfigura 3.10).

\\\\\

_ N chr +eh(m /2)
= Jehn+shin /2)
Figura 3.9 Figura 3.10

No planoz, temos uma regido onde é possivel escolher um ramo

regular da fungéq/_, entdo utilizamog, = ,/z, e chegamos ao semiplano

superior no plana, (figura 3.11). Para obter o semiplano superior com a parte
da fronteira que corresponde a fronteira da regido inicial sobre o segmento
[-1,1], teremos, ainda, que separar as partes da fronteira, da regido do, plano

. . a1
que correspondem aos cortes auxiliares; para isso usamos a #grie40_;

e obtemos a regido da figura 3.12.

\

Figura 3.11 Figura 3.12
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Depois, com a funcéo linedy = (Zg + J%_llv\(l,z)ﬂf(\/;_l))‘l ob-
temos o semiplano superior com a parte da fronteira que corresponde a frontei-
ra da regido inicial (do plar®ao longo do segmento [-1, 1] do eixo real (veja
figura 3.13). Agora, para atingirmos nosso objetivo é s6 seguir a seqiiéncias de
transformagdes que foi utilizada para transformar a regido doz)dfigura
2.12) naregiéo do plane(figura 2.14), da segunda transformacéo apresenta-

da, ou seja, utilizamos a fungéo de Jukowgski= z, + 1l(zg)2 -1 e chegamos

aregido dafigura 3.14.

_ | o

/

_ N

Figura 3.13 Figura 3.14

Depois escolhemos um ramo regular da funcéo logaritmica, tomando
k=0, e a usamog,, =Inz, parachegararegido dafigura 3.15. Rotacionamos
aregiao do plang, com a funcéo lineav=iz, e obtemos a semifaixa vertical
(figura 3.16), que era o0 NOsso objetivo. Portanto, a composicdo de fungBes
w = h(z)transforma, biunivocamente, a regido da figura 3.2 na regiao da figura
316

@

W

o
3

Figura 3.15 Figura 3.16
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Usando o principio da simetria de Riemann-Schwarz, podemos pro-
longar analiticamente esta fungéie= h(z) (composicéo de fungdes) infinitas
vezes, de acordo com os cortes que foram feitos no plano z. Portanto, transfor-
mamos, biunivocamente, a regido dada no pigffigura 3.1) no semiplano
superior do planw (figura 3.17).

_
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Figura 3.17
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