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Resumo
Este trabalho tem por objetivo resolver analiticamente a equa-

ção de advecção-difusão tridimensional estacionária. Para atingir este
objetivo a transformada integral é aplicada na variável y de forma a recair
num problema bidimensional cuja solução é conhecida e obtida pela téc-
nica GILTT associada com a transformada de Laplace.

1. Introdução
Nas ultimas décadas, métodos híbridos e analíticos têm resolvi-

do, a contento, modelos matemáticos que representam satisfatoriamente
os problemas em Física-Matemática, especiûcamente na Transferência de
Calor e Massa, na Teoria do Transporte de Partículas Neutras e na Dis-
persão de Poluentes na Camada Limite Atmosférica (CLA).

Recentemente surgiu na literatura uma solução totalmente ana-
lítica da equação de advecção-difusão uni e bidimensional dependente
do tempo para simulação da dispersão de poluentes na Camada Limite
Atmosférica combinando a Transformada de Laplace e o método GILTT
(Generalized Integral Laplace Transform Technique).

Com o objetivo de resolver analiticamente a equação de advecção-
difusão, propõe-se neste trabalho a obtenção da solução para a equação
estacionária. Para atingir este objetivo a transformada integral é aplicada
na variável y de forma a recair num problema bidimensional cuja solução
é conhecida e obtida pela técnica GILTT associada com a transformada
de Laplace (Moreira et al., 2009). Este procedimento conduz a uma equa-
ção matricial transformada e depois a uma equação linear matricial de
segunda ordem, a qual poderá ser resolvida por redução de ordem e
diagonalização matricial.
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Esta solução representa um importante avanço na busca de so-
luções analíticas, sendo válida para qualquer perfil de vento e coeficiente
de difusão variável com a altura.

2. O modelo
A equação de difusão-advecção que modela a dispersão de

poluentes na atmosfera pode ser escrita da seguinte forma:








∂
∂

∂
∂+





∂
∂

∂
∂+







∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z

c

zy

c

yx

c

xz

c
w

y

c
v

x

c
u kkk zyx               (1)

para 0 < z < h, 0 < y < Ly, 0 < x < Lx, sujeita sujeito às condições de
contorno:
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onde h é a altura da Camada Limite Atmosférica, Q é a taxa de emissão
de poluentes, Lx e Ly são distâncias suficientemente grandes nas direções
x e y e δ é a função delta de Dirac.

Na seqüência é apresentada a idéia da solução do problema (1),
pela primeira vez, pelo método GILTT. Para tanto, adotando o mesmo
procedimento utilizado nos problemas bidimensionais apresentados em
Moreira et al. (2009), expandimos a concentração na série
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Lembrando que as autofunções ( ) yyY nn λcos= e

( ) zzZ mm λcos=  são soluções do problema de Sturm-Liouville que apa-

rece nas variáveis y e z com respectivos autovalores 
y

n
L

n πλ =  e 
h

m
m

πλ =

( ),...2,1,0, =mn .

Substituindo esta expansão na equação original e tomando mo-
mentos obtemos uma equação matricial linear de segunda ordem. Apli-
cando as técnicas de redução de ordem e diagonalização, a equação linear
de primeira ordem resultante é resolvida utilizando o método da trans-
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formada de Laplace. Uma vez que o problema transformado é resolvido,
a solução da equação de advecção-difusão é determinada pela expansão
dupla em série mencionada.

Mostrando a existência da solução, o teorema de Cauchy-
Kowalesky garante a unicidade. Para o nosso conhecimento, solução ana-
lítica com coeficientes de difusão e perfil de vento variável não existe na
literatura.

É importante observar que a integração em y da equação de
advecção-difusão tridimensional recai na solução conhecida (Moreira et
al., 2009):
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1. Resultados numéricos e conclusões
Como um exemplo, para uma avaliação inicial do modelo os

dados micrometereológicos do experimento de Copenhagen, coeficien-
tes de difusão da literatura (Degrazia et al., 2002) e perfil de vento po-
tência foram utilizados. Na Figura 1 é apresentado o gráfico de
espalhamento entre os dados medidos experimentalmente e os preditos
pelo modelo ao nível do solo. Podemos observar uma concordância
satisfatória dos resultados obtidos.

Figura 1. Gráfico de espalhamento dos dados observados experimentalmente de
concentração (Co) em comparação com os resultados de concentração do modelo (Cp).
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Acreditamos que o objetivo do presente trabalho foi atingido
uma vez que foi possível a generalização da solução GILTT para um
problema de difusão-advecção tridimensional. Devido ao caráter
tridimensional da solucao, esta metodologia torna possível realizar a si-
mulação de dispersão de poluentes na atmosfera de uma forma mais
realística.
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