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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos duas folheac¢des do espaco hiperbolico por superficies minimas. Em cada
uma dessas folheacdes, as folhas sdo todas invariantes pelo fluxo de um campo de Killing. Na primeira,
o campo de Killing é do tipo parabélico, e na segunda, do tipo hiperbélico.
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ABSTRACT

In this work, we present two foliations of the hyperbolic space by minimal surfaces. In each of these
foliations, the leaves are invariant under the flux of a Killing field. In the first, the Killing field is of parabolic
type, and in the second is of hyperbolic type.
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1 INTRODUCAO

O problema de encontrar folhea¢Ges de uma variedade, que, a grosso modo, é
uma maneira de decompd-la em subvariedades disjuntas chamadas de folhas,
movimenta as pesquisas em matematica ha algum tempo. Por exemplo, uma
folheagcdo do R? sdo os planos paralelos {z = t};cr, que sdo disjuntos e sua unido é
todo o R3. Em especial, quando se trata de uma variedade riemanniana, podemos
investigar que propriedades geométricas cada folha da folheagdo possui.

Em R3, o problema de classificar os tipos de folhea¢des por superficies de
curvatura média constante (cmc) foi completamente resolvido por Meeks (1988). O
autor provou que qualquer folheacdo do R? por superficies cmc é uma folheacao por
planos paralelos. Além disso, Sampaio & Silva (2024) provaram que uma folheac¢do do
R™ por superficies cmc €, necessariamente, uma folheagdo por superficies minimas.

Nesse sentido, em se tratando do espag¢o hiperbélico H? (a variedade
riemanniana, simplesmente conexa, de dimensdao 3 e com curvatura seccional
constante igual a —1), Barbosa et al. (1987) provam que se uma folheagcdo do H? é
constituida por folhas com curvatura média constante H satisfazendo H > 1, entdo as
folhas sao horoesferas.

Dizemos que uma superficie S é invariante pela acdo de um grupo G se G(S) =
S. Mostra-se que os campos de Killing de uma variedade estao relacionados com as
superficies invariantes por um subgrupo do grupo das isometrias dessa variedade, pois
a cada campo de Killing definido numa variedade completa M, € possivel associar um
grupo G agindo em M. No caso do H?, os tipos de campos de Killing sdo conhecidos.
Fornari & Ripoll (2004) apresentam uma prova da classificacdo dos campos de Killing, a
menos de conjugacao, em 4 tipos: rotacionais, parabdlicos, hiperbolicos e helicoidais.

Neste trabalho, estamos interessados em folheacSes do H?® por superficies
minimas, ou seja, que tém curvatura média constante H igual a zero, e que sao
invariantes pela acdo de um subgrupo a 1-parametro do grupo de isometrias do H3.
Mais precisamente, estamos interessados no caso em que a acao do subgrupo é
oriunda de um campo de Killing que € ou parabdlico ou hiperbdlico. Assim, provamos

(O seguintes teoremas.

Teorema 1.1. Seja X um campo de Killing parabdlico em H3. Seja G o subgrupo a

1-paré@metro de Iso(H?) associado a X. Entdo, dada uma totalmente geodésica H* C H?
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ortogonal a X, existe uma familia a 1-pardmetro de superficies minimas mergulhadas em

H? que sdo perpendiculares a H?, s@o invariantes pela agéo de G e folheiam H?.

Teorema 1.2. Seja Y um campo de Killing hiperbdlico em H?. Seja G o subgrupo a
1-pardmetro de Iso(H?) associado a Y. Entdo, dada uma totalmente geodésica H* C H?
ortogonal a Y, existe uma familia a 1-parGmetro de superficies minimas mergulhadas em

H? que sdo perpendiculares a H?, s@o invariantes pela agéo de G e folheiam H?>.

Neste trabalho, as superficies que provamos que folheiam o H?® sdo conhecidas,
a sua existéncia foi provada no artigo de Carmo & Dajczer (1983). No entanto, o fato
de folhearem o espaco ndo havia sido provado naquele momento. Além disso,
apresentamos uma maneira distinta da que foi feita por Carmo & Dajczer (1983) para
a obtencdo dessas superficies. Enquanto eles utilizaram o modelo do hiperboloide
para H3, n6s utilizamos o modelo do semiespaco superior.

No que segue, abordaremos com um pouco mais de detalhes o que é necessario

para chegar ao Teorema 1.1 e ao Teorema 1.2.

2 CAMPOS DE KILLING E ISOMETRIAS ASSOCIADAS

Considere M uma variedade riemanniana e X um campo de vetores em M. Eum
fato conhecido da teoria das equacdes diferenciais ordinarias que dado p € M, existem
U C M vizinhancadepe ¢ : (—¢,¢) x U — M uma aplicacao diferenciavel tais que, para
todo g € U, acurvat — ¢(t,q) =: ¢:(q) é a trajetéria de X passando por gemt¢ = 0. A

familia {¢; }1c(_.-) € chamada de fluxo.

Definicao 2.1. Dizemos que X é um campo de Killing se, para todo t, € (—¢,¢) a aplica¢éo

by, : U C M — M é uma isometria.

Note que, ndo necessariamente, o fluxo esta definido para todo ¢. No entanto,
pode-se mostrar que, quando a variedade é completa, o fluxo fica definido para todo ¢.
Além disso, um calculo direto mostra que ¢;(¢5(q)) = ¢u+(q). Assim, se considerarmos
M uma variedade completa e (R, +) o grupo aditivo, podemos definir uma aplicacao
F : (R,+) — (Iso(M),o) por F(t) = ¢;. Com isso, a aplicacdo F € um homomorfismo
de grupos. Logo, o conjunto {¢;;t € R} forma um subgrupo a 1-parametro do grupo
Iso(M). Ainda, como cada campo de Killing X associa uma tal aplicagdo F' como acima,

podemos nos referir a {¢; };ck COMo 0 subgrupo a 1-parametro associado a X.
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Agora, o desenvolvimento feito acima pode ser feito em H?, ja que esta é uma
variedade completa. Mais ainda, existe uma classificacdo dos campos de Killing em H?,
a menos de conjugacdo, em 4 tipos: rotacionais, parabdlicos, hiperbdlicos e helicoidais.
Para uma prova dessa classificacdo, ver Fornari & Ripoll (2004). Com isso, podemos
investigar quando uma determinada superficie é invariante pela acdo de um desses
subgrupos.

Além de apresentar as familias de superficies minimas invariantes pelos grupos
associados aos campos de Killing parabdlico e hiperbdlico, também mostramos que tais

familias produzem uma folheacdo do espaco hiperbdlico.

3 SUPERFICIES INVARIANTES

Definicdo 3.1. Seja = uma superficie em H3. Dizemos que Y. é uma superficie parabdlica
(hiperbdlica) se ela é invariante pela acéo de G, onde G é o subgrupo a 1-pardmetro de
isometrias associado ao campo de Killing parabdlico (hiperbdlico).

As superficies minimas invariantes foram calculadas utilizando o modelo do
semiespaco superior para H?, isto &, H* := {(z,y,2) € R%*2 > 0} com a métrica

riemanniana:
o dx® +dy? +dz?
— — )

ds

Sejam N C H? uma totalmente geodésica e X um campo de Killing ortogonal a N.
Dada o« uma curva em N, com |o/| = 1, e seja ¥ a superficie gerada pelo fluxo associado
a X atraves dos pontos de a. Assim, 3 € minima se e somente se sua curvatura média

H for igual a zero. Logo, temos:

“2H = (Va7 + <V|§<‘|W’"> _0, )

onde n é ortogonala X e |n| = 1.
No que segue, vamos investigar essa equa¢do em coordenadas, para 0s casos em

que X é parabdlico ou hiperbdlico.
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3.1 Superficies minimas parabdlicas

Seja {(x,y,2) € H? ; y = 0} =: H* C H? uma totalmente geodésica. Observe que
o campo de vetores X definido por X(p) := ag(p) € um campo de Killing parabdlico em
H3. !

Suponha que a(t) = (z(t),0, z(t)). Assim, se |a/| = 1V¢ € R, temos que a equagao

(1) em coordenadas, leva ao sistema:

(22— 2"2 )z — 2222 =0

(2)

le + 2/2 — z2‘

Portanto, se tivermos fun¢bes = : R — R e 2 : R — R* que satisfazem o sistema (2),

entdo podemos construir uma superficie minima parabdlica X a partir de a.

Proposicao 3.2. Dada uma totalmente geodésica H?> C M?®, existe uma familia a

1-pardmetro de superficies minimas parabdlicas {3 }1~o tal que ¥, é ortogonal a H>.

Prova.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, H? := H? N {y = 0}. Defina um

aplicacao wuy por:

up RxR — H3
1

1 t 3
(s,t) — <ﬁ/0 (sech(2v)) dv,s,\/E(sech(Qt))

[NIES

).

Seja X, aimagem de u;. Observe que, se s = 0 entdo ¢t — u(0,¢) € uma curva em H? C H?

que satisfaz o sistema (2). Portanto, X, € uma superficie minima parabdlica.

Agora, como temos explicitamente a parametrizacdo para X;, podemos mostrar

essa superficie em H3.
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Figura 1 - Superficie minima parabdlica ©

H2

HS

Fonte: autores (2025)

Lema 3.3. A familia de curvas {ay } x>0, onde ay(t) := uy(0,t) € ux € como na Proposicdo 3.2,
folheia H2.

Prova.

Defina a aplicagdo F : R x (0, +o0) — R x (0, 4+00) por:

).

Tudo o que precisamos fazer € mostrar que F € um difeomorfismo global.

3
2

F(t k) = (%/0 (sech(2v)) dv,%(sech(%))

N|—=

Fazendo isso, para cada k, t — F(t,k) € uma folha da folheacdo, o que significa que F
folheia H2.

Defina a curva Fi(t) = F(t,1). Com isso, para cada kg € (0,+0), Fy,(t) € uma
homotetia da curva Fy(¢t). Dado p € H?, considere a reta que conecta p com a origem.
Esta reta deve tocar a curva Fi(t) em algum ponto p’. Portanto, podemos escolher a
homotetia que leva p’ a p. Assim, temos uma curva da familia passando pelo ponto p.
Portanto, F' € uma aplicagao sobrejetiva.

Observe que F é diferenciavel. Entao, para mostrar que F é um difeomorfismo
global, vamos provar det (DF(t,k)) # 0 para cada k e t no dominio. De fato, podemos
calcular DF(t, k):

s

- (sech(2t))

—L (sech(2v))%dv
DF(t,k) = N A

————— tanh(2t) —ﬁ (sech(2t))

Nl
[NIES

\/E( sech(2t))
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Segue que

3
2

[ NI

det (DF(t, k)) = L (( sech(2t))

oF tanh(2t)/0 (sech(2v))

dv + (sech(?t))Q) :
Portanto, det (DF(t, k)) > 0 para cada k e ¢ no dominio.

Assim, o Lema 3.3 prova que podemos folhear o H?. Ja que cada %;, esta associado

a uma Unica curva desta familia, podemos obter uma folheacdo do H®.
Proposicao 3.4. A familia {3} },~o dada por 3.2 folheia o H?.

Prova.Seja J : RxRx (0, +00) — RxRx (0, +00) aaplicagdo dada por J(s, t, k) = (s, F(t,k)),
onde F é aquela obtida no Lema 3.3. Entdo, J é um difeomorfismo global. Portanto,
{31} x>0 folheia H3.

Com isso, acabamos de provar o Teorema 1.1 enunciado na introducdo.
3.2 Superficies minimas hiperbélicas

Aqui, para obter superficies invariantes, usamos as coordenadas esféricas em H?,

dadas por:
»(0,¢p,1) = (rcos¢sind, rsin¢sinb, rcosb),

com@ € (0,7/2), ¢ € (—7/2,7/2) e r > 0. Agora, observe que para cada r fixo temos
uma totalmente geodésica, H? C H3. Além disso, tal H? é ortogonal ao campo de Killing
hiperbdlico Y dado por Y (p) = p. Entdo, fixamos r = 1.

Queremos encontrar uma curva o : R — H?, que em coordenadas é dada por
a(t) = (cos¢(t)sinf(t),sin¢(t)sind(t),cosd(t)) tal que o fluxo de Y através de cada um
dos seus pontos gere uma superficie minima ¥ C H?. Assim, escrevendo a equacdo (1)
nessas coordenadas, obtemos o seguinte sistema de EDO's:

(0"¢' — ¢"0") sin(0) — ¢ cos(0) (0™ + sin*(0) +1) =0

3)
0% + ¢ sin?(0) = cos?(0)

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, 90697, 2025



8 | Folheag¢des do espaco hiperbdlico H? por...

E conveniente apresentar uma versdo mais simples do sistema (3). Para isso,
calculamos a derivada da segunda linha em relacdo a ¢t e entdo usamos isso na

primeira linha para obter:

90k (1) = k cot? 0 (t) cos Oy,(t)

4)

% (1) = cos Ox(t) /1 — k2 cot? O (t) cos? O, (2).

Proposicao 3.5. Dada uma totalmente geodésica H?> C M?®, existe uma familia a

1-pardmetro de superficies minimas hiperbdlicas {3, }1~o tal que ¥, é ortogonal a H2.

Prova.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, H? := Im<¢|r:1>. Defina uma

aplicacao uy; por:

up : (0,+00) x R — M

(s,t) +— (scosdy(t)sinby(t), ssin ¢y (t) sin Oy (), s cos Ox(t)),

onde

. Zk<t) —1
0k (t) = arctan ( T)

ou(t) = / o 26v2 és

— 1) Zk(S) + 1

com z(t) = V4k? + 1 cosh(2t). Seja ), a imagem de u,. Observe que se s = 1 entdo uy(1,¢)
é uma curva em H? c H? com as fun¢8es 6, e ¢, satisfazendo o sistema (3). Portanto, &,

é uma superficie minima hiperbodlica.

Observacao 3.6. Na prova da Proposicdo 3.5, nés escolhemos uma geodésica v em H?, onde
todas as curvas t — u(1,t) sdo ortogonais. Tal familia de curvas é simétrica com relacéo a

essa geodeésica, ver Figura 2

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, 90697, 2025
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Figura 2 - Curva geratriz u,(t) e geodésica v

]H[3

Fonte: autores (2025)

Lema 3.7. A familia de curvas {ay}r~o Onde o« é definida pelas curvas t — wuy(1,t) (como

na Proposicdo 3.5), folheia o H? N {z > 0}.

Demonstragdo. Defina uma aplicacdo H por:

H:(0,400) x [0,40) — (0,7/2) x [0,7/2)
(k1) = (Ok(), o (1)),

onde 6, (t) e ¢x(t) sdo aquelas da Proposicdo 3.5. Pela observacdo 3.6, podemos olhar
somente pro caso t > 0, pois a curva ay, para todo k, & simétrica em relacdo a geodésica
que corta cada o, em ¢ = 0. Além disso, se H for um difeomorfismo global, podemos
compor H com a parametrizacdo ¢|,—; para obter uma nova parametrizacdo de H? N
{z > 0}. Assim, a parametrizacao (z/;\rzl o H) mapeia, para cada k, uma curva (ou folha)
da folheacdo. Portanto, para provar esse Lema, s6 precisamos mostrar que H € um
difeomorfismo global.

Observe que, se fixarmos kg, t — 6, (t) € uma funcdo crescente. Da mesma
forma, se fixarmos ¢, k& — 6;(ty) também é uma funcdo crescente. Além disso,
t — ¢y, (t) também é crescente. Portanto, se provarmos que k — ¢ (to) € uma funcao
decrescente, entdao H € injetiva por monotocidade. Antes de fazermos isso, observe

lim 6x(t)=0e tliglo O (t) = g Portanto, se provarmos ’lg(l) or(to) = g e klg]go or(to) =0

(k,t)—(0,0)
também provamos que H € sobrejetiva. O que passamos a fazer a partir de agora.
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Observe que

O _ [T 2kv/2 s
o = /Oak(uk(s)—l) zk<s>+1>d

_ /t cosh? 2s — 1 — 2k? cosh? 2s — \/% cosh 2s i )

3

0 (VAE® + 1cosh2s — 1)*(VARZ + L cosh2s + 1) 2

, , : 0
Assim, vemos que se k > \/75 o numerador em (5) é negativo. Logo, %(t) < 0 para

k> Y2 et > 0. Consequentemente, ¢, é uma funcdo decrescente para k > “2. A
partir de agora, vamos estudar com cuidado a funcao ¢, para concluir que ¢, também
é decrescente para k < */75

Primeiro, observe que podemos obter, para cada 6 € (0,7/2) fixo, uma funcdo ¢(6).
Para isso, basta isolar t na funcdo 6,(t). Ainda, defina ¢, (t) = ¢,(0), onde ¢(0) := ¢, (t(0)).

Com isso, afirmamos que podemos definir o seguinte:

0 2
kcot® s
¢k(8):/ S 5 ds.
0,.(0) V1 — k2 cot? s cos? s

De fato, note que:

doi _ oy by

dt — de, dt- (6)

Agora, do sistema (4) temos:

db
d—tk(t) = cos Oy (t) \/1 — k2 cot? 0, (t) cos? Ot),

0 que é sempre positivo. Entdo,

do; ! 1
=@y
@)

Logo, podemos usar isso em (6) para obter:

k cot? 6
Or) = ‘ (7)
V1 — k2 cot? 0, cos? 0,

0 2
— k cot® s

¢k(0) = / 3 3 d87
0,(0) V1 — k2 cot? s cos? s

Aoy
dby,
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ja que ¢ (0,(0)) = 0. De agora em diante, denotaremos ¢,(6) := ¢,(0). Observe que,

™ . . g ~ ™ . ,
quando 6 — 5 temos que t(f) — oo. Para simplificar a nota¢do, vamos usar 5 @oinves

de lim ¢(6).
0—m/2
Note que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, podemos escrever:
T 2 kcot? s
0) = — —/ ds. 8
P () ¢k(2> o V1—k2cot?scos?s (®)

Observe que, para§ € <0k(0), g), temos

Ok

0 ( k cot? s ) cot? s(\/l — k? cot®s cos? s) + 2k? cot® s -0

V1 —k2cot? scos? s (1 — k2 cot? s cos? 8)%

Assim, a segunda parcela de (8) é decrescente em k para todo & > 0. Logo, se

, 2
mostrarmos que ¢k<g) é decrescente em k para k < \/7_ teremos, por (5) e (8), que ¢
é decrescente em k para todo k € (0, +00).

Primeiro, observe que ¢,(¢) = 0 quando ¢t = 0. Assim, podemos reescrever (8)

como

2 k cot?
¢k<g> :/ 2CO 28 = ds.
0,(0) V1 — k2 cot?s cos? s

. . . —1
Vamos analisar ¢, (g) Defina 5 = v4k% + 1. Assim, 6,(0) = arctan (y/ﬁ—). Agora,

2

L 1 .
vamos fazer a mudanca de variaveis v = 4/ 6; cos s. Assim, quando s = 7/2, v = 0;
quando s = 6,(0), v = 1. Temos:

st(E) :/ kcot?s s
2 o V1—Fk2cot?scos?s

ey 5 .
2 0 (%—02>\/ﬂ+1—202—(5—1)v4 .

INE]

(9)

Vamos usar o Teorema dos Residuos para resolver a integral (9). Defina FF: C —+ C e
G : C\{vg, —vo} — C por:

Fv)=+/f+1—202—(f—1)vt

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, 90697, 2025
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1 ~ 1 , ,

onde vy = \/ﬁ%. Como a fungao NG z € C, € holomorfa em C\R™", temos que G sera
z

holomorfa desde que F(v) ¢ R*. Assim, vamos encontrar um dominio tal que F(v) ¢ R*.

Primeiro, vamos determinar quando F(v) € R*. Seja v = a + bi, segue que:

F(v) = (B+1)=2(a® =) = (8- 1)((a® = °)* — 4ab*) +
— (4ab+ (B — 1)4ab(a® — b%))i.

Assim, F(v) € um nUmero real puro quandoa = 0,b =00ou 1+ (38 —1)(a*—b?) = 0. Vamos

analisar cada caso para saber quando ele é um real puro e positivo.

1. Casoa=0:sea =0, entao
Re(F(v)) = B+ 1+ 20> — (8 — 1)b*.

. B+1 B+1
Assim, Re(F(v)) > 0 quando — 51 <bh< o1

2. Casob=0:seb=0, entao
Re(F(v)) =B8+1—2d"— (8 —1)a".
Assim, Re(F(v)) > 0quando —1 <a < 1.
3. Caso 1+ (B —1)(a* —b*) = 0 : nesse caso, podemos reescrevé-lo como
gl (10)

Assim, Re(F(v)) > 0 na regido limitada pelos ramos da hipérbole descrita pela

equacao (10).

Dados ¢ > 0 suficientemente pequeno e R > 0 suficientemente grande, vamos definir
por 7..r 0 bordo do dominio que contém o polo vy, onde 7. g := S. g U H;R UH_pUVFU

V-uUO0fuoZ, com

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, 90697, 2025
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* S.r €um arco de circunferéncia centrado na origem;

« H7 sdoramos de uma hipérbole cujo ponto de intersec¢do com o eixo imaginario

g,

dista ¢ da interserc¢do da hipérbole v* — a* = com 0 Mesmo eixo;

51

« V.t~ sdo segmentos verticais que distam ¢ do eixo imaginario;

* OF~ sdo segmentos horizontais que distam ¢ do eixo real.

Figura 3 - Curva . r

Fonte: autores (2025)

Pelo Teorema dos Residuos, temos:

/%RG(U)dU = Res(G,v)

= 2mi lim (v — vy)G(v)

v—U0
2
= 2mi lim Y
v=0 (0 + vg)y/ F(v)
2
= L (11)
p%—1
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Observe que

lim Gv)dv = lim G(v)dv +/ G(v)dv +/ G(v)dv —i—/ G(v)dv
e—0 e—0 ot o- v+ _
R—oo0 Y Ve,R R—o00 € € € e
+ / G(v)dv + / G(v)dv + / G(v)dv (12)
HYp H, g Se,r

Vamos analisar cada uma das integrais da equacgdo (12). Note que

/V; G(v)dv = /V;r G(v)dv,

ondewv =a+biev =a—0bi. Mas quando ¢ — 0, Re(v) — 0. Consequentemente, dv = —dv

e G(v) = G(v), ja que as poténcias de v sao de expoentes pares. Logo,

lim </V G(v)dv + /V; G(v)dv) = lim (- /v; G(v)dv + /v; G(v)dv) =0 (13)

Agora, observe que quando ¢ — 0, temos

lig(l) </H G(v)dv#—/HZR G(v)dv) = /Hj;uH,; G(v)dv (14)

e, R

1
llg(l) </O; G("U)OZU—I—/O;r G(v)dv) = /0 G(v)dv, (15)
ja que /O_

R — oo. De fato, seja v = Re? em S. z, onde —0. zr < 0 < 0. . Assim, dv = Rie?. Ainda,

G(v)dv = —/ G(v)dv. Agora, vamos mostrar que / G(v)dv — 0, quando
ot Se.r

como o denominador de G(v) é da ordem 4 e o numerador é da ordem 2, temos que
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onde C' é uma constante. Finalmente,

Oc,
/ G(v)dv| < / R\G(Re“’)HRie”}de
SE,R -

&,R
es,R
< ¢ / g < ¢
R _es,R

Logo, quando R — oo, temos que / G(v)dv — 0. Agora, podemos substituir (13), (14)
SS,R

e (15) em (12) para obter:

1
lim G@MUZQ/‘G@MU+/ G(v)dv.
0 HILUHX

e—0
R—oc0 Y Ve,R

Ainda, usando (9) e (11), temos:

I%i__lﬁo - Gv)dv = 2/01G(v)dv—|—/H+UH G(v)dv.
™2 4 T
-1 WW¢k<_>+/H+UH Glody
2
an(Z) + Y] . (16)

H+uH—

T
2
Agora, lembramos que 5 = v4k? + 1. Logo, da igualdade (16), temos que se

5\/_\/627

H+UH—

for uma fungdo crescente para 8 < (1,v/3), temos que qﬁk<z) é decrescente para

2
ke(ﬁ V2

0, 7) Como, da equacdo (5), ¢, é decrescente para k > > e parat > 0, teremos
que ¢ € decrescente em k para k > 0. Vamos analisar o crescimento da funcdo

/ 32
V2 ﬁ v)dv para € (1,4/3). Para isso, vamos fazer uma mudanca de

H*uH*

variaveis. Observe que HZ é o ramo da hipérbole a* — b* =

11,ondea>0eb>0;

, " 1 .
HZ é o ramo da hipérbole a*> — #* = T ondea > 0 eb < 0. Assim, temos que

1 1
b= ,/a2+j para a curva H;eb:—,/a2+m para acurva H . Como v = a + bi,

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, 90697, 2025
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temos que

v=a-+4/a®+

emHT e

em H_ . Disso, segue que

Im(/ G(a + a2+;><1+Li>da>+
HE f-1 @+ g
1 a )
+ Im(/ G(a— a2+—><1——z>da>20.
o 6_1 a2+ﬁ

Assim, obtemos que:

2Re (‘[VW )—2\/'\/5+ /m%da (17)

H;UH*
onde
A = B 4+1+84B—1)?+2d*(B*+3)(B—1);
= (B> +1)?+16a*(8 — 1)* + 16a*(B — 1);
C = VB2+4a4(B—1)2+4a2(f - 1).
Como %(%) > 0 para 8 € (1,v/3), temos, por (17), que ~——¥——— V2 — ﬁQ o G(v)dv €

crescente para 3 € (1,/3). Observe que, como existe ¢t = 0 tal que ¢,(0) =0 e gzﬁk(g) é

decrescente em k, temos que

ma(5) =0
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Finalmente, quando 5 — 1, temos que k£ — 0. Assim, tomando o limite 5 — 1 na
equacao (16), temos que qﬁk(g) — g Isso conclui que H é uma bijecdo. Para mostrar
que H € um difeomorfismo, vamos analisar a sua diferencial, o que passamos a fazer.

Podemos obter, derivando as fungdes 6, (¢) e ¢, (t) em relacdo a t e k, as seguintes

expressoes:
%(k by = 4k cosh 2t
Ok () + D)VARZ +1
%(k 5 = 2v/4k? + 1sinh 2t
ot 2u(t) + 1
Dby o 2k/2 .
W(k’ 0= ok (/o (zi(s) — 1)v/21(s) + 1d8> = Jk0)
k) = 2
ot (Zk(t) — 1) Zk(t) +1

Podemos, entao, calcular o determinante do diferencial de H. Observe que:

4k cosh 2t 2v/4k? 41 sinh 2t
z VAak2+1 2 (t)+1
DH(]C, t) — (2 (t)+1)
f(k, 1) 22

(26 ()=1)4/ 2k (£)+1
Temos que:

8k2\/2 cosh 2t/z, + 1 — 2(4k% 4 1) sinh 2¢(27 — 1) f(k, t)
(22 — D)VAK? + (2 + 1)

det (DH(k,t)) =

Observe que

8k%v/2 cosh 2t\/zx + 1 > 0

2(4k* +1)sinh 2t(z; — 1) > 0

para todo k e ¢ no dominio. Logo, se f(k,t) < 0, temos que det (DH (k,t)) > 0 para todo
(k,t)nodominio. Note que, para que f seja negativa, € suficiente que ¢, seja decrescente
em k. Mas, para mostrar que H é bijecdo, mostramos que ¢, é decrescente em k. Logo,

H é um difeomorfismo.
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Note que o Lema 3.7 garante a folheacdo de H? n {z > 0}. Mas, por simetria
do H?, podemos associar cada curva a; @ uma curva a_g, onde esta é a curva simétrica
com relacdo ao plano {z = 0}. Além disso, considere para k& = 0 a superficie >, como
sendo a totalmente geodésica {z = 0}. Assim, temos que a familia {3;}x>o definida
na Proposicdo 3.5 estendida para k € R folheia o H*. De fato, considere a aplicacdo
J(s,k,t) = (s,H(k,t)), onde H é aquela obtida no Lema 3.7. Com isso, concluimos a
prova do Teorema 1.2 enunciado anteriormente.

Com a parametrizacdo das superficies, podemos utilizar o software GeoGebra

para esbocgar a superficie .

Figura 4 - Superficie minima hiperbdlica &

Fonte: autores (2025)
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