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boundary conditions, orthogonality and external force
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a teoria de vigas Euler-Bernoulli, também conhecida como teoria classica,
para uma viga sobre fundacdo elastica e com as condi¢des de contorno nao-classicas. O nosso objetivo
é ampliar a classe de problemas que usa a teoria da solu¢do fundamental para obter a equacgdo
caracteristica, as frequéncias naturais, os modos de vibracdo e a resposta forcada de problemas que
envolvem vibra¢des. Como o problema considerado é ndo-classico, devido as condicdes de contorno
consideradas, € necessario obter uma condi¢do de ortogonalidade que envolve a massa anexada no
extremo da viga para desacoplar as equacgdes e escrever a resposta forcada.

Palavras-chave: Analise modal; Condi¢cdes de contorno ndo-classicas; Forca externa; Fundacdo elastica;
Ortogonalidade; Solucdo fundamental; Viga Euler-Bernoulli

ABSTRACT

In this work we present the Euler-Bernoulli beam theory, also known as classical theory, for a beam on
an elastic foundation and with non-classical boundary conditions. Our objective is to expand the class of
problems that use fundamental solution theory to obtain the characteristic equation, natural
frequencies, modes of vibration and the forced response of problems involving vibrations. As the
problem considered is non-classical, due to the boundary conditions considered, it is necessary to
obtain an orthogonality condition that involves the mass attached to the end of the beam to decouple
the equations and write the forced response.

Keywords: Modal analysis; Non-classical boundary conditions; External force; Elastic foundation;
Orthogonality; Fundamental solution; Euler-Bernoulli beam
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1 INTRODUCAO

A teoria da viga de Euler-Bernoulli € de fundamental importancia em engenharia
estrutural e mecanica das estruturas e é amplamente utilizada para analisar o
comportamento de vigas submetidas a cargas externas. Neste trabalho, utilizamos
esta teoria para estimar o comportamento dinamico de uma viga Euler-Bernoulli sobre
fundacdo elastica, com condi¢bes de contorno nao-classicas e sob o efeito de uma
forca externa. Esta teoria a aplicavel em uma variedade de campos, desde a
construcdo de edificios, analise de estruturas do solo, como trilhos ferroviarios,
pavimentos, lajes, até a fabricacdo de pecas mecanicas, (Basu and Rao, 2012). O
problema considerado neste trabalho € caracterizado como ndo-classico devido as
condicbes de contorno consideradas, que diferem daquelas geralmente utilizadas,
como por exemplo apoios fixos, livres ou simplesmente apoiados. Em particular,
consideramos uma viga sobre fundacdo elastica fixa em uma extremidade e na outra
extremidade estdao anexados um elemento de massa e uma mola na conexao entre a
viga e 0 apoio.

Determinar a resposta forcada €& de extrema importancia para garantir a
estabilidade do sistema. Aqui, ela é escrita em termos da solu¢dao fundamental e da
forca externa. Para obter a solucdo fundamental de um problema com condicdes de
contorno nao-classicas, escrevemos a solucdo em termos dos modos de vibragao e de
uma funcdo que depende do tempo. Os modos de vibracdo sao obtidos através da
analise modal, que gera uma equac¢do caracteristica associada ao problema cuja
solucdo sao as frequéncias naturais. Para determinar a funcao que depende do tempo,
é preciso desacoplar as equagdes. Para isto, precisamos determinar uma relacao de
ortogonalidade entre os modos de vibracdao da viga sobre fundacdo elastica e com
condi¢des de contorno ndo-classicas. A relacdo de ortogonalidade obtida envolve a
massa anexada em um dos extremos da viga, (Petermann, 2023).

Realizamos simulacdes para obtermos as frequéncias naturais, os modos de
vibracdo e a resposta forcada. As frequéncias naturais e os modos de vibracdo foram
comparados para K = Ky, para diversos valores da fundacao elastica k;. Observamos

o efeito da forca externa aplicada em quatro pontos da viga.
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2 VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDACAO ELASTICA

A teoria de Euler-Bernoulli, ou teoria classica de vigas, descreve o movimento
transevrsal destas estruturas, negligenciando os efeitos de inércia rotacional e
deformacado por cisalhamento, por meio de uma equacdo diferencial parcial de quarta
ordem. A equacdo da viga Euler-Bernoulli uniforme, sobre uma fundacdo elastica e

com forga externa é dada por (Rao, 2007)

4 2

0 0
E]@w(t, x) + pAﬁw(t,x) + krw(t,z) = f(t, x), (1)

onde E é o Modulo de Elasticidade de Young, I € o momento de inércia, EI é a rigidez
de flexao, p € a densidade linear de massa, A é a area da secdo transversal da viga, pA é
a constante de massa por unidade de comprimento, k; € o mddulo de fundacdo elastica,
f(t,z) é a forca externa aplicada a viga, w(t, z) € o deslocamento da viga no instante ¢t e
na posicdo z, t & a unidade temporal, t > 0, € a unidade espacial, 0 <z < Le Léo
comprimento da viga.

As condi¢Bes de contorno para uma viga Euler-Bernoulli sdo determinadas a
partir de w(t,z) que indica o deslocamento da viga; Zw(t,z) 0 giro; EIé‘—éw(t,x) 0
momento fletor; e El%w(t, x) a forca de cisalhamento da viga, (Rao, 2007).

Dizemos que a viga Euler-Bernoulli possui condi¢des de contorno classicas
quando dois dos efeitos de deslocamento, giro, momento fletor ou cisalhamento
aplicados em cada uma das extremidades da viga sdo iguais a zero. Dessa forma, vigas
gue combinam duas das extremidades livre, fixa, apoiada ou deslizante, podendo ser
a mesma em ambas extremidades, possuem condi¢des de contorno classicas.

Quando uma viga possui, por exemplo, dispositivos de massa M e de mola K
anexados em um, ou nos dois de seus extremos dizemos que a viga possui condi¢des de
contorno nao-classicas. Ao sofrer um deslocamento transversal e uma inclinagdo, esses
dispositivos exercem uma certa resisténcia equilibrada pela forca de cisalhamento na

extremidade. O momento fletor, neste caso, é zero.

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, e89806, 2025
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Neste trabalho, consideramos uma viga Euler-Bernoulli sobre fundagao elastica,
fixa em xz = 0 e com dispositivos de mola e massa anexados em = = L, conforme a

Figura 1. Assim as condi¢des de contorno sdo

82
w(t,0)=0 e Efﬁw(t, 0)=0 emxz =0, (2)
e
0? 03 0?

Figura 1 - Viga Euler-Bernoulli sobre fundacdo elastica, fixa em uma extremidade e
com dispositivos de massa e mola anexados na outra

Fonte: Autora

3 SOLUCAO FUNDAMENTAL

A solugdo para a equacdao homogénea associada a eq. (1) pode ser encontrada

utilizando o método da analise modal. Supondo uma solu¢do da forma
w(t,z) = MW (z), A= Iuw, (4)

onde I é a unidade imaginaria e w a frequéncia natural. Substituindo a eq. (4) em eq.
(1) resulta uma equacao diferencial ordinaria de quarta ordem, denominada equacao

modal, dada por
EIW®™) (1) + (N2 pA + kp)W (z) = 0, (5)

onde W (x) sdo os modos de vibra¢do associados ao sistema.

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, e89806, 2025
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A solucao da eq. (5) pode ser escrita em termos da solu¢do fundamental h(z),

(Claeyssen J. R. and Jung, 1999), isto &,

"

W(zx) = c1h(x) + coh (x) + csh” (x) + cah (z), (6)

onde ¢ = {h(x), ' (x),h"(z),h" (x)} € uma base de solu¢des paraaeq. (5), c;, i = 1,...,4,
sao constantes determinadas a partir das condi¢des de contorno da viga e h(zx) satisfaz
0 seguinte problema de valor inicial

, NpA+k

h(w) - 4h :07 4:_—]07

(x) = B*h(z) = 0, 6 — o)
h(0) =K' (0) =R"(0) =0, K"(0) =1,

de modo que

h(z) = hiz, \) = sinhﬁa;ﬁ—gsinﬂaj' (8)

As condi¢bes de contorno para a equacdao modal, eqg. (5), da viga dada na Figura

1sdo,emz=0eemx = L, sao, respectivamente

EIW'(L)=0 e EIW" (L) = NX2MW (L) + KW(L).

Substituindo essas condi¢bes de contorno na eq. (6), obtemos a equagdao
caracteristica para o problema considerado, dada por
EIN' (L) EIR" (L)
det } / , =0. 9)
EIN"(L) = X*Mh(L) — Kh(L) EIh®™ (L) — X2MK (L) — KK (L)
As solucdes da eq. (9) geram as frequéncias naturais w;, i =1,2,3,..., pois h(L) =
h\ L)e X = lw.

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, e89806, 2025
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4 ORTOGONALIDADE DOS MODOS DE VIBRACAO E A RESPOSTA
FORCADA

A vibracdo transversal forcada de vigas, devido a cargas constantes e moveis, é
um topico de pesquisa muito importante em todos os ramos da engenharia.
Considerar uma possivel forca transversal distribuida transmitida a viga é
fundamental para garantir a estabilidade da estrutura (Abu-Hilal, 2003).

A resposta forcada de um sistema linear correspondente a uma viga
Euler-Bernoulli com condi¢cdes de contorno classicas para o qual as frequéncias
naturais, os modos de vibracdo e uma relacdo de ortogonalidade entre os modos sao
conhecidos, pode ser resolvida pela analise modal classica para uma excitacao
arbitraria, como é demonstrado por (Bergman and Nicholson, 1985). No entanto, para
estruturas mais complexas, como por exemplo, sistemas de vigas duplas com
amortecimento, quando o amortecimento ndo € proporcional, ou condi¢bes de
contorno ndo-classicas onde o teorema dos modos normais ndo é aplicavel, é
necessario obtermos uma nova condicdo de ortogonalidade que permita desacoplar
as equacdes do sistema.

Para isso, consideramos que cada solucao \; = Iw;, i = 1,2,3,..., da eq. (9) gera
um modo de vibragcdo W;(z).

Sejam dois autovalores A7 e A3, distintos, correspondentes as autofuncdes W;(x)

e W;(x), respectivamente, temos da eq. (5)
EIW ™ (x) — BiWi(x) =0 e EIW\"(z) — BiW;(x) = 0. (10)

Multiplicando a primeira equacdo em eq. (10) por W;(x), a segunda por W;(z),
integrando ambas as equacdes de x = 0 até x = L e usando as condi¢des de contorno

nao-classicas, obtemos depois de algumas manipulacdes algébricas

(A=A (/ pAW; (2)W;(z)dx + MWZ-(L)Wj(L)) =0. (11)

0

Se i # j, entdo a expressao dentro dos parénteses deve ser igual a zero. Assim,

temos

L
0

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, e89806, 2025
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onde ¢;; € o delta de Kronecker, e
L
= [ pAWEa)de + MWL), (13)
0

é a constante de normaliza¢cdo para os modos de vibracao.

A eq. (12) € a relacdo de ortogonalidade da viga Euler-Bernoulli sobre fundagao
elastica com condi¢Bes de contorno nado-classicas, em particular com dispositivos de
massa e mola anexados em z = L. Observe que a relacdo de ortogonalidade envolve a
condicdo de contorno nao-classica.

Para condi¢@es iniciais nulas, a solucdo da eq. (1) pode ser escrita em termos da

solucdo fundamental h(¢t, z, £) (Claeyssen J. R. and Jung (1999)), como

w(t, ) / / —1,x,&)f(r,8)drdE, (14)

onde h(¢, z,€) é a solu¢cdo fundamental associada ao problema definido pela eq. (1).
Para encontrarmos a solu¢do fundamental h(t, z,£), assumimos a solu¢do da eq.
(1) como uma combinac¢do dos modos de vibracdo com uma func¢ao que depende de ¢,

ou seja,

= Z Wi(z)mi(t). (15)

Substituindo a eq. (15) na eq. (1), e usando as condi¢des de contorno, depois de

algumas manipula¢des segue que

[75:(t) = Nimi(8)] pAW;(x) = e > [ii(t) = Aimi(t)] MW;(L) = 0. (16)

1 =1

M

)

Multiplicando a primeira equacdo em (16) por W;(z), segunda por W;(L),

integrando ambas de 0 a L, e depois somando as equac¢des resultantes, temos

i — Nn(t )[/OLpAWi(:v)W()d:B+MW } /fta; dz. (17)

=1

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, e89806, 2025
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Usando a condicdo de ortogonalidade, eq. (12), e a constante de normalizacgao,

v, @ €q. (17) pode ser reescrita como
ii(t) — Nimi(t) = Qi(t), (18)

onde

L
= 71/0 ft, o)Wi(z)de, i=1,2,... (19)

A solugdo da eq. (18), para condi¢@es iniciais nulas, &€ dada por

t
mi(t) = / hi(t — 7)Qy(7)dr, 20)
0
onde /,(t) € a solugdo fundamental temporal dada por h;(t) = =222,
Portanto,
sinw;(t — 1)
w(h:) Z/ / WiYi ————— Wi(@)Wi(§) f (7, §)d&dr. 1)

Em termos da solu¢ao fundamental, h(t—7, z, ), sabemos que a resposta for¢ada

é dada pela eq. (14). Assim, comparando as egs. (21) e (14), segue que
1
h(t,z,8) = > —hi(t)Wi(ax)Wi(©), (22)

é a solucao fundamental da viga Euler-Bernoulli sobre uma fundacao elastica, fixa em
xr = 0 e com massa e mola anexadas em z = L quando consideramos uma for¢a externa

atuando sobre a viga.

5 SIMULACOES

Realizamos simulac¢des, utilizando o software Maple 13, com o propdsito de
estimar o comportamento vibratério de uma viga Euler-Bernoulli sobre fundagado
elastica, fixa em x = 0 e com dispositivos de massa e mola anexados em z = L, e sob o
efeito de uma forca externa. Para as simula¢bes, consideramos os valores

apresentados na Tabela 1.

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, e89806, 2025
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Tabela 1 - Parametros utilizados nas simula¢des

Parametro Simbolo Valor numérico Unidade
Comprimento da viga L 18 m
Densidade linear de massa p 7860 kg m—3
Momento de inércia I 6,11 x 107° m*
Médulo de elasticidade de Young E 2,01 x 10 N m~2
Area da secdo transversal A 1,538 x 1072 m?

Fonte: (Xu and Wang, 2020)

Usando a equacdo caracteristica, eq. (9), e, para as condi¢cbes de contorno
nao-classicas, fixamos o valor da massa, M = pA, anexada na extremidade z = L e
consideramos o coeficiente da mola igual a constante da fundacdo elastica, isto &,
K = kg, e variamos o valor de ks, para diversos valores de «, isto & tomamos
k; = a.2,6 x 105 N m~—2. O valor da constante da fundacdo elastica igual a 2,6 x 10° N
m~2, foi tomado de (Xu and Wang, 2020). Na Tabela 2, sdo expressas as oito primeiras
frequéncias naturais da viga, para os valores de « considerados. Quando observamos
as frequéncias correspondentes, isto &, a primeira frequéncia para todos os casos, a
segunda frequéncia para todos os casos, e assim por diante, podemos observar que as

maiores alteracdes ocorrem nas primeiras frequéncias.

Tabela 2 - Frequéncias naturais (rad/s) da viga Euler-Bernoulli fixa em z = 0 e com
dispositivos de massa (M = pA) e mola (K = k) anexadosem z = L,
k= a.2,5x 105Nm~2

Wi a=10"4 a =102 a=10""1 a=1 a=1,2 a=1,5
w1 3, 3296 11, 3697 26,9959 24,6608 158, 2688 176, 7843
Wo 19,9379 23,6168 48.2161 144, 61458 165, 2622 183,0325
w3 56, 3426 57,7954 70,4001 152, 28229 189, 4899 204,992
Wy 111,3744 112,1536 119, 1452 178,46374  239,8156 252.0042
Ws 185,4218 185, 9081 190, 3041 231, 39638 317,3378 326.5163
We 278,6046  278,9369 281,9497  311,10678  419,6345 426.5868
wr 391,0070  391,2484  393,4395  414,95376 544, 5938 549.9774

wg 522,6838 522, 8670 524, 5308 540, 98363 690, 9380 695.2072
Fonte: Autora

Ci. e Nat., Santa Maria, v.47, esp. 1, e89806, 2025
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Figura 2 - Primeiros quatro modos de vibracdo da viga Euler-Bernoulli fixaem x =0 e
com dispositivos de massa (M = pA) e mola (K = ky) anexados em z = L.
kp=a.2,5x 105N m~2
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Fonte: Autora

Figura 3 - Resposta forcada da viga Euler-Bernoulli sobre fundagdo elastica fixa em
z = 0 e com dispositivos de massa M e mola K anexados na outra extremidade com 0
s<t<20s

@z = 0,2 m (b)zy = 4m

Fonte: Autora
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Na Figura 2, apresentamos os quatro primeiros modos de vibracdo para
a=10"*10""1e a = 1,5. Podemos observar, nas simula¢des apresentadas, que para
a = 107%, pequeno, o primeiro modo de vibracdo representa, conforme esperado, o
comportamento do primeiro modo de uma viga fixa z = 0 e com massa M = pA,
anexada em z = L. Para os segundos e terceiros modos de vibracdao o comportamento
deles se assemelha, para todos os valores de o apresentados. Ja para o« = 1,5, 0s
modos se aproximam aos de uma viga fixa-fixa ou fixa apoiada.

Na Figura 3, apresentamos a resposta forcada para uma forca externa do tipo
f(t,x) = z?sinwyt 6(z — z0), onde a frequéncia de entrada € wy, = 200 rad/s, M = pA,
K =k = 3,0 x 10°Nm~2 e aplicamos a for¢a externa em quatro pontos ao longo do
comprimenmto da viga, o = 0,2 m, zp = 4m, xy = 12,6 m e o = 17 m. Podemos
observar na Figura 3 ¢) a mudanca de comportamento da resposta forcada quando a
forca externa é aplicada em zy = 12,6 m. Em xy = 17 m, os dispositivos de massa e mola
anexados em xy, = 18 m, atenuam o efeito da forca externa aplicada, assim como em
o = 0,2 m e zy = 4 m, pontos proximos da condi¢cdo de contorno em que a viga é fixa.
Todas as simula¢bes para a resposta forcada foram realizadas no intervalo de tempo

0s <t<20s.

6 CONCLUSAO

Neste trabalho, estendemos o uso da solu¢do fundamental a um problema
dado por uma viga Euler-Bernoulli sobre fundacdo elastica e com condicdes de
contorno nado-classicas. A solucao da equacao modal e a equacgao caracteristica foram
escritas em termos da solucdo fundamental. Para obtencdo da resposta forcada,
devido as condicdes de contorno ndo-classicas, obtivemos uma condicdo de
ortogonalidade entre os modos de vibragao cuja constante de normalizacdo é escrita
em termos da massa anexada na extremidade da viga. Nas simula¢des apresentadas,
observamos o efeito da constante da fundacdo elastica e do dispositivo de mola

anexado no extremo da viga sobre as frequéncias naturais e os modos de vibracgao.
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