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RESUMO

O Teorema da Existéncia e Unicidade de Equac8es Diferenciais Ordinarias (EDOs) pode ser considerado
um dos pilares fundamentais da teoria das equac8es diferenciais, pois estabelece condi¢es sob as
quais uma EDO possui uma solu¢do Unica e determinada em um intervalo especifico. A importancia
desse teorema em diversos campos da matematica e das ciéncias aplicadas decorre do fato de que ele
assegura que as solucBes de certas equacgdes diferenciais sejam bem definidas e Unicas. Esse teorema
€ essencial para garantir a consisténcia e aconfiabilidade dos modelos matematicos utilizados para
entender e prever o comportamento desistemas complexos. Este artigo descreve, duas etapas de
investigacdo desse teorema previstas pela Engenharia Didatica (ED): as fases de analise prévia e andlise
a priori. A fim de desenvolver atividades estruturadas com apoio da tecnologia, com o intuito de evitar
determinados elementos que atuam como entraves a um entendimento amplo do teorema.

Palavras-chave: Teorema da Existéncia e Unicidade de Equac@es Diferenciais Ordinarias; Engenharia
Didatica; Analises prévias; Analises a priori

ABSTRACT

The Theorem of Existence and Uniqueness of Ordinary Differential Equations (ODEs) can be considered
one of the fundamental pillars of the theory of differential equations, as it establishes conditions under
which an ODE has a unique and determined solution in a specific interval. The importance of this
theorem in various fields of mathematics and applied sciences arises from the fact that it ensures that
the solutions of certain differential equations are well-defined and unique. This theorem is essential to
guarantee the consistency and reliability of the mathematical models used to understand and predict
the behavior of these complex systems. This article describes two stages of investigation of this theorem
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foreseen by Didactic Engineering (DE): the phases of prior analysis and a priori analysis. In order to
develop structured activities with the support of technology, with the aim of avoiding certain elements
that act as obstacles to a broad understanding of the theorem.

Keywords: Theorem of Ordinary Differential Equations; Didactic Engineering; Prior analysis; A priori
analysis

1 INTRODUCAO

Estetrabalhofoielaboradonoambitodeumapesquisapreliminaremandamento
para o Doutorado Académico em Ensino de Matematica e consiste, de forma mais
sucinta, em uma analise acerca do ensino de Equac¢des Diferenciais Ordinarias. Neste
artigo, apresenta-se uma investigacao sobre um dos teoremas mais importantes desse
campo matematico: o Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard-Lindelof.

Este teorema pode ser considerado essencial para garantir a solucao unica de
certos tipos de equaces diferenciais, tornando-se um pilar fundamental na teoria
matematica que sustenta diversas aplicacdes praticas em ciéncia e engenharia.

Segundo Nagle (2012, p.15) “[...] na engenharia, modelos matematicos sao
desenvolvidos para auxiliar na compreensao de fendmenos fisicos. Estes modelos
frequentemente geram uma equacdo que contém algumas derivadas de uma func¢ao
desconhecida”

Desse modo, garantir a existéncia de uma solucdo para essas equacdes assegura
que o modelo desenvolvido é consistente e pode representar adequadamente o
fendmeno estudado, além de permitir a previsibilidade dos resultados e controle da
solu¢do da equagdo para ajustar variaveis e obter o desempenho desejado.

No entanto, apesar de sua importancia e aplicabilidade, o Teorema de Existéncia
e Unicidade pode ser desafiador para os estudantes de matematica devido a sua
natureza abstrata e as condi¢des técnicas exigidas. Portanto, buscou-se realizar uma
investigacdo sobre o ensino desse teorema com o intuito de elucidar os seus conceitos

tedricos e torna-los mais acessiveis para os alunos.

Ci e Nat., Santa Maria, v. 46, e88519, 2024



Paiva, A. C. P., Alves, F. R. V., Campos, H., &Silva, D. |3

Neste contexto, a investigacao do Teorema da Existéncia e Unicidade de EDO'’s
empregou uma metodologia denominada Engenharia Didatica - ED. A Engenharia
Didatica, como metodologia, associa a teoria educacional e a pratica pedagogica,
oferecendo uma estrutura metodoldgica para investigar, desenvolver e implementar
intervencdes educacionais eficazes.

Desse modo, utilizando a abordagem proposta pela ED, buscou-se identificar
as dificuldades especificas dos estudantes na compreensao do teorema, desenvolver
materiais didaticos adequados as suas necessidades e aplicar estratégias de ensino que
promovam uma assimilacdo dos conceitos matematicos de forma mais significativa e
duradoura.

Portanto, o intuito da aplicacdo da Engenharia Didatica neste artigo, na
investigacdo do Teorema de Existéncia e Unicidade, envolve a analise do conteudo
e o planejamento estratégico das atividades de ensino, com o objetivo de aprimorar

continuamente a pratica educativa.

2 INVESTIGANDO O TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE
EQUACOES DIFERENCIAS ORDINARIAS (EDO’S) COM A UTILIZACAO DA
ENGENHARIA DIDATICA

Inicialmente proposta por Yves Chevallard e Guy Brousseau em 1982 e
posteriormente desenvolvida por Michele Artigue em 1989, a Engenharia Didatica
foi apresentada como uma metodologia de pesquisa destinada a revelar fenbmenos
didaticos em condi¢bes que reproduzem de maneira fiel o funcionamento de uma
sala de aula tradicional (Almouloud; da Silva, 2012).

Conforme Douady (1995), a ED é definida como um conjunto de sequéncias de
aulas concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de maneira coerente, por um
professor-engenheiro, com o objetivo de melhorar o entendimento de um assunto

para uma populacao especifica de alunos.
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Em consonancia, Almouloude Coutinho (2008, p.66) definem a ED como “um
esquema experimental baseado em “realiza¢des didaticas” em sala de aula, isto é, na
concepcao, realizacao, observacgdo e analise de sesses de ensino”.

Ainda segundo os autores, a metodologia caracteriza-se também como
pesquisa experimental pelo registro em que se situa e modo de validacdo que lhe sdo
associados: a comparacdo entre as analises iniciais e finais da pesquisa, denominadas
analises a priori e andlises a posteriori.

Este tipo de validacao é uma das singularidades dessa metodologia, que pode
ser feita internamente, sem a necessidade de aplicacdao de um pré-teste ou de um pos-
teste (Alves, 2018).

Em relacdo a sistematizacdo prevista pela ED, se estabelece que a sua
composicdo em quatro fases: analises prévias, analises a priori, experimentacdo e
analise a posteriori e validac¢ao.

Na fase dialética das analises prévias, ocorre a identificacdo do problema
didatico, determinando qual seria o problema especifico de ensino ou aprendizagem
que sera abordado. Portanto, essa fase pode incluir dificuldades comuns encontradas
pelos alunos ao aprender um determinado conceito ou processo, além da definicdo
de objetivos que se espera alcancar com o experimento didatico (Almouloud, 2007).

Nessa etapa, o pesquisador pode realizar umarevisao da literatura e na definicao
do problema, formular hipdteses especificas sobre como diferentes abordagens
didaticas podem afetar o aprendizado dos alunos (Almouloud, 2007).

Nasegunda fase dakED, denominada analise a priori, 0 pesquisador é incumbido
de desenvolver e examinar uma série de situa¢des didaticas. O objetivo é facilitar
a superacdao dos obstaculos epistemoldgicos que os alunos possam enfrentar
em relacdo ao assunto estudado. Essa abordagem visa ndo apenas aprimorar o
entendimento dos alunos, mas também validar as hipoteses de pesquisa elaboradas

na fase anterior (Almouloud, 2007).
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A terceira fase dialética, a experimentacdo, consiste na implementacao pratica
das situacdes didaticas planejadas durante a andlise a priori. E 0 momento em que 0s
resultados tedricos sdo colocados em pratica, permitindo a obtencdo de resultados
empiricos que complementam a analise tedrica (Almouloud, 2007). Durante essa
fase, todo o dispositivo planejado é aplicado na sala de aula, proporcionando uma
oportunidade para verificar a eficacia das estratégias pedagogicas propostas.

Na ultima etapa, a analise a posteriori e validacao, ocorre uma investigacao
detalhada sobre a producdo dos alunos, observando seu comportamento durante o
desenvolvimento da sequéncia didatica e utilizando os dados coletados ao longo da
experimentacgao (Artigue,1996).

No contexto da Engenharia Didatica (ED), a investigacdo sobre o Teorema da
Existéncia e Unicidade envolveu apenas algumas etapas das analises prévias e a priori.

1. Analise prévia: nesta fase, realizou-se um estudo do conteudo tedrico e
identificacdo dos principais conceitos, dificuldades e obstaculos que os alunos podem
encontrar ao estudar o Teorema de Existéncia e Unicidade.

2. Analise a priori: nesta etapa, desenvolveu-se as atividades a fim de
ajustar a abordagem didatica de acordo com as possiveis dificuldades identificadas. O
objetivo é a antecipacdo dos problemas de compreensao e um ajuste na metodologia

de ensino para torna-la mais eficaz.

3 ANALISES PREVIAS ACERCA DO TEOREMA DE EXISTENCIA E
UNICIDADE DE EDO’S: HISTORIA E DESENVOLVIMENTO DO TEOREMA

Nesta secdo, apresenta-se o desenvolvimento da primeira fase da Engenharia
Didatica, onde se examina a génese desse campo matematico e os conhecimentos que
fundamentam o Teorema de Existéncia e Unicidade, com o intuito de compreender as

dificuldades enfrentadas pelos alunos ao estuda-lo.
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3.1 O desenvolvimento do Teorema de Existéncia e Unicidade de Soluc¢oes de

Equacoes Diferenciais

A Franca foi um dos ber¢os da revolucdo cientifica europeia, destacando-se no
desenvolvimento de varias areas da matematica. Entre suas contribuicdes, estdo a
geometria analitica com René Descartes (1596 - 1650) e o calculo diferencial e integral
com Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) (Do Nascimento; Mendes, 2023).

Assim a génese das equacdes diferenciais ocorreu com o estudo do calculo por
Pierre de Fermat (1601-1665), Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716), quando esses matematicos alcancaram um entendimento suficiente e
desenvolveram a notacdo para a derivada (Eves, 2004).

No entanto, conforme Eves (2004) encontrar solucdes para essas equacdes
nao se tratava de uma tarefa acessivel, dado que as manipulacdes simbdlicas e as
simplificacdes algébricas proporcionavam apenas um auxilio limitado. Aintegracdo e o
Teorema Fundamental do Calculo ofereciam assisténcia direta para casos especificos,
em que as variaveis podiam ser separadas, sob circunstancias bastante especificas. O
meétodo de separacao de variaveis foi desenvolvido por Jakob Bernoulli (1654-1705) e
generalizado por Leibniz.

Conforme Eves (2004), apenas no final do século XVII e inicio do XVIIl, com a
aplicacao de equacgdes diferenciais a problemas de astronomia e ciéncias fisicas que
ocorreu o desenvolvimento mais amplo das teorias e técnicas de EDO.

Nesse periodo, o matematico Jakob Bernoulli estudou detalhadamente e
formulou equacdes diferenciais para o movimento planetario, utilizando os principios
de gravidade e momento desenvolvidos por Newton. Enquanto Johann Bernoulli (1667-
1748), desenvolveu estudos relativos ao calculo de Leibniz e os principios da mecanica
para modelar matematicamente fendmenos fisicos utilizando equacdes diferenciais e

encontrar suas solucdes (Eves, 2004).
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os problemas que vieram posteriormente a definicdo de equacdo diferencial,
Johan Bernoulli, que tinha o viés epistemologico de Leibniz, resolveu o problema
da braquistécrona, em 1696, uma cicloide invertida que verifica o caminho
percorrido por uma curva em menos tempo, dados dois pontos cuja equacao é
dada por (d—y)z = (Do Nascimento; Mendes, 2023, p.7).

dx

O problema da braquistécrona, perguntava qual seria a curva de descida mais
rapida para um objeto sob a influéncia da gravidade, movendo-se de um ponto inicial
a um ponto final em alturas diferentes, na Figura 1é apresentada a curva que resolve

o problema.

Figura 1 - A braquistocrona trata-se da curva cicloide

A al am
| . !
I
I
|

2a

Fonte: De Andrade e Ferreira Filho (p. 2309-2, 2015)

Portanto, pode-se verificar por meio do problema da braquistécrona que o
desenvolvimento desse campo epistémico continuava baseado nos pressupostos do
calculo infinitesimal, mesmo que aplicado a outros campos das ciéncias.

Apenas quando o matematico Brook Taylor (1685-1731) adotou uma
abordagem diferente, utilizando séries para resolver equacdes diferenciais, é que

outros matematicos expandiram e aplicaram essas séries para diversos fins. O
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desenvolvimento das diferencas finitas por Taylor deu inicio a um novo ramo da
matematica, estreitamente ligado ao progresso das equacdes diferenciais (Eves, 2004).

Conforme De Nascimento e Mendes (2023), no inicio do século XVIII, Taylor e
muitos outros matematicos acumularam uma variedade crescente de técnicas para
analisar e resolver diferentes tipos de equacdes diferenciais. Contudo, muitas dessas
equacdes ainda eram pouco conhecidas em termos de suas propriedades e métodos
de solucao.

A consolida¢ao geral da teoria que abrange esse campo epistémico ocorreu
quando Leonhard Euler (1707-1783) associou o entendimento de equacdes diferenciais
a teoria das funcdes. Desse modo, Euler foi o responsavel por desenvolver o Método
da Variacdo de Parametros, apds o estabelecimento das propriedades das funcdes
exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e muitas outras fun¢bes elementares
(Eves,2004).

Um dos primeiros métodos apresentados para a resolucdo numérica de
problemas de valor inicial de equacdes diferenciais ordinarias foi proposto por Eulere
sugeria uma forma de obter uma sucessdo de aproximacdes para uma possivel solu¢ao
local do problema de valor inicial, definida em um intervalo fechado (Eves,2004).

Istoé, paraprovaraexisténciade umasolugao semdetermina-laexplicitamente,
realizava-se o seguinte esquema geral: a obtencdo de uma sucessdo de aproximacdes
para a possivel solu¢ao, a demonstracao de um limite para a sucessao e, por fim, a
prova que o limite era solu¢ao da EDO. A Figura 2 ilustra o método proposto por
Euler (Baratto,2007).

Ouseja, Euler utilizava a funcao dy/dx = f(x,y) com y=y, quando x = x,,conforme
Figura 2, e observava que o valor de yn.1 , €m x,,, , poderia ser dado por: yn.i =y, + Ay
OU Yn+1 = ¥n + (Xn+1 — %) f(xn 7). ASSim, concluiu que, quanto menor o valor da diferenca
entre x,41 e x, (desprezando os erros causados pela representacdo finita dos nimeros

pelos computadores), menor seria o erro da estimativa para y»..: (Barato, 2007).
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Figura 2 - llustracao do método de Euler
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Fonte: Barato (2007, p.4)

Desse modo, infere-se que o método de Euler para provar a existéncia de uma
solucao para determinada equacdo diferencial era um trabalho arduo; ainda existia,
portanto, a necessidade de um estudo qualitativo sobre as condi¢des necessarias e
suficientes para que as equagdes diferenciais apresentassem solucdes.

No ambito do estudo qualitativo das equacbes diferenciais, 0 matematico
Cauchy, em 1842, provou a existéncia e unicidade de solu¢bes para equacdes
diferenciais definidas por func¢des analiticas’ (Eves,2004).

Outra importante descoberta nesse ambito € a prova de existéncia de solu¢bes
de problemas de valor inicial para equac¢des diferenciais ordinarias de primeira ordem?
quando a funcao que a define a equacao é continua.

De acordo com Eves (2004), o matematico Peano demostrou inicialmente a prova da

existéncia dessas solucdes, para equacdes escalares em 1886 e para equacdes vetoriais®

=

T Uma fungdo analitica trata-se de uma func¢do que pode ser localmente expandida em séries de Taylor como f(x) = Zun(xfa)",

sendo a, =$ (Lima, 2004).

n=0

2 Uma equagdo diferencial de primeira ordem pode ser escrita da seguinte forma: DSoe =& (Boyce e Diprima, 2010).

Y1=F1xy1Y2 - ¥n),  ¥1(xe) = y10,

3Um sistema de equacdes diferenciais com valor inicial !3’2 = f2(eyuyz oy ¥2(%0) = Y20 p0de ser escrito de forma mais compacta
Wi = e y1 Y2007, ¥nX0) = Yno.

f1(xY) Y10

f2(x,Y) ey, = kz,o]

f,l(;l,Y) 0.

y1(x)
como Y' =F(xY), Y (x) =Y, em que xeReY(x) F(x,¥)eY, sdo vetores de R" escritos Y(x)—t’_@], Y= FxY) =
e

(Boyce e Diprima, 2010).
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em 1890, sempre empregando concepcdes e métodos fundamentados nos estudos de
Cauchy em 1820 e de Lipschitz em 1876.

Assim, destaca-se que o desenvolvimento do Teorema de Existéncia e Unicidadede
Picard-Lindel6f ndo ocorreu de maneira linear, refletindo a complexidade da formula¢ao
e da prova desse teorema. Na demonstracao, foi utilizado o método de aproximacgdes

sucessivas, com as contribuicdes de Picard em 1890 e Lindel6f em 1894.
3.2 Estrutura do Teorema: Condi¢des e Hipdteses do Teorema

Infere-se que o método de Euler para provar a existéncia de uma solucdo para
uma determinada equacao diferencial tratava-se de um trabalho arduo; desse modo,
ainda existia a necessidade de um estudo qualitativo sobre as condi¢des necessarias e
suficientes para que as equacdes diferenciais apresentassem solu¢des.

A seguir, é analisado alguns conceitos necessarios para a demonstra¢dao do
Teorema de Existéncia e Unicidade de Soluc¢des de Equacbes Diferenciais conforme
De Figueiredo e Neves (2018, p.51):

Teorema, (Existéncia e Unicidade): Seja f:¢ - R uma funcdo continua
definida em um aberto de ¢ do plano (x,y). Suponhamos que a derivada parcial com
relacdo a segunda variavel f,:¢ - R seja continua também. Entdo, para cada
(x0,¥0) €9 ,existemumintervaloabertocontendo x, eumaunicafuncaodiferenciavel

¢:1 > R com(x,w(x)) ep, para todo xel, que é solucdo do problema de valor

inicial (P.V.I):
y' =f(xy) eq.01
y(x0) = Yo eq.02

A primeira etapa para demonstrar o teorema consiste na transformacao do
problema de valor inicial em um problema de resolucdo de uma equacao integral, por
meio do seguinte lema.

Lema: Seja f:¢ » R uma funcdo continua definida em um aberto de ¢ do

plano (x,y). Entao, uma funcdo diferenciavel ¢:1 - R é solucdo do problema de valor
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inicial (eq. 1 e eq. 02) se, e somente se, for solucdo da equacao integral (De Figueiredo

e Neves, 2018, p.51):

y(x) = yo + Jf(s,y(s))ds, x €l; eq.03

A prova da equivaléncia do Teorema(Existéncia e Unicidade) e o Lema sdo
garantidas por meio do Teorema Fundamental do Calculo- TFC* Assim, a demonstra¢ao
do teorema passa a consistir na resolucao da equacao diferencial (eq. 03).

Para resolver a eq. 03, De Figueiredo e Neves (2018) definem ¢ o conjunto de
todas as funcbes continuas g:[xo — @ x, +al —» R tais que g(xo) = Yo € |g(x) —yo| < b, €
estabelecem uma métrica g, tal que d(g1, g2) = max {|g;(x) — g2(%)|: x€[xo — @, %o + @]}>.

Portanto, utilizando-se do fato que ¢ € um espaco métrico®
completo e do Teorema do Ponto Fixo de Banach, descrito por De Figueiredo e
Neves (2018, p.54):

“Seja € um espaco métrico completo. Suponha que ¢:¢ » ¢ é uma contracdo’,

isto é, existe uma constante 0 <k <1, tal que
d($(91), ¢(92)) < kd(91, 92)

Para todos g,, 9, € €. Entdo, existe um e somente um, g € C tal que g = ¢(g)".
Desse modo, ao examinar os passos referentes a prova do teorema, pode-se

verificar que o aluno deve dispor de conhecimentos de Calculo de Varias Variaveis,

4 (Teorema Fundamental do Calculo) Se f for continua em [a, b], ent&o a funcdo g definida por 9(x) = f f(t)dt com @=x=b

é continua em [ a, b] e derivavel em (a, b) e g'(x) = f(x) (Lima, 2004).

Se f for continua em [a, b], entdo faf(x) = F(b) — F(a) onde F é qualquer primitiva de f isto é, umja funcdo tal que F'(x) = f(x)
(Lima, 2004). ’

> Conforme (Lima, 1983) seja X um conjunto qualquer. Uma métrica sobre X é uma fung¢do d: XxX - R que satisfaz para todo
x,y,z € X, as seguintes propriedades:

d(x,y)=0e d(x,y)=0seesésex=y

d(x,y) = d(y,x)

d(x,y) <d(x,2) +d(z,y).

5 Em matematica, um espago métrico é um conjunto ndo-vazio onde as distancias entre quaisquer de seus elementos é
definida, estas distancias formam a métrica do conjunto (Lima, 1983).

7 Defini¢do de Continuidade: Uma funcdo f(P) é continua em um ponto P = P, se, para qualquer sequéncia {P,} que converge

Py, temos que lim f(P) = f(Po) (Lima, 2004).
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Topologia Geral, Espacos Métricos e conhecer alguns teoremas de Analise de uma
funcao real e Espacos Métricos.

De modo consoante, Oliveira (2014) relata que os desafios encontrados no ensino
de Equac0es Diferenciais Ordinarias (EDO’s) muitas vezes decorrem devido a utiliza¢do
de conceitos de Calculo de Varias Varidveis - CVV e Algebra Linear, destacando-se a
diferenciabilidade e a integrabilidade.

A fim, de trazer uma melhor elucidacao do teorema, explicita-se as condicdes
necessarias durante a prova e apresenta-se uma forma simplificada do Teorema de
Existéncia e Unicidade.

Teorema: Seja f(t,y)uma funcao continua® em uma regidao R < R? e Lipschitz®
continua em y em R entdo, para cada ponto (t,y,) € R existe um intervalo I contendo
to @ uma Unica funcdo y(t) definida em I tal que y(t,) =y, e ¥'(t) = f(t,¥(t)) para todo
t €I (Scardua, 1999).

Aversao simplificada do teorema estabelece de forma mais sucinta as condi¢des
suficientes para que a equacao diferencial possa dispor de uma Unica solu¢ao, de modo
que o aluno necessite de menos conhecimentos preévios (Alves,2020). Além disso, o
intuito ao empregar tal versao consiste em auxiliar a compreensao do teorema, para
que assim o aluno possa utiliza-lo e emprega-lo conforme a sua necessidade.

Ainda em relacdo a analise do ensino de EDO, estudos de Arslan e Laborde
(2003), Dullius, Araujo e Veit (2011), Oliveira (2014), Alves (2016), Alves (2020), Silva
(2022) relatam que a dificuldade apresentada pelos alunos, esta intrinsicamente
ligada abstracdo inerente as definicbes de derivadas e integrais. Portanto, tais

dificuldades nao se limitam apenas aos algoritmos operacionais que envolvem esses

8 Definicdo de Continuidade: Uma fungdo f(P) é continua em um ponto P = P, se, para qualquer sequéncia {P,} que converge
Py, temos que lim £(P) = f(Po) (Lima, 2004).

® Uma fun¢do f:D c R" - R é chamada de Lipschitz se existe uma constante L > 0tal que, para todos os pontos x e yemD, a
seguinte desigualdade é satisfeita: f(x) — f(»)| < L|lx — y|lem que ||x — y||denota a norma (geralmente a norma euclidiana) da
diferenca entre x =y . Aconstante L é chamada de constante de Lipschitz. Em outras palavras, uma func¢do é Lipschitz continua

se a taxa de varia¢do de funcdo é limitada por uma constante L (Lima,2004).
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conceitos, englobam também dificuldades em visualizar e compreender o significado
de definicdes correlacionadas.

ArslanelLaborde(2003), Dullius, AraujoeVeit(2011), Oliveira(2014), Alves(2016),
Alves (2020) e Silva (2022) também defendem que ferramentas de softwarepodem
desempenharum papel crucial aofacilitar acompreensao dos conceitos matematicos,
ajudando naresolucao de problemas ao oferecer avisualizacdo dos conceitos atraves
de recursos interativos que incentivam os alunos a se envolverem mais ativamente
na construcao do conhecimento sobre o conteddo ensinado pelo professor em sala
de aula.

Por essa razdo, na préoxima secao, é apresentado construir a transposicdo
didatica por meio da visualizacdo e respaldado pela tecnologia, mais especificamente
pelo software Geogebra. A escolha pelo Geogebra ocorreu devido a sua linguagem de
comandos matematicos acessivel e por se tratar de um software livre, isto é, pode ser
utilizado para qualquer propoésito, como estudo ou compartilhamento de atividades
desenvolvidas. Desse modo, software servira como suporte metodoldgico, destacando

nossa inten¢ao de explorar ao longo da implementacdo das situa¢des didaticas.

4 ANALISES PRELIMINARES ACERCA DO TEOREMA DE EXISTENCIA E
UNICIDADE DE EDO’S: HISTORIA E DESENVOLVIMENTO DO TEOREMA

Nesta secdo, é apresentado as atividades desenvolvidas com o suporte do
Geogebra parafacilitar a compreensao do teorema. Nas atividades, buscou-se permitir
gue os alunos visualizem graficamente as solu¢des das EDOs e compreendam suas
propriedades qualitativas (grafico-geométricas).

Além disso, espera-se que as atividades proporcionem um ambiente interativo
onde os alunos possam manipular parametros e observar os efeitos nas soluc¢des

das EDOs.
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Situacao-Problema: Modelo de Crescimento Populacional

Considere a equacdo diferencial ordinaria que modela o crescimento
populacional de uma espécie de peixes em um lago. Sabe-se que a taxa de crescimento
populacional é proporcional a populacao atual, um fenémeno descrito pela equacdo
diferencial logistica:

dP _ (P
dt_r< k)

onde:

+ P(t)é a populagdo de peixes no tempo t,

« 7 éataxaintrinseca de crescimento,

* k é acapacidade de suporte do ambiente (a populacdo maxima que o lago

pode sustentar).

Problema: Usando o Teorema da Existéncia e Unicidade de Solu¢bes de EDQO's,
demonstre que a equacao diferencial logistica acima possui uma solu¢ao Unica para
uma condicdo inicial dada . Utilize o software GeoGebra para visualizar e analisar o
comportamento da solucdo.

Solugdo: Para resolver a situacdo - problema, inicialmente deve-se revisar o
teorema, que afirma que sob certas condi¢des de continuidade e Lipschitz, uma EDO
tem uma solucao Unica para uma dada condic¢ao inicial.

Desse modo, deve-se verificar as seguintes condicdes:

« Seafuncdo f(P)=rp (1 —%) é continua.

Para demonstrar que a fung¢do f(P) =rpP (1 —;) € continua, é preciso verificar se
a fungao satisfaz a condicdo de continuidade.

Afuncdo f(P) é uma combinacdo linear de fun¢8es polinomiais simples, o que a
torna intrinsecamente continua em todo o seu dominio. No entanto, para ser formal,

mostra-se a analise da continuidade de modo mais detalhado.
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Como f(P) é formada por operacdes continuas (polinomiais e uma divisao), ela
é continua para todos os P # 0.

Eparaoponto P=0,0bserve que f(P) =0.Nesse ponto especifico, f(P) é continua.

* Mostrar que a fung¢ao f(p) satisfaz a condicao de Lipschitz.

Como f(p) é uma funcdo polinomial de P, consequentemente é Lipschitz
continua em qualquer intervalo limitado. Entretanto, a seguir, apresenta-se
protocolarmente que a funcdo f(P) =rpP (1 —%) é Lipschitz.

Para isso, examina-se a existéncia de uma constante L tal que, para todos
os P,e P,, a diferenca entre f(P) e f(p,) € limitada por L||P; — P;||, em que [|[P1 — P2l
representa a distancia entre os pontos P, e P, .

Ao calcular a derivada da funcdo f(P) em relacao a funcdo P, pode-se verificar
se a funcdo é limitada em um intervalo [a,b] e encontrar uma constante de Lipschitz L.
Pois, f'(P) = r(l —%) , € para determinar a constante de Lipschitz, podemos empregar
0 seguinte teorema:

Teorema de Weierstrass: Uma funcdo continua em um intervalo fechado
[a,b] em R é limitada e apresenta um valor maximo e um valor minimo nesse
intervalo (Lima, 2004).

Considerando P em um intervalo [0, k] o valor maximo da derivada deve ocorrer
emP=00uUP=k.

Para

P=0=f'0)=r.()=r;
P=k=f’(k)=r.(1—%)=—r;

Portanto, a constante de Lipschitz sera L =|f'(0)— f'(k)| = |r — (-r)| = 2r. Assim,
verifica-se que a funcdo é continua e Lipschitz, cumprindo as condi¢bes necessarias

para aplicar o Teorema da Existéncia e Unicidade de Soluc¢des de EDOs. Isso garante
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a existéncia de uma solu¢do uUnica para a equacdo diferencial logistica dada uma
condic¢ao inicial P(0) = p,.

Desse modo, o modelo proposto que determina a populacdo de peixes,
conforme taxa de crescimento e capacidade de peixes no lago, € um modelo “ideal”,
pois, de acordo com o Teorema de Existéncia e Unicidade, ele apresentara apenas um
unico valor e sempre tera uma solugao.

Analise dos Resultados no software: Para um melhor entendimento do modelo
é ilustrado exemplos com a populacgao inicial de peixes no lago em 50, e criar controles
deslizantes para a taxa de crescimento r e a capacidade maxima de peixes no lagok.

Na figura 3, temos r = 2.5 e capacidade maxima dos peixes do lago em 750.

Figura 3 - Analise do modelo que descreve o crescimento populacional

€2 Sem Tiulo - GeoGebra -
NPl ol [s]IFIRNEIRS
@ Po=1(0.50) =N

r=25

0 e s 5 (5)

h(x) = Se(x>5,rx)
= 25x, [(x=5)

k - 750 H
500 m—L 150 @

rx?

glx) = rx

k =0,
@ " e -+
o 25y 257 f
- 750

f : Reta(Py, EixoX)

=y=50

Raiz(g)

=A=(00)

[ ] B - (750, 0)

C = Extremo(g)

Fonte: Elaborado pelos autores

Por meio da Figura 3, podemos interpretar a funcao que determina a quantidade
de peixes e a partir da qual a popula¢ao podera diminuir. Isso €, embora a capacidade
maxima do lago seja de 750 peixes, a partir de 469 peixes as condi¢des do lago passam

a ser insuficientes, e podemos observar o decrescimento da funcao.
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Ainda, pode-se pedir aos alunos que observem como 0s parametros r e k
no software influenciam a funcao que modela o crescimento dos peixes, conforme

apresentado na Figura 4.

Figura 4 - Representacao de como o comportamento dos parametros influencia no

modelo de crescimento de determinada popula¢do de peixes

| Variando o Variandoo
\| 0 pardmetror

parametro k

Variando o parametro k
¢
variando o parémetror de 122,39

Fonte: Elaborado pelos autores

Na Figura 4, apresenta-se por meio das ferramentas controle deslizante e rastro
do software Geogebra exemplos de como a populacdo de peixes evolui e se estabiliza
em torno da capacidade de suporte k , e da velocidade de crescimento r.

Situacdo - Problema: O controle de temperatura em um processo industrial é

governado pela seguinte equacao diferencial:

dT
E = —k(T — Tqmp)
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Em que:

+ T(t) é atemperatura no tempo ;

+ k é uma constante positiva que representa a taxa de resfriamento ou

aquecimento;

« Tamb ¢ a temperatura ambiente, considerada constante.

Utilizando o Teorema da Existéncia e Unicidade de Solu¢des de EDOs, demonstre
que a equacao diferencial que modela o controle de temperatura possui uma solug¢ao
Unica para uma condicao inicial especifica T(0) =T, .

Para resolver a equacdo diferencial que governa o controle de temperatura
em um processo industrial, o aluno deve seguir alguns passos: encontrar a solu¢ao
analitica da equacdo diferencial, verificar as condi¢des de existéncia e unicidade de
solugdes.

Desse modo, por se tratar de uma equacdo diferencial linear de primeira ordem
com coeficientes constantes, pode-se resolvé-la usando métodos padrao para EDOs
lineares, como o método de separacdo de variaveis.

Assim, reescrevendo a equacdo para separar as variaveisT e t:

dT

= —kdt
(T - Tamb)

dT ]
f(T Tors) =f—k dt = In|T — Tamp| = -kt +C, ondecé uma constante de
— lamb

integracao.
T = Tymp| = =kt + C = |T — Tymp| = e ¥4 = T — Ty = £ eC.e7*, substituindo a
constante * e por 4, a expressao torna-se:

T—Tomp =Ae > T(t)=A e + Typp.
Utilizando-se da condicdo inicial T(0) =T,

TO) =T, =A 14T, >A=T, —Tomp
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Portanto, a expressao final do modelo de controle de temperatura:

T(t) = Tamp + (Tp = Tamp)-€~ ¢

A fim de garantir a existéncia e unicidade da equacao diferencial sobre
determinadas circunstancias, deve-se verificar se a fun¢ao é continua e Lipschitz.

Continuidade: A funcdo f(T) = —k(T — Tamp) € continua para todos T, por se
tratar de uma funcao linear™.

Condicdo de Lipschitz: Para mostrar que a funcao f(T) = —k(T — Tamp) é Lipschitz,
precisamos verificar se existe uma constante L tal que, para todos osT, e T,, a

seguinte desigualdade seja satisfeita:
|f (T0) = f(T2)] < L|ITy = T2]I.

{f(Tl) = —k(Ty — Tamp)
f(T2) = —k(T; — Tamp)

|f(T0) = F(T)| = |=k(T1 = Tamp) + k(T2 = Tamp)| = |=kT1 + kT2| = |k(T2 — T1)|-

Considerando L =k, temos que a funcdo € Lipschitz, o que garante a unicidade
da solu¢do no problema proposto.

Apesar de encontrarmos a solucdo analitica do modelo de temperatura, que
mostra como a temperatura do sistema converge para a temperatura ambiente ao
longo do tempo, devemos dispor do Teorema de Existéncia e Unicidade para garantir
que, para garantir que, para qualquer temperatura desejada, dada uma condi¢ao
inicial T(0) =T, , a solucao sempre existira e sera unica.

Em relacdo ao modelo, para um melhor entendimento, na Figura 5, emprega-se
a funcdo no software GeoGebra, definindo os seguintes parametros:

+ Funcdo g(t), taxa de resfriamento k =0.33; temperatura ambiente Tam» =25;

temperatura inicial T,= 100.

9 FungBes lineares tém a expressao f(T) = aT + b, onde a e bsdo constantes. Todas as fungdes lineares sdo continuas em todo
o dominio dos nimeros reais porque a opera¢do de multiplicagdo por uma constante e a adicdo de constantes sdo operagdes

continuas.

Ci e Nat., Santa Maria, v. 46, e88519, 2024



20 | Engenharia Didatica no estudo do Teorema da Existéncia e Unicidade...

~ . . Tamb
« Func¢do h(t), taxa de resfriamento k=0.33; temperatura ambiente =30;

temperatura inicial T, =120.

Figura 5 - Representa¢dao do modelo de temperatura e seu funcionamento conforme
temperaturas iniciais e de meio ambiente, a esquerda representacao conforme

condi¢des estabelecidas, e a direita utilizacdo da ferramenta rastro Geogebra

30 (120 30) ¢

o) =Be0-m) " i
Tz B(W-B)e?

ht) = 04 (120-3) ™)

= 30+{120-30) @

h(t) = 30+ (120 - 30) & 0%

Iniciar

Fonte: Elaborado pelos autores

Por meio daFigura 5, pode-se verificar como ocorre o controle de temperatura de
acordo com as condi¢bes de temperaturainicial, e da temperatura do ambiente, e-além
de como esta ultima afetara a temperatura que se almeja alcancar, o funcionamento
das maquinas e, assim, a tomada de decisao.

Situacao-Problema: Exemplificagdo de uma EDO que ndo possui sua solu¢ao
garantida pelo Teorema de Existéncia e Unicidade

Seja a equacado diferencial: dfi—(t")=\/m e y(xo) =0, encontre a solucao da
EDO e determine se essa solucao € unica.

Afinalidade dessa situacao problema é evidenciar as caracteristicas necessarias

que a funcdo continua na EDO deve dispor para a utilizagdo do Teorema.
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O aluno deve analisar as condi¢des necessarias, e verificar que a funcao nao
satisfaz as condi¢des do teorema, pois f ndo € lipschitziana na origem.

Para entender por que a funcdo raiz quadrada de modulo de, ndo é Lipschitz na
origem, emprega-se a definicdo de uma fun¢ao Lipschitz e o comportamento especifico

dessa funcao em torno da origem, isto &, y = 0.

1fC) = fWI = Lilx =yl

If(x) = F(O)] < L||x]l, como f(0) =0 e f(x) =/]x|

Queremos ver se existe uma constante L, tal que:

Jﬁsum:% <L

Para valores de proximos de O, ﬁ . se torna arbitrariamente grande. Assim,
ndo existe uma constante L que possa satisfazer a condicao de Lipschitz para todos
0s x proximos de 0.

Na Figura 6, apresenta-se visualmente que a derivada nao esta bem definida na
origem, apresentando assim uma concepc¢ao do que seria um ponto de singularidade
na funcao.

No entanto, embora essa equacdo diferencial ndo disponha de todas as
condi¢cdes necessarias do Teorema de Existéncia e Unicidade, a equa¢do admite
duas solu¢bes, embora ndo haja unicidade. Assim, a EDO também disp&e da solugao

tz
descrita por y(t) = 7 €3 solucdo trivial y(t) = 0.
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Figura 6 - Representacdo da funcao raiz quadrada de x (a esquerda) e a direita manifestacdo do intervalo

em que a funcdo disp8e de singularidade

Fonte: Elaborado pelos autores

5 CONCLUSAO

A utilizacdo da Engenharia Didatica no estudo do Teorema da Existéncia e
Unicidade de Equacdes Diferenciais Ordinarias, ocorreu nas etapas das analises prévias
e preliminares. A metodologia ED revelou-se uma abordagem eficaz para superar os
desafios didaticos frequentemente associados ao ensino desse tema complexo.

Por meio da estrutura da ED, identificou-se os principais obstaculos enfrentados
pelos alunos ao tentar compreender o Teorema de Existéncia e Unicidade de Solug¢des
deEDO eelaborou-se estratégias didaticas que pudessem promover uma compreensao

mais profunda e intuitiva do teorema.
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Dessa forma, as analises prévias permitiram uma compreensao detalhada do
problema didatico, incluindo a identificacao das dificuldades especificas dos alunos
e a definicdo de objetivos claros para o experimento. A analise de alguns estudos
acerca do ensino desse campo epistémico, forneceu insights que destacavam as
abordagens existentes e estabeleciam uma base sélida para o desenvolvimento de
novas estratégias.

Na fase de analise a priori, as hipoteses formuladas acerca dos obstaculos
no entendimento do teorema, auxiliaram a criacao e o planejamento das atividades
didaticas, garantindo que estas fossem direcionadas para abordar as dificuldades
identificadas. A implementacdo de tecnologias educacionais, como softwares de
simulacdo e visualizacdao grafica, mostrou-se particularmente eficaz em facilitar a
compreensao dos conceitos tedricos subjacentes ao teorema, buscando promover
uma interpretacao do teorema e de exemplos de aplicacdo.

As atividades didaticas desenvolvidas indicam que a utilizacao de abordagens
visuais e interativas pode contribuir para a compreensao qualitativa e quantitativa
do teorema pelos alunos. A possibilidade de manipular parametros e observar os
efeitos nas solu¢des das equacdes diferenciais permitiu aos alunos explorarem o
comportamento das solu¢des de maneira pratica e intuitiva.

Embora as atividades didaticas desenvolvidas até agora tenham demonstrado
que abordagensvisuais e interativas, como a manipula¢ao de parametros no GeoGebra,
contribuem significativamente para a compreensdo qualitativa e quantitativa do
teorema por parte dos alunos, a etapa de experimentacao direta com os alunos ainda
precisa ser realizada.

Essa experimentacao sera fundamental para verificar, de maneira pratica, como
esses recursos influenciam o entendimento dos conceitos de Equagdes Diferenciais
Ordinarias (EDO), permitindo uma analise mais aprofundada sobre o impacto
pedagogico das atividades e a adaptagao das estratégias conforme as respostas dos

alunos.
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Em resumo, a Engenharia Didatica, com suas fases de analise prévias e
preliminares, demonstrou ser uma metodologia robusta e eficaz para o ensino do
Teorema da Existéncia e Unicidade de Equag¢des Diferenciais Ordinarias. Devido
a estrutura da metodologia se pode desenvolver estratégias a fim de facilitar a
compreensdo dos alunos, e ofereceu uma base sélida para a continuidade da pesquisa

e para a aplicacdo de técnicas semelhantes em outros tépicos matematicos complexos.
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