
ISSN 2179-460X

Ci. e Nat., Santa Maria, v. 48, e83861, 2026• https://doi.org/10.5902/2179460X83861
Submissão: 26/05/2023 • Aprovação: 04/07/2025 • Publicação: 25/09/2026

Estat́ıstica

Bartlett’s correction in measurement errors models

Correção de Bartlett em modelos com erros nas variáveis
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RESUMO

Neste trabalho, abordamos a realização de testes em modelos de regressão linear simples (MRLS) com
erros nas variáveis, quando o tamanho da amostra é pequeno. Tais modelos são generalizações dos
modelos de regressão clássicos e tem sido aplicados em várias áreas como, por exemplo, na medicina e
na qúımica. A estat́ıstica da razão de verossimilhanças pode ser utilizada para realizar testes sobre os
parâmetros desses modelos. No entanto, em amostras pequenas, a distribuição qui-quadrado não
fornece uma boa aproximação para distribuição desta estat́ıstica, sob a hipotese nula. Assim,
constrúımos um fator de correção de Bartlett para o teste da razão de verossimilhanças que reduz a
distorção no tamanho do teste, visto que esta estat́ıstica modificada possui distribuição qui-quadrado
até um erro de ordem o(n−1), onde n é o tamanho da amostra. Uma vantagem da metodologia
empregada é que a expressão para a correção de Bartlett envolve somente operações simples de
matrizes e vetores. É apresentado um estudo de simulação com a comparação da estat́ıstica corrigida e
não corrigida. Os resultados numéricos favorecem o teste modificado. Para exemplificar a metodologia
proposta, mostramos uma aplicação com dados reais. Adicionalmente, desenvolvemos uma rotina
utilizando a linguagem R onde é posśıvel obter a estat́ıstica do teste da razão de verossimilhanças
corrigida por um fator de correção de Bartlett para o MRLS com erros nas variáveis.
Palavras-chave: Correção de Bartlett; Distribuição normal bivariada; Modelos com erros nas variáveis;
Regressão com amostra pequena

ABSTRACT

In this work, we address testing of simple linear regression models with errors in the variables when the
sample size is small. Such models are generalizations of classical regression models and have been
applied in various fields such as medicine and chemistry. The likelihood ratio statistic can be used to
perform tests on the parameters of these models. However, in small samples, the chi-squared
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distribution does not provide a acurate approximation for the distribution of this statistic under the null
hypothesis. Therefore, we construct a Bartlett correction factor for the likelihood ratio test to reduce the
distortion in test size, as this modified statistic has a chi-squared distribution up to an error of order
o(n−1), where n is the sample size. An advantage of the employed methodology is that the expression
for Bartlett’s correction involves only simple matrix and vector operations. We present a simulation
study comparing the corrected and uncorrected statistics. The numerical results favor the modified test.
To illustrate the proposed methodology, we demonstrate an application using real data. Additionally, we
develop a routine using the R language where it is possible to obtain the statistic for the likelihood ratio
test, corrected by a Bartlett correction factor, for the studied model.
Keywords: Bartlett correction; Bivariate normal distribution; Errors-in-Variables models;
Small-Sample regression

1 INTRODUÇÃO

Em problemas práticos existem situações em que a covariável é observada com
erro de mensuração. Neste caso, a covariável não é observada diretamente e então,
temos os modelos com erros de medição, também chamados de modelos com erros
nas variáveis (Fuller, 1987). Estes modelos são generalizações dos modelos de
regressão clássicos. Temos três classificações para os modelos com erros de medida,
são elas: estrutural, funcional e ultraestrutural. Se assumirmos que as covariáveis
não-observadas seguem uma distribuição de probabilidade temos o modelo
estrutural, neste caso, temos um problema de identificabilidade, para resolver
supõem-se que algumas variâncias ou funcões destas seja conhecidas (Chan & Mak,
1979). Quando as covariáveis são tratadas como parâmetros desconhecidos temos o
modelo funcional. O modelo ultraestrutural contempla tanto o modelo estrutural
quanto o funcional, veja (Fuller, 1987). Neste artigo, consideramos o modelo
estrutural.

Os modelos com erros nas variáveis podem ser aplicados nas áreas: medica
(Kulathinal et al., 2002), qúımica (Riu & Rius, 1996), mineração (Zavala et al., 2007),
entre outras. Um exemplo prático da utilidade destes modelos é apresentado por Aoki
et al. (2001) que realizaram um estudo onde o interesse é comparar a eficácia de dois
tipos de escovas de dentes na remoção de placa bacteriana; a covariável é o ı́ndice de
placa antes da escovação e a variável resposta é o ı́ndice de placa após a escovação.
Neste caso, é razoável supor que a covariável está sujeita a erros de medição, pois a
quantidade de placa bacteriana é avaliada imprecisamente e é determinada de forma
semelhante antes e após a escovação.
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Quando a amostra é pequena temos que as aproximações assintóticas de
primeira ordem nas quais testes estat́ısticos clássicos usualmente são baseados
podem ser pouco precisos. Em geral, esse é o caso do teste da razão de
verossimilhanças (Neyman & Pearson, 1928), cuja estat́ıstica tem distribuição
assintótica qui–quadrado sob a hipótese nula. Uma alternativa para resolver este
problema é usar teoria assintótica de alta ordem, que pode tornar métodos
inferenciais tradicionais mais precisos em pequenas amostras. A estat́ıstica da razão
de verossimilhanças, por exemplo, pode ser transformada para que tenha distribuição,
sob a hipótese nula, mais próxima da distribuição de referência do que a estat́ıstica
não transformada. Bartlett (1937, 1947, 1954) obteve correções para a estat́ıstica da
razão de verossimilhanças. Essa nova estat́ıstica admite um fator de correção simples,
que não depende do valor da estat́ıstica original. Em problemas regulares, a estat́ıstica
da razão de verossimilhanças tem distribuição qui-quadrado a menos de um erro de
ordem o(n−1/2) sob a hipótese nula, enquanto que a distribuição de sua versão
corrigida é qui-quadrado com erro de ordem o(n−1).

Mais detalhes sobre correções de Bartlett podem ser encontrados em Cordeiro
& Cribari-Neto (1996), que fornecem uma base teórica abrangente sobre o tema.
Aplicações dessas correções em diferentes contextos têm sido exploradas em diversos
trabalhos. Por exemplo, Aubin & Cordeiro (2000) investigam a aplicação de correções
de Bartlett em modelos lineares com matriz de covariância dos erros não escalar;
Wong (1991) considera testes com múltiplos coeficientes angulares; Bayer &
Cribari-Neto (2013) aplicam a correção no contexto de modelos de regressão beta;
Noma et al. (2018) propõem ajustes em metanálises em rede; e Melo et al. (2022)
desenvolvem refinamentos de ordem superior em modelos de regressão multivariada
do tipo Dirichlet. Trabalhos mais recentes continuam a explorar o uso da correção de
Bartlett em contextos diversos. Wong et al. (2025) propõem uma correção do tipo
Bartlett para testes de homogeneidade de médias sob a distribuição Normal Inversa;
Magalhães et al. (2024) desenvolvem ajustes em modelos lineares generalizados com
zero-ajustamento; Araújo et al. (2022) analisam correções de Bartlett e do tipo Bartlett
em modelos de regressão não linear heterocedásticos com distribuições simétricas.
Esses estudos reforçam a atualidade e a relevância da metodologia em diferentes
áreas da estat́ıstica aplicada. Tais contribuições evidenciam a ampla aplicabilidade das
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correções de Bartlett em distintas classes de modelos, o que destaca ainda mais a
importância do presente trabalho ao aplicar essa abordagem em modelos com erros
nas variáveis.

A correção de Bartlett tem sido amplamente utilizada para melhorar a
aproximação assintótica da estat́ıstica da razão de verossimilhanças, especialmente
em amostras pequenas. Recentemente, Melo et al. (2024) apresentaram uma
formulação geral da correção de Bartlett e do ajuste de Skovgaard em modelos de
regressão multivariada com parametrização geral, englobando, como casos
particulares, modelos com erros nas variáveis. O presente trabalho se insere nesse
contexto ao tratar especificamente do modelo de regressão linear simples com erro
nas variáveis, sob duas condições distintas de identificabilidade. A principal
contribuição está na dedução expĺıcita das expressões envolvidas na correção de
Bartlett para este modelo espećıfico, com o uso de notação matricial, bem como na
implementação computacional da metodologia em linguagem R, com código
disponibilizado publicamente. Tal abordagem facilita sua aplicação prática e amplia o
acesso de pesquisadores ao método, destacando sua relevância mesmo em modelos
aparentemente simples, mas que ainda carecem de rotinas prontas para uso.

O objetivo deste trabalho é obter a correção de Bartlett para modelos de
regressão linear simples com erro nas variáveis (com uma covariável), considerando
diferentes condições de identificabilidade. Além disso, desenvolvemos uma rotina em
R (R Development Core Team, 2022) que permite ajustar esse tipo de modelo e aplicar
a correção de Bartlett à estat́ıstica da razão de verossimilhanças, proporcionando
inferências mais precisas. Estudos de simulação são conduzidos para comparar o
desempenho dos testes tradicional e corrigido. Adicionalmente, utilizamos um
conjunto de dados reais para ilustrar a aplicação prática da metodologia proposta.

Neste trabalho, utiliza-se a correção de Bartlett aplicada à estat́ıstica da razão de
verossimilhanças com o objetivo de melhorar a qualidade inferencial em situações
com tamanho amostral reduzido. Em tais contextos, a aproximação assintótica da
estat́ıstica tradicional à distribuição qui-quadrado pode ser imprecisa, levando a
decisões incorretas. A correção de Bartlett reduz essa distorção, oferecendo maior
aderência à distribuição de referência sob a hipótese nula. Além disso, sua aplicação
ao modelo com erros nas variáveis é analiticamente viável e não compromete a
estrutura do teste, o que favorece sua adoção em práticas estat́ısticas.
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Este artigo está estruturado da seguinte forma: na Seção 2, apresentamos o
modelo de regressão com erros nas variáveis, a correção de Bartlett para a estat́ıstica
da razão de verossimilhanças é apresentado na Seção 3. Um estudo de simulação é
apresentado na Seção 4. Uma aplicação a dados reais é apresentado na Seção 5. Na
Seção 6 é apresentado uma rotina em linguagem R Development Core Team (2022)
para o cálculo das estat́ısticas da razão de verossimilhança corrigida por Bartlett. Na
Seção 7, as conclusões do trabalho são apresentadas.

2 MODELOS COM ERROS NAS VARIÁVEIS

Segundo Fuller (1987), o modelo de regressão linear simples é definido por
Yi = α+ βxi + ei, i = 1, 2, . . . , n,

adotando que a quantidade xi não é observada diretamente, temos então o modelo
linear com erros nas variáveis. Denotaremos tal erro por ui, então o valor que se observa
é Xi = xi + ui, i = 1, 2, . . . , n, sendo que
(i) E(ei) = 0, Var(ei) = σ2

e e Cov(ei, ej) = 0, i ̸= j;
(ii) E(ui) = 0, Var(ui) = σ2

u e Cov(ui, uj) = 0, i ̸= j;
(iii) E(xi) = µx e Var(xi) = σ2

x;
(iv) Cov(ei, ui) = Cov(xi, ei) = Cov(xi, ui) = 0.

O modelo também pode ser escrito na forma matricial, sendo dado por
Zi = δ +∆bi, i = 1, 2, . . . , n, (1)
com

Zi =

⎛⎝ Yi

Xi

⎞⎠ , δ =

⎛⎝ α

0

⎞⎠ , ∆ =

⎛⎝ β 1 0

1 0 1

⎞⎠ , bi =

⎛⎜⎜⎜⎝
xi

ei

ui

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Assumindo que os vetores b1, b2, . . . , bn são independentes e que cada bi tem
distribuição normal trivariada com vetor de médias η e matriz de covariâncias Ω

(bi ∼ N3(η,Ω)), com

η =

⎛⎜⎜⎜⎝
µx

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ e Ω =

⎛⎜⎜⎜⎝
σ2
x 0 0

0 σ2
e 0

0 0 σ2
u

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

o vetor aleatório Zi tem distribuição normal bivariada com vetor de médias µ = µ(θ) e
matriz de covariâncias Σ = Σ(θ) positiva definida, em que θ = (β, α, µx, σ

2
x, σ

2
u, σ

2
e)

⊤, ou
seja, Zi ∼ N2(µ,Σ), com µ = δ +∆η e Σ = ∆Ω∆⊤. Matricialmente, podemos escrever µ
e Σ da forma

µ =

⎛⎝ α + βµx

µx

⎞⎠ e Σ =

⎛⎝ β2σ2
x + σ2

e βσ2
x

βσ2
x σ2

x + σ2
u

⎞⎠ .

O modelo estrutural definido em (1) não é identificável, pois a relação entre o
vetor de parâmetros da distribuição de Zi e o vetor (β, α, µx, σ

2
x, σ

2
u, σ

2
e) não é um-a-um,

para mais detalhes ver Fuller (1987). A fim de contornar o problema de
não-identificabilidade, consideram-se suposições sobre as variâncias σ2

x e σ2
e . É comum

supor que a razão λe = σ2
e/σ

2
u ou λx = σ2

x/σ
2
u é conhecida, veja em Cheng & Van Ness

(1999). Aqui, consideramos inferências sob as duas suposições, isto é, admitimos,
separadamente, que as razões λe e λx são conhecidas, tendo como consequência
modificações no vetor θ e na matriz Σ, que são dadas por:

(i) se λe é conhecida, então

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

θ = (θ1, θ2, θ3, θ4, θ5)
⊤ = (β, α, µx, σ

2
x, σ

2
u)

⊤,

Σ =

⎛⎝ β2σ2
x + λeσ

2
u βσ2

x

βσ2
x σ2

x + σ2
u

⎞⎠ ,

(ii) se λx é conhecida, então

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

θ = (θ1, θ2, θ3, θ4, θ5)
⊤ = (β, α, µx, σ

2
u, σ

2
e)

⊤,

Σ =

⎛⎝ λxβ
2σ2

u + σ2
e λxβσ

2
u

λxβσ
2
u (λx + 1)σ2

u

⎞⎠ .
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Considerando uma amostra de tamanho n, onde é observado para cada unidade
os valores Yi e Xi, as estimativas de máxima verossimilhança são obtidas via logaritmo
da função de verossimilhança para o modelo, que é dada por

ℓ(θ) = −n
2
log |Σ| − 1

2

n∑︂
i=1

(zi − µ)⊤Σ−1(zi − µ),

sendo zi = (Yi, Xi)
⊤. Para estimação dos parâmetros do modelo com erros nas

variáveis podemos usar os métodos de ḿınimos quadrados, momentos e máxima
verossimilhança. Sob a suposição de normalidade os estimadores de método dos
momentos são os estimadores de máxima verossimilhança ajustados para graus de
liberdade (Fuller, 1987). Os estimadores de momentos são dados por: ˆ︁α = Y − ˆ︁βX eˆ︂µx = X. Quando λe é conhecida temos:
ˆ︁β =

SY Y − λeSXX + [(SY Y − λeSXX)
2 + 4λeS

2
XY ]

1/2

2SXY

, ˆ︁σ2
x =

SXYˆ︁β e ˆ︁σ2
u =

SY Y − 2ˆ︁βSXY + ˆ︁β2SXXˆ︁β2 + λe
.

Se λx é conhecida:
ˆ︁β =

SXY (λx + 1)

λxSXX

, ˆ︁σ2
u =

SXX

λx + 1
e ˆ︁σ2

e =
λx(SY Y SXX − S2

XY )− S2
XY

λxSXX

.

3 Correção de Bartlett para o modelo com erros nas variáveis

O vetor de parâmetros θ é particionado como θ = (ψ,ω⊤)⊤, sendo ψ o
parâmetro de interesse (escalar) e ω o vetor de parâmetros de perturbação. Neste
trabalho nosso interesse consiste em testar hipóteses da forma:
H0 : ψ = ψ(0) versus H1 : ψ ≠ ψ(0), em que ψ(0) é uma constante. Aqui, consideramos
ψ = θ1 = β e ω = (θ2, θ3, θ4, θ5)

⊤. O estimador de máxima verossimilhança irrestrito de θ

é denotado por ˆ︁θ = ( ˆ︁ψ, ˆ︁ω⊤)⊤ e o correspondente estimador sob a hipótese nula por˜︁θ = ( ˜︁ψ(0), ˜︁ω⊤)⊤. Usamos “ˆ︁” em matrizes e vetores para indicar que os mesmos são
avaliados nas estimativas de máxima verossimilhança irrestritas e “ ˜︁ ” quando são
avaliados nas estimativas de máxima verossimilhança sob a hipótese nula, por
exemplo, ˆ︁µ = µ(ˆ︁θ), ˜︁µ = µ(˜︁θ), ˆ︁Σ = Σ(ˆ︁θ) e ˜︁Σ = Σ(˜︁θ).
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A estat́ıstica da razão de verossimilhanças usual para o teste de H0 baseada na
função de verossimilhança é dada por

LR = 2
(︂
ℓ(ˆ︁θ)− ℓ(˜︁θ))︂ ,

em problemas regulares, está estat́ıstica converge para a distribuição χ2
1. Entretanto,

em pequenas amostras, a aproximação de primeira ordem pode não ser satisfatória.
Com o objetivo de melhorar esta aproximação, Bartlett (1937, 1947, 1954) propôs
multiplicar a estat́ıstica LR por uma constante, C−1, obtendo assim uma nova
estat́ıstica, conhecida como estat́ıstica da razão de verossimilhanças corrigida por
Bartlett:

LRB1 =
LR

C
.

Fatores de correção de Bartlett para a estat́ıstica da razão de verossimilhanças
também foram desenvolvidos em problemas regulares, esta nova estat́ıstica também
tem distribuição χ2

1 a menos de um erro de ordem n−2, sob H0, isto é,
P (LRB1 > xγ) = γ + o(n−1), enquanto que P (LR > xγ) = γ + o(n−1/2), em que xγ é o
quantil de ordem (1 − γ) da distribuição χ2

1; veja em Barndorff-Nielsen (1986). As
seguintes estat́ısticas de testes corrigidas por Bartlett são equivalentes e fornecem a
mesma ordem de precisão de LRB1 (Cordeiro & Cribari-Neto, 2014), sendo elas:

LRB2 = LR exp{1− C},

LRB3 = LR(2− C).

Uma expressão matricial para C em termos de cumulantes do logaritmo da
função de verossimilhança foi desenvolvida por Cordeiro (1993). Esta expressão é
dada por:
C = 1 + ϵ(p) − ϵ(p−1), (2)
onde ϵ(p) = tr [K−1(L−M −N)], com K sendo a matriz de informação de Fisher, a
inversa da matriz de informação de Fisher é denotada por K−1. Além disso, os
(r, s)-ésimos elementos das matrizes L, M e N são, respectivamente, Krs, Lrs, Mrs e Nrs,
com

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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Lrs = tr
(︁
K−1A(rs)

)︁
,

Mrs = −1

6
tr
(︁
K−1P (r)K−1P (s)

)︁
+ tr

(︁
K−1P (r)K−1[Q(s)]⊤

)︁
− tr

(︁
K−1Q(r)K−1Q(s)

)︁
,

Nrs = −1

4
tr
(︁
P (r)K−1

)︁
tr
(︁
P (s)K−1

)︁
+ tr

(︁
P (r)K−1

)︁
tr
(︁
Q(s)K−1

)︁
− tr

(︁
Q(r)K−1

)︁
tr
(︁
Q(s)K−1

)︁
.

Para o modelo com erros nas variáveis, definido por (1), temos que os (t, w)-ésimos
elementos das matrizes P (r), Q(s) e A(rs) são, respectivamente, P (r)

tw , Q(s)
tw e A(rs)

tw , com

P
(r)
tw = −n

2
tr
[︁
ΣθtθrΣθw + ΣθrΣθtθw + ΣθtΣθrθw + Σ−1Σθtθrθw + ΣθtθrθwΣ

]︁
−n{µ⊤

θtΣ
θwµθr + µ⊤

θrΣ
θtµθw + µ⊤

θtΣ
θrµθw + µ⊤

θtΣ
−1µθrθw + µ⊤

θrΣ
−1µθtθw

+µ⊤
θwΣ

−1µθtθr},

Q
(s)
tw = −n

2
tr
[︁
ΣθtθsΣθw + ΣθsθwΣθt + ΣθsΣθtθw + ΣθtΣθsθw + Σ−1Σθtθsθw + ΣθtθsθwΣ

]︁
−n{µ⊤

θsΣ
θtµθw + µ⊤

θwΣ
−1µθtθs + µ⊤

θsΣ
−1µθtθw},

A
(rs)
tw = −n

8
tr
(︁
ΣθrθwθtΣθs + 4ΣθsθrθtΣθw + ΣθrΣθwθtθs + ΣθwΣθrθtθs + ΣθtΣθrθwθs

+ΣθrθwΣθtθs + ΣθwθtΣθrθs + 5ΣθrθtΣθwθs + ΣθrθwθtθsΣ
)︁

−n
4

[︂
µ⊤

θrΣ
θwθsµθt + µ⊤

θrΣ
θwθtµθs − 3µ⊤

θrΣ
θtθsµθw − 3µ⊤

θwΣ
θrθsµθt

+µ⊤
θsΣ

θrθwµθt + µ⊤
θsΣ

θrθtµθw + µ⊤
θrΣ

θsµθwθt − 3µ⊤
θrΣ

θtµθwθs + µ⊤
θrΣ

θwµθtθs

+µ⊤
θsΣ

θrµθwθt + µ⊤
θsΣ

θwµθrθt + µ⊤
θsΣ

θtµθrθw + µ⊤
θtΣ

θwµθrθs − 3µ⊤
θtΣ

θrµθwθs

+µ⊤
θtΣ

θsµθrθw − 3µ⊤
θwΣ

θsµθrθt − 3µ⊤
θwΣ

θtµθrθs − 3µ⊤
θwΣ

θrµθtθs

+µ⊤
θrθwΣ

−1µθtθs − 3µ⊤
θrθtΣ

−1µθwθs + µ⊤
θwθtΣ

−1µθrθs

]︂
para r, s, t, w = 1, 2, . . . , p, com p = 5. Aqui, θr representa o r-ésimo elemento do vetor
θ, µθr e µθrθs são, respectivamente, derivadas de primeira e segunda ordem do vetor µ

com relação aos parâmetros. A mesma notação é usada para as derivadas da matriz

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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Σ. Temos que Σθr , Σθsθr e Σθtθsθr são derivadas de primeira, segunda e terceira ordem
da matriz Σ. Com relação a sua inversa temos que Σθr , Σθsθr , Σθtθsθr e Σθwθtθsθr são as
respectivas derivadas até quarta ordem de Σ−1. Essas derivadas são definidas a seguir.
Aqui, Σθr = −Σ−1ΣθrΣ

−1 e Σθsθr = −ΣθsΣθrΣ
−1 − Σ−1ΣθsθrΣ

−1 − Σ−1ΣθrΣ
θs . Além disso,

Σθtθsθr = −ΣθtθsΣθrΣ
−1 − ΣθsΣθtθrΣ

−1 − ΣθsΣθrΣ
θt − ΣθtΣθsθrΣ

−1 − Σ−1ΣθtθsθrΣ
−1

−Σ−1ΣθsθrΣ
θt − ΣθtΣθrΣ

θs − Σ−1ΣθtθrΣ
θs − Σ−1ΣθrΣ

θtθs

e
Σθwθtθsθr = −ΣθwθtθsΣθrΣ

−1 − ΣθtθsΣθwθrΣ
−1 − ΣθtθsΣθrΣ

θw − ΣθwθsΣθtθrΣ
−1

−ΣθsΣθwθtθrΣ
−1 − ΣθsΣθtθrΣ

θw − ΣθwθsΣθrΣ
θt − ΣθsΣθwθrΣ

θt

−ΣθsΣθrΣ
θwθt − ΣθtΣθwθsθrΣ

−1 − ΣθtΣθsθrΣ
θw − ΣθwΣθtθsθrΣ

−1

−Σ−1ΣθwθtθsθrΣ
−1 − Σ−1ΣθtθsθrΣ

θw − ΣθwΣθsθrΣ
θt − Σ−1ΣθwθsθrΣ

θt

−Σ−1ΣθsθrΣ
θwθt − ΣθwθtΣθrΣ

θs − ΣθtΣθwθrΣ
θs − ΣθtΣθrΣ

θwθs

−ΣθwΣθtθrΣ
θs − Σ−1ΣθwθtθrΣ

θs − Σ−1ΣθtθrΣ
θwθs − ΣθwΣθrΣ

θtθs

−Σ−1ΣθwθrΣ
θtθs − Σ−1ΣθrΣ

θwθtθs .

Para completar o cálculo de (2) definimos o (r, s)-ésimo elemento da matriz de
informação de Fisher K, dado por

Krs =
n

2
tr
(︁
ΣθsΣθr

)︁
− nµ⊤

θrΣ
−1µθs .

As derivadas até terceira ordem do vetor µ e da matriz Σ são nulas, exceto para
os casos abaixo.
Condição 1: Quando a razão λe = σ2

e/σ
2
u é conhecida temos os seguintes vetores de µ

que não são nulos: µθ1 = (1, 0)⊤, µθ2 = (µx, 0)
⊤, µθ3 = (β, 1)⊤, µθ3θ2 = µθ2θ3 = (1, 0)⊤, e as

seguintes matriz Σ que não são nulas

Σθ2 =

⎛⎝ 2βσ2
x σ2

x

σ2
x 0

⎞⎠ ,Σθ4 =

⎛⎝ β2 β

β 1

⎞⎠ ,Σθ5 =

⎛⎝ λe 0

0 1

⎞⎠ ,

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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Σθ2θ2 =

⎛⎝ 2σ2
x 0

0 0

⎞⎠ ,Σθ4θ2 = Σθ2θ4 =

⎛⎝ 2β 1

1 0

⎞⎠ ,

Σθ4θ2θ2 = Σθ2θ4θ2 = Σθ2θ2θ4 =

⎛⎝ 2 0

0 0

⎞⎠ .

Condição 2: Quando a razão λx = σ2
x/σ

2
u é conhecida, as derivadas do vetor µ são iguais

aos dados na Condição 1. Para as derivadas da matriz Σ que não são nulas temos:

Σθ2 =

⎛⎝ 2λxσ
2
uβ λxσ

2
u

λxσ
2
u 0

⎞⎠ ,Σθ4 =

⎛⎝ 1 0

0 0

⎞⎠ ,Σθ5 =

⎛⎝ β2λx βλx

βλx λx + 1

⎞⎠ ,

Σθ2θ2 =

⎛⎝ 2λxσ
2
u 0

0 0

⎞⎠ ,Σθ5θ2 = Σθ2θ5 =

⎛⎝ 2λxβ λx

λx 0

⎞⎠ ,

Σθ5θ2θ2 = Σθ2θ5θ2 = Σθ2θ2θ5 =

⎛⎝ 2λx 0

0 0

⎞⎠ .

Cabe destacar que a fórmula geral para o fator de correção de Bartlett utilizada
neste trabalho segue o desenvolvimento matricial apresentado em Cordeiro (1993). A
novidade do presente estudo consiste na obtenção expĺıcita dessas expressões para o
modelo com erro nas variáveis estruturais, sob duas diferentes condições de
identificabilidade, e na implementação prática dessa metodologia por meio de uma
rotina desenvolvida na linguagem R.

4 ESTUDO DO ERRO TIPO I

Com o intuito de verificar posśıveis melhorias nos testes da razão de
verossimilhanças corrigidos utilizando a teoria de Bartlett, estruturamos um estudo de
simulação com o objetivo de estimar a probabilidade do erro tipo I do teste H0: β = 1,
quando consideramos a estat́ıstica com (LRB1 , LRB2 e LRB3) e sem (LR) correção. Para
isso, a geração levou em cosideração as condições sob a hipótese nula e os ńıveis
nominais adotados foram γ = 1%, 5% e 10%.

As simulações foram baseadas em 10.000 (dez mil) repetições de Monte Carlo,
considerando amostras de tamanhos n = 10, 17, 20 e 50, adotando os valores dos
parâmetros como: α = −5, 851, µx = 19, 824, σ2

x = 14, 657, σ2
u = 2, 655 e σ2

e = 2, 0. Também
Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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consideramos os dois cenários de acordo com as condições de identificabilidade,
sendo a razão λe (λe = 1) ou λx (λx = 1) conhecida. Para cada cenário e tamanho
amostral, foi obtida a proporção de vezes que a hipótese nula foi rejeitada, para cada
estat́ıstica, os resultados são apresentados na Tabela 1.

Note que o teste baseado na estat́ıstica da razão de verossimilhanças original
(LR) sempre apresenta taxa de rejeição maior que o ńıvel de significância considerado,
isso para todos os tamanhos amostrais adotado no estudo. Os testes da razão de
verossimilhanças corrigidos através da correção de Bartlett (LRB1 , LRB2 e LRB3)
apresentam melhores desempenhos quando comparado com o teste da razão de
verossimilhanças original (LR), para todos as configurações em estudo, pois
apresentam taxas de rejeição mais próximas dos ńıveis nominais. Isso corrobora com
a teoria destacada, pois as estat́ısticas corrigidas apresentam ordem de convergência
o(n−1), enquanto que a estat́ıstica tradicional, a convergência é da ordem o(n−1/2).

Quando comparamos os cenários com λe ou λx conhecido, observamos que as
taxas de rejeição parecem não ser influenciadas, pois para todos os tamanhos amostrais
e ńıveis de confiança adotados, os resultados são próximos, não havendo uma grande
disparidade nos resultados.

Também é importante destacar que a medida que o tamanho da amostra
aumenta, os valores das taxas relacionadas a estat́ıstica tradicional (LR) se aproximam
dos ńıveis de significância nominal, como era esperado. Um exemplo, fixando λe

conhecida e γ = 10%, a sequência obtida é 14, 96, 12, 18, 11, 76, 11, 48 e 11, 04,
respectivamente para n = 10, 17, 20, 30 e , 50. Enquanto isso, as taxas para as
estat́ısticas corrigidas ocilam ao redor do ńıvel nominal.
Tabela 1 – Taxas de rejeições (em %) da hipótese H0: β = 1, para estat́ısticas com e semcorreção (Continua)

λe é conhecida λx é conhecida

n γ LR LRB1 LRB2 LRB3 LR LRB1 LRB2 LRB3

1% 2,30 1,05 0,94 0,82 2,38 1,22 1,15 1,05
10 5% 8,74 5,40 5,04 4,64 8,82 5,79 5,38 4,81

10% 14,96 10,44 9,93 9,28 14,90 10,53 10,16 9,63

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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Tabela 1 – Taxas de rejeições (em %) da hipótese H0: β = 1, para estat́ısticas com e semcorreção
λe é conhecida λx é conhecida

n γ LR LRB1 LRB2 LRB3 LR LRB1 LRB2 LRB3

1% 1,64 0,91 0,87 0,82 1,65 1,01 0,95 0,93
17 5% 6,88 5,02 4,95 4,83 6,56 5,01 4,94 4,87

10% 12,18 9,68 9,57 9,33 12,35 9,97 9,79 9,60
1% 1,48 1,04 1,03 1,00 1,39 0,86 0,82 0,79

20 5% 6,32 4,81 4,76 4,66 6,45 4,90 4,78 4,65
10% 11,76 9,63 9,49 9,36 12,19 9,93 9,82 9,70
1% 1,28 0,91 0,90 0,90 1,28 0,86 0,81 0,80

30 5% 5,73 4,85 4,80 4,79 5,83 4,85 4,83 4,81
10% 11,48 10,06 9,99 9,92 11,32 10,01 9,91 9,89
1% 1,25 1,00 0,99 0,98 1,38 1,16 1,16 1,14

50 5% 5,56 4,92 4,92 4,90 5,55 5,01 5,01 5,00
10% 11,04 10,13 10,10 10,06 11,30 10,44 10,44 10,38

Fonte: Autores (2023)

5 APLICAÇÃO COM DADOS REAIS

Apresentamos uma aplicação com dados reais para exemplificar a técnica
proposta. Os dados foram retirados do Fuller (1987), que por sua fez obteve junto a
Comissão de Conservação de Iowa. Os dados são relacionados ao número de faisões
(galinhas) em lowa, observados duas vezes durante o ano. Esses ı́ndices são baseados
no número médio de aves avistadas por observadores treinados que viajam por várias
rotas espećıficas no final de abril e ińıcio de maio, e novamente em agosto. As
observações foram feitas entre os anos de 1962 e 1976, totalizando 15 observações.

O interesse é relacionar os valores obtidos na primavera com os valores de
agosto, no entanto não se espera que a relação seja uma função linear perfeita, mas
se almeja obter uma relação razoável, sendo assim, adotamos o modelo descrito na
equação (1), sendo que a variável Xi é o número médio de aves avistada durante a
primavera e a variável Yi é o número médio de aves avistada em agosto, com
i = 1, 2, . . . , 15. Como destacado em Fuller (1987), ambas as medidas estão sujeitas a

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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erros por dois motivos, sendo eles: as rotas são uma amostra de todas as rotas
posśıveis em lowa, e não se pode esperar que os observadores avistem todos os
faisões ao longo da rota. Com isso justificamos a utilização do modelo com erros nas
variáveis.

A escolha desse conjunto de dados foi feita de forma emṕırica, após a avaliação
de diferentes bases, com o objetivo de selecionar uma que evidenciasse de forma clara
a diferença entre as decisões obtidas com a estat́ıstica da razão de verossimilhanças
tradicional (LR) e suas versões corrigidas por Bartlett. Essa abordagem busca destacar,
de maneira prática, a relevância da correção proposta, especialmente em situações com
tamanho amostral reduzido.

Com base em outras análises, estima-se que a variância do erro para a
contagem da primavera seja de, aproximadamente, seis vezes maior do que em
agosto. Assim, consideramos λe = 6−1 conhecida. Logo, o conjunto de parâmetros a
ser estidado é θ = (θ1, θ2, θ3, θ4, θ5)

⊤ = (β, α, µx, σ
2
x, σ

2
u)

⊤. Após a utilização do método de
máxima verossimilhança, obtemos β̂ = 0, 752, α̂ = 1, 116, µ̂x = 10, 047, σ̂2

x = 2, 920 e
σ̂2
u = 0, 459.

Agora nosso objetivo é verificar se β pode ser 1, para isso vamos proceder o teste
de hipóteses dado por H0 : β = 1. As estat́ısticas de teste utilizadas são: a razão de
verossimilhanças (LR) e suas versões corrigidas por Bartlett (LRB1 , LRB2 e LRB3). O valor
da estat́ıstica, juntamente com o valor-p, são apresentados na Tabela 2.
Tabela 2 – Resumo das estat́ıstica do teste H0: β = 1

Estat́ıstica Valor Valor-p

LR 4,172 0,041
LRB1

2,320 0,128
LRB2 1,880 0,170
LRB3

0,845 0,358
Fonte: Autores (2023)

Observamos que a estat́ıstica da razão de verossimilhanças tradicional (LR)
apresenta valor-p= 0, 041, indicando assim a rejeição de H0 : β = 1, ao ńıvel de 5% de
significância. Enquanto que as estat́ısticas corrigidas indicam a não rejeição da
hipótese nula, também ao ńıvel de significância de 5%. De acordo com toda a teória
apresentada e o estudo de simulação destacado, tal resultado não é surpreendente,
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visto que para tamanho amostral pequeno, a estat́ıstica tradicional apresenta maior
proporção de rejeição da hipótese nula do que o valor do ńıvel de significância
especificado.

Os resultados apresentados têm implicações práticas relevantes, especialmente
em contextos nos quais a amostra dispońıvel é pequena e os dados estão sujeitos a
erros de mensuração. Por exemplo, em estudos médicos, nos quais coletas de dados
com alta precisão podem ser dif́ıceis e onerosas, o uso dos testes corrigidos pela
metodologia proposta pode proporcionar inferências mais confiáveis. O mesmo se
aplica a áreas como a qúımica anaĺıtica ou as ciências ambientais, nas quais variáveis
explicativas frequentemente apresentam incertezas. Dessa forma, a adoção da
correção de Bartlett pode melhorar substancialmente a qualidade das decisões
baseadas em testes estat́ısticos, contribuindo para análises mais robustas em diversas
áreas aplicadas.

6 ROTINA PARA O CÁLCULO DA ESTAT́ISTICA CORRIGIDA

Com o objetivo de facilitar a utilização do modelo com erros nas variáveis,
juntamente com o teste da razão de verossimilhanças corrigido, constrúımos uma
rotina na linguagem R Development Core Team (2022) e disponibilizamos no
repositório GitHub https://github.com/Kaique-fhs/bartlett. A rotina apresenta
apenas a função MEM, mas com ela é posśıvel obter as estimativas dos parâmetros do
modelo com erros nas variáveis, juntamente com a estat́ıstica da razão de
verossimilhanças (LR) e suas versões corrigidas por Bartlett (LR B1, LR B2 e LR B3). Os
argumentos da função são:

- formula: um objeto da classe “formula”, sendo uma descrição simbólica do modelo a
ser ajustado.

- lambda x: um escalar, sendo dado pela razão entre Var(x i) e Var(u i), com default igual
a FALSE.

- lambda e: um escalar, sendo dado pela razão entre Var(e i) e Var(u i), com default igual
a FALSE. É necessário que lambda x ou lambda e seja declarado.

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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- beta til: um escalar, valor da hipótese nula do teste da razão de verossimilhanças,
ou seja H0 : β = beta til.

- Correction: um valor lógico, se TRUE, a sáıda irá imprimir as estat́ısticas corrigidas e
os respectivos valor-p. Mas se FALSE, as estat́ısticas corrigidas não serão
apresentadas.
Uma alternativa para acessar as rotinas no repositório GitHub é utilizando o

pacote devtools. A exemplificação da rotina usando os dados descritos na Seção 5 é
apresentada a seguir:

> install.packages("devtools")

> library(devtools)

> install github("Kaique-fhs/bartlett")

> library(bartlett)

> x <- c(9, 6.6, 12.3, 11.9, 11.9, 12, 9.6, 7.5, 10.9, 10.4, 10.2, 7.4,

11, 11.8, 8.2)

> y <- c(8, 6, 9.8, 10.8, 9.7, 9.3, 9.2, 6.9, 8.1, 8.7, 8.7, 7.4, 10.1,

10, 7.3)

> MEM(y ∼ x, lambda e = 1/6, Correction = TRUE)

Call:

MEM( formula = y ∼ x, = lambda e = 0.1666667 Correction = TRUE)

Coefficients:

. Estimate Estimate H0 LR P Value LR

(Intercept) 1.1158 -1.38 4.1718 4.11e-02

x 0.7516 1.00 --- *

Bartlett’s correction:

Statistics Value P Value .

LR 4.1718 4.11e-02 *

LR B1 2.3209 1.28e-01

LR B2 1.8792 1.7e-01

LR B3 0.8448 3.58e-01
---
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Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Multiple R-squared: 0.826 , Mean of x: 10.04667 , Mean of y: 8.666667

Sigma x: 2.92 considering the null hypothesis: 1.787

Sigma u: 0.459 considering the null hypothesis: 0.614

Como é posśıvel de se observar, a utilização da rotina disponibilizada é um
facilitador para a utilização do teste da razão de verossimilhanças corrigida, quando o
modelo com erros nas variáveis é empregado para amostras pequenas ou moderadas.

7 CONCLUSÕES

Neste trabalho obtivemos expressões matriciais para a correção de Bartlett no
modelo de regressão linear simples com erros nas variáveis. A expressão encontrada
para este ajuste é uma fórmula que envolve operações de vetores e matrizes.
Comparamos os desempenhos dos testes baseados nas estat́ısticas da razão de
verossimilhanças original e corrigida, através de simulação de Monte Carlo.
Observamos que o teste corrigido proposto apresenta desempenho superior ao teste
tradicional, especialmente em amostras pequenas. Usamos um conjunto de dados
reais para ilustrar a teoria estudada, o que resultou em decisões distintas entre as
versões original e corrigidas da estat́ıstica. Além disso, disponibilizamos uma rotina
para a correção de Bartlett em linguagem R, no repositório GitHub, facilitando sua
aplicação prática.

Os achados deste estudo reforçam a efetividade da correção de Bartlett na
melhoria da qualidade inferencial em amostras pequenas e demonstram sua
viabilidade prática em modelos com erros nas variáveis — uma abordagem ainda
pouco explorada em aplicações emṕıricas. A disponibilização da rotina em R amplia o
potencial de uso da metodologia, tornando-a acesśıvel a pesquisadores de diferentes
áreas. Além disso, os resultados estão em consonância com a literatura, como
demonstrado por Cordeiro & Cribari-Neto (1996, 2014), Bayer & Cribari-Neto (2013),
Noma et al. (2018) e Melo et al. (2022), que evidenciam os benef́ıcios de correções
assintóticas de ordem superior para a inferência estat́ıstica.
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A principal contribuição deste trabalho está na adaptação e explicitação
das expressões de correção de Bartlett para o modelo com erros nas variáveis em
regressão linear simples, sob diferentes suposições de identificabilidade, além da
disponibilização de uma rotina computacional que facilita a aplicação
prática desse ajuste.
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