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RESUMO

Neste trabalho, abordamos a realizacdo de testes em modelos de regressao linear simples (MRLS) com
erros nas variaveis, quando o tamanho da amostra é pequeno. Tais modelos sdo generaliza¢Ges dos
modelos de regressado classicos e tem sido aplicados em varias areas como, por exemplo, na medicina e
na quimica. A estatistica da razao de verossimilhancas pode ser utilizada para realizar testes sobre os
parametros desses modelos. No entanto, em amostras pequenas, a distribuicdo qui-quadrado nao
fornece uma boa aproximacdo para distribuicdo desta estatistica, sob a hipotese nula. Assim,
construimos um fator de correcdo de Bartlett para o teste da razao de verossimilhancas que reduz a
distorcdo no tamanho do teste, visto que esta estatistica modificada possui distribuicdo qui-quadrado
até um erro de ordem o(n!), onde n é o tamanho da amostra. Uma vantagem da metodologia
empregada é que a expressao para a correcdo de Bartlett envolve somente operacdes simples de
matrizes e vetores. E apresentado um estudo de simulacdo com a comparacdo da estatistica corrigida e
ndo corrigida. Os resultados numéricos favorecem o teste modificado. Para exemplificar a metodologia
proposta, mostramos uma aplicagdo com dados reais. Adicionalmente, desenvolvemos uma rotina
utilizando a linguagem R onde é possivel obter a estatistica do teste da razdo de verossimilhangas
corrigida por um fator de corre¢do de Bartlett para o MRLS com erros nas variaveis.

Palavras-chave: Correcdo de Bartlett; Distribuicdo normal bivariada; Modelos com erros nas variaveis;
Regressao com amostra pequena

ABSTRACT

In this work, we address testing of simple linear regression models with errors in the variables when the
sample size is small. Such models are generalizations of classical regression models and have been
applied in various fields such as medicine and chemistry. The likelihood ratio statistic can be used to
perform tests on the parameters of these models. However, in small samples, the chi-squared
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distribution does not provide a acurate approximation for the distribution of this statistic under the null
hypothesis. Therefore, we construct a Bartlett correction factor for the likelihood ratio test to reduce the
distortion in test size, as this modified statistic has a chi-squared distribution up to an error of order
o(n™1), where n is the sample size. An advantage of the employed methodology is that the expression
for Bartlett's correction involves only simple matrix and vector operations. We present a simulation
study comparing the corrected and uncorrected statistics. The numerical results favor the modified test.
To illustrate the proposed methodology, we demonstrate an application using real data. Additionally, we
develop a routine using the R language where it is possible to obtain the statistic for the likelihood ratio
test, corrected by a Bartlett correction factor, for the studied model.

Keywords: Bartlett correction; Bivariate normal distribution;  Errors-in-Variables models;
Small-Sample regression

1 INTRODUCAO

Em problemas praticos existem situacfes em que a covariavel € observada com
erro de mensuracdo. Neste caso, a covariavel ndo € observada diretamente e entao,
temos os modelos com erros de medicao, também chamados de modelos com erros
nas variaveis (Fuller, 1987). Estes modelos sdao generalizacdes dos modelos de
regressao classicos. Temos trés classificacdes para os modelos com erros de medida,
sdo elas: estrutural, funcional e ultraestrutural. Se assumirmos que as covariaveis
ndo-observadas seguem uma distribuicdo de probabilidade temos o modelo
estrutural, neste caso, temos um problema de identificabilidade, para resolver
supdem-se que algumas variancias ou funcdes destas seja conhecidas (Chan & Mak,
1979). Quando as covariaveis sao tratadas como parametros desconhecidos temos o
modelo funcional. O modelo ultraestrutural contempla tanto o modelo estrutural
quanto o funcional, veja (Fuller, 1987). Neste artigo, consideramos o modelo
estrutural.

Os modelos com erros nas variaveis podem ser aplicados nas areas: medica
(Kulathinal et al., 2002), quimica (Riu & Rius, 1996), mineracdo (Zavala et al., 2007),
entre outras. Um exemplo pratico da utilidade destes modelos é apresentado por Aoki
et al. (2001) que realizaram um estudo onde o interesse é comparar a eficacia de dois
tipos de escovas de dentes na remocdo de placa bacteriana; a covariavel é o indice de
placa antes da escovacao e a variavel resposta € o indice de placa apds a escovagao.
Neste caso, é razoavel supor que a covariavel esta sujeita a erros de medigdo, pois a
quantidade de placa bacteriana é avaliada imprecisamente e é determinada de forma

semelhante antes e ap6s a escovacao.
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Quando a amostra é pequena temos que as aproximac¢fes assintéticas de
primeira ordem nas quais testes estatisticos classicos usualmente sdo baseados
podem ser pouco precisos. Em geral, esse € o caso do teste da razao de
verossimilhancas (Neyman & Pearson, 1928), cuja estatistica tem distribuicdo
assintética qui-quadrado sob a hipdtese nula. Uma alternativa para resolver este
problema é usar teoria assintotica de alta ordem, que pode tornar métodos
inferenciais tradicionais mais precisos em pequenas amostras. A estatistica da razao
de verossimilhancas, por exemplo, pode ser transformada para que tenha distribuicao,
sob a hipotese nula, mais préxima da distribuicdo de referéncia do que a estatistica
nao transformada. Bartlett (1937, 1947, 1954) obteve correcdes para a estatistica da
razao de verossimilhancas. Essa nova estatistica admite um fator de correcao simples,
gue ndo depende do valor da estatistica original. Em problemas regulares, a estatistica
da razdo de verossimilhancas tem distribuicdo qui-quadrado a menos de um erro de
ordem o(n~'/?) sob a hipotese nula, enquanto que a distribuicdo de sua versdo
corrigida é qui-quadrado com erro de ordem o(n™1!).

Mais detalhes sobre correcdes de Bartlett podem ser encontrados em Cordeiro
& Cribari-Neto (1996), que fornecem uma base tebrica abrangente sobre o tema.
AplicacBes dessas correcdes em diferentes contextos tém sido exploradas em diversos
trabalhos. Por exemplo, Aubin & Cordeiro (2000) investigam a aplicacdo de correcdes
de Bartlett em modelos lineares com matriz de covariancia dos erros ndo escalar;
Wong (1991) considera testes com multiplos coeficientes angulares; Bayer &
Cribari-Neto (2013) aplicam a correcdo no contexto de modelos de regressao beta;
Noma et al. (2018) propSem ajustes em metanalises em rede; e Melo et al. (2022)
desenvolvem refinamentos de ordem superior em modelos de regressao multivariada
do tipo Dirichlet. Trabalhos mais recentes continuam a explorar o uso da correcao de
Bartlett em contextos diversos. Wong et al. (2025) propdem uma correcdo do tipo
Bartlett para testes de homogeneidade de médias sob a distribuicdo Normal Inversa;
Magalhaes et al. (2024) desenvolvem ajustes em modelos lineares generalizados com
zero-ajustamento; Araujo et al. (2022) analisam correcdes de Bartlett e do tipo Bartlett
em modelos de regressdo ndo linear heterocedasticos com distribui¢cdes simétricas.
Esses estudos reforcam a atualidade e a relevancia da metodologia em diferentes

areas da estatistica aplicada. Tais contribuicdes evidenciam a ampla aplicabilidade das
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correcdes de Bartlett em distintas classes de modelos, o que destaca ainda mais a
importancia do presente trabalho ao aplicar essa abordagem em modelos com erros
nas variaveis.

A correcao de Bartlett tem sido amplamente utilizada para melhorar a
aproximacdo assintética da estatistica da razao de verossimilhancas, especialmente
em amostras pequenas. Recentemente, Melo et al. (2024) apresentaram uma
formulacdo geral da correcdo de Bartlett e do ajuste de Skovgaard em modelos de
regressao multivariada com parametrizacdao geral, englobando, como casos
particulares, modelos com erros nas variaveis. O presente trabalho se insere nesse
contexto ao tratar especificamente do modelo de regressao linear simples com erro
nas variaveis, sob duas condi¢des distintas de identificabilidade. A principal
contribuicdo esta na deducgdo explicita das expressfes envolvidas na correcao de
Bartlett para este modelo especifico, com o uso de notacdo matricial, bem como na
implementacdao computacional da metodologia em linguagem R, com codigo
disponibilizado publicamente. Tal abordagem facilita sua aplicacdo pratica e amplia o
acesso de pesquisadores ao método, destacando sua relevancia mesmo em modelos
aparentemente simples, mas que ainda carecem de rotinas prontas para uso.

O objetivo deste trabalho é obter a correcdo de Bartlett para modelos de
regressao linear simples com erro nas variaveis (com uma covariavel), considerando
diferentes condi¢des de identificabilidade. Além disso, desenvolvemos uma rotina em
R (R Development Core Team, 2022) que permite ajustar esse tipo de modelo e aplicar
a correcao de Bartlett a estatistica da razdao de verossimilhancas, proporcionando
inferéncias mais precisas. Estudos de simula¢do sdo conduzidos para comparar o
desempenho dos testes tradicional e corrigido. Adicionalmente, utilizamos um
conjunto de dados reais para ilustrar a aplicacdo pratica da metodologia proposta.

Neste trabalho, utiliza-se a correcdo de Bartlett aplicada a estatistica da razdo de
verossimilhancas com o objetivo de melhorar a qualidade inferencial em situa¢des
com tamanho amostral reduzido. Em tais contextos, a aproximacao assintética da
estatistica tradicional a distribuicdo qui-quadrado pode ser imprecisa, levando a
decisbes incorretas. A correcdo de Bartlett reduz essa distor¢ao, oferecendo maior
aderéncia a distribuicdo de referéncia sob a hipétese nula. Além disso, sua aplicagao
ao modelo com erros nas variaveis € analiticamente viavel e ndo compromete a

estrutura do teste, o que favorece sua ado¢dao em praticas estatisticas.
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Este artigo estd estruturado da seguinte forma: na Secdo 2, apresentamos o
modelo de regressao com erros nas variaveis, a correcao de Bartlett para a estatistica
da razdo de verossimilhancas é apresentado na Secdo 3. Um estudo de simulagao é
apresentado na Secdo 4. Uma aplicacdo a dados reais € apresentado na Secdo 5. Na
Secdo 6 é apresentado uma rotina em linguagem R Development Core Team (2022)
para o calculo das estatisticas da razdo de verossimilhanca corrigida por Bartlett. Na

Secdo 7, as conclusdes do trabalho sao apresentadas.

2 MODELOS COM ERROS NAS VARIAVEIS

Segundo Fuller (1987), o modelo de regressao linear simples é definido por

Yi=a+px;+e,1=1,2,...,n,

adotando que a quantidade z; ndo é observada diretamente, temos entdao o modelo
linear com erros nas variaveis. Denotaremos tal erro por ;, entdo o valor que se observa
éX;, =z +u,i=1,2,...,n sendo que

(i) E(e;) =0, Var(e;) = 02 e Cov(e;, ej) =0, # j;

(i) E(u;) =0, Var(u;) = o2 e Cov(u;,u;) = 0,1 # j;

(iii) E(x;) = p, e Var(z;) = o

(iv) Cov(e;, u;) = Cov(z;, e;) = Cov(zy,u;) = 0.

O modelo também pode ser escrito na forma matricial, sendo dado por

Zi:(S—FAbZ',Z':]_,Q,...,TL, (1)
com
i
Y; Q 6 1 0
Zz: s 0= y A= s bz: €;
X; 1 01
Uj
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Assumindo que os vetores by, b,,...,b, sao independentes e que cada b; tem
distribuicdo normal trivariada com vetor de meédias n e matriz de covariancias 2
(b; ~ N3(n,$2)), com

i op 0 0
n=1| 0 e Q=10 o> 0 |,
0 0 0 o2

u

o vetor aleatério Z; tem distribuicdo normal bivariada com vetor de médias p = u(0) e
matriz de covariancias ¥ = Y(0) positiva definida, em que 0 = (3, a, ., 0%,02,02) ", ou
seja, Z; ~ No(p, X)), com p =8 + An e ¥ = AQAT. Matricialmente, podemos escrever u
e Y da forma

a + B Broy+ol  Po;
IJ,: eE:

o po; o +o,

O modelo estrutural definido em (1) ndo é identificavel, pois a relacdo entre o
vetor de parametros da distribuicdo de Z; e o vetor (8, a, pi, 0%, 0%, 0%) ndo é um-a-um,
para mais detalhes ver Fuller (1987). A fim de contornar o problema de
n3o-identificabilidade, consideram-se suposicdes sobre as variancias o2 e 2. E comum
supor que a razao A\, = o2/a% ou \, = o%/02 é conhecida, veja em Cheng & Van Ness
(1999). Aqui, consideramos inferéncias sob as duas suposicdes, isto &€, admitimos,
separadamente, que as razdes \. e )\, sao conhecidas, tendo como consequéncia
modificacdes no vetor 8 e na matriz ¥, que sdo dadas por:

)
9 = (617 927 937 647 95>T = (57 Q, Mgy 09207 03)T7
(i) se \. é conhecida, entdo
- B20% + \o? Bag
o2 oz + o,

0 = (91’92’93,94’95)1' = (ﬁ?aaﬂxaoj JZ)Tv

u’ e

(ii) se \, é conhecida, entdo
N0+ 0% N\ Bo?

)\xﬁai (e + 1)02

M=

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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Considerando uma amostra de tamanho n, onde é observado para cada unidade
os valores Y; e X;, as estimativas de maxima verossimilhanca sao obtidas via logaritmo
da funcao de verossimilhanca para o modelo, que é dada por

(0) =~ og 5] — 5 3"z~ ) 57 (21— ),
=1
sendo z; = (Y;,X;)". Para estimacdo dos parametros do modelo com erros nas
variaveis podemos usar os métodos de minimos quadrados, momentos e maxima
verossimilhanca. Sob a suposicdo de normalidade os estimadores de método dos
momentos sdo os estimadores de maxima verossimilhanca ajustados para graus de
liberdade (Fuller, 1987). Os estimadores de momentos sdo dados por: @ = Y — 57 e

I = X. Quando )\, é conhecida temos:

B\ _ Syy — )\eSXX + [(Syy — )\eSXx)Q + 4)\6‘3?(}/]1/2 32 _ Sxy e 6’2 _ SYY - 2B\SXY + B\QSXX
B B2+ A '

u

2S5xy

Se )\, é conhecida:

G- Sxy (Ae + 1)7 52 = Sx x e 52— Ae(SyySxx — Sky) — S_%(Y.
)‘xSXX

AxSXX

3 Correcao de Bartlett para o modelo com erros nas variaveis

O vetor de parametros 0 é particionado como 8 = (¢,w')", sendo ¢ 0
parametro de interesse (escalar) e w o vetor de parametros de perturbacdo. Neste
trabalho nosso interesse consiste em testar hip6teses da forma:
Ho 1 = PO versus Hy ¥ # ¢, em que () é uma constante. Aqui, consideramos
V=10, =pew=(0,0s0,05)". O estimador de maxima verossimilhanca irrestrito de 6
é denotado por 6 = (¢/,&')" e o correspondente estimador sob a hipétese nula por
6 = (¥,&")T. Usamos “~" em matrizes e vetores para indicar que 0s mesmos s3o
avaliados nas estimativas de maxima verossimilhanca irrestritas e “~"” quando sao
avaliados nas estimativas de maxima verossimilhanca sob a hipétese nula, por
exemplo, fi = (), i = pn(6), S = $(8) e & = X(6).

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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A estatistica da razao de verossimilhancas usual para o teste de H, baseada na

funcao de verossimilhanca é dada por
LR =2 (5(5) - €(5)> ,

em problemas regulares, esta estatistica converge para a distribuicdo x?. Entretanto,
em pequenas amostras, a aproximacao de primeira ordem pode ndo ser satisfatoria.
Com o objetivo de melhorar esta aproximacdo, Bartlett (1937, 1947, 1954) prop0s
multiplicar a estatistica LR por uma constante, C~!, obtendo assim uma nova
estatistica, conhecida como estatistica da razdo de verossimilhancas corrigida por

Bartlett:
LR

LRp, =

Fatores de correcao de Bartlett para a estatistica da razdo de verossimilhangas
também foram desenvolvidos em problemas regulares, esta nova estatistica também
tem distribuicdo x? a menos de um erro de ordem n% sob H, isto &,
P(LRp, > z,) = v+ o(n~'), enquanto que P(LR > x,) = v + o(n~%/?), em que z, é 0
quantil de ordem (1 — v) da distribuicdo x?; veja em Barndorff-Nielsen (1986). As
seguintes estatisticas de testes corrigidas por Bartlett sdo equivalentes e fornecem a

mesma ordem de precisdo de LRp, (Cordeiro & Cribari-Neto, 2014), sendo elas:

LRp, = LRexp{l-C},
LRy, = LR(2-0C).

Uma expressdao matricial para C em termos de cumulantes do logaritmo da
funcdo de verossimilhanca foi desenvolvida por Cordeiro (1993). Esta expressao é

dada por:
C=1+ep) —cp) (2)

onde ¢, = tr[K~'(L— M — N)], com K sendo a matriz de informacdo de Fisher, a
inversa da matriz de informacdo de Fisher é denotada por K~!. Além disso, os
(r, s)-ésimos elementos das matrizes L, M e N sdo, respectivamente, K,,, L,;, M,; € N,,,

com

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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L, = tr (KA,
M,y = —étr (K'POKTPE) +tr (KT POKTQWIT) —tr (K'QWEK'QY),
N = —ptr (POE) tr (POK) 4t (POR r (QUE ™) —tr (QVK )

tr (QWK™).

Para o modelo com erros nas variaveis, definido por (1), temos que 0s (¢, w)-€simos

elementos das matrizes P, Q¥ e A s3o, respectivamente, P, Q) e A"®), com

tw 1

Py = _gtr (27 %y, + 7 S0, + 2" Tg,0, + 27 S0,0, + X5
—n{ 414, X% o, + g, X" 1o, + 119, 5" pro,, + 19,5 16,0, + 16,5 t16,0,,

+1tg, X ig,0, }

S n —
Q= =gt B %, + 20T, + X, + 200, + 37 g0, + 2"

—n{ g, 2% 1o, + 1o, S Hos0, + 1o, X 10,00 }

Agus) _ —gtr (OOREES S SULS SIS S0 SHPNED L0 SRS 5.5 s
+57% 5,0, + X705, 9, + 5L 5y, 4, + LI 00T)
213, = g, 4 g, S0 g, = 31, 5 g, — 3415, S g,
g, 2000 g, + g S g, + g, X% g6, — 31, X7 g0, + 129,57 11,0,
g, X7 g 0, + 1o, 50 Koo, + 1, 5" B0, + 19,57 1,0, — 319,57 11g,,
g, 2" g 0, — 319, 5" tg 6, — 3129, %" Ko, — 319, " Mg,

‘Hietawzflﬂetes - 3u;0t271“0w03 + Ngwatzfllia,ﬁes]

parar,s,t,w =1,2,...,p, comp = 5. Aqui, 6, representa o r-ésimo elemento do vetor
0, 16, € 1,0, SA0, respectivamente, derivadas de primeira e segunda ordem do vetor u

com relagdo aos parametros. A mesma notac¢ao é usada para as derivadas da matriz

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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Y. Temos que Xy, Y., € Yg,9.9, SA0 derivadas de primeira, segunda e terceira ordem
da matriz 3. Com relacdo a sua inversa temos que X9, ¥0:0 530:0:0- @ 3000950 550 as
respectivas derivadas até quarta ordem de X!, Essas derivadas sdo definidas a seguir.
Aqui, X0 = 3713, 7t e b = 3033y ¥ — 371y, o BT — BN, 3%, Além disso,

PILCLUES S DA JPID DD DL ID DREED DL IVID LR 3D SPIPID DRI Dt SRS D

B YAED IS NS 3L Y/ID DLSIEED Yk DPIPID DLCEED Dt VIS DCLe

Zewetesor — _EGthGSZOTzfl o Eeteszewerz—l . Eeteszgrzew o 29”9529%271
—Egszeweterz_l . Zeszeterzew _ Eeweszgrzet _ Eeszewerget
—5% 5, 2% — 5% 0,0, 57" — B% 50,6, 5% — X7 Tp,0,0, 57"
YT 000,62 — 2T 8,00, 80 — X003y o 2O BTN g B0
S YR YIS RCLCD » L0 YPID DCRNED YLD DPRPID DA L DPID DCLe
N NCDIWID IS Yutd IPIFID DILESED Drd SAWED DUCLLID DU 3D Ml

— Y71 5,6, X% — BTy, 0wl

Para completar o calculo de (2) definimos o (r, s)-ésimo elemento da matriz de

informacdo de Fisher K, dado por

K, = Etr (ZGSZHT) — nugZ_l,ugs.
2 T
As derivadas até terceira ordem do vetor p e da matriz ¥ sdo nulas, exceto para

0S casos abaixo.

Condi¢do 1: Quando a razdo \. = o¢2/c? é conhecida temos os seguintes vetores de

que nao sao nulos: Mo, = (1’0)T' Koy = (MMO)TI Koz = (5’ 1>T' Hos62 = Hoz03 = (170>T' € as

seguintes matriz ¥ que ndo sao nulas

2802 o2 B? B A O
E6’2 = 7294 = 7295 = )
o2 0 5 1 0 1

Ci. e Nat., Santa Maria, v.48, e83861, 2026
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202 0 28 1
29292 = 720492 = 29294 - )
0 0 1 0
2 0
2949292 - 2029492 = 2926294 =
0 0

Condi¢do 2: Quando a razdo )\, = 02/c2 é conhecida, as derivadas do vetor u sdo iguais

aos dados na Condicdo 1. Para as derivadas da matriz ¥ que ndo sdo nulas temos:

20,028 Ao 10 BN, B
0y, = ,204 — 7295 —
Mot 0 0 0 B\ At 1
2,02 0 M A
20,0, = 0 . ) 220500 = 240505 = \ 0 |
2X, 0
2059292 - 2929592 = 2]929295 = 0 0

Cabe destacar que a formula geral para o fator de correcdo de Bartlett utilizada
neste trabalho segue o desenvolvimento matricial apresentado em Cordeiro (1993). A
novidade do presente estudo consiste na obtencdo explicita dessas expressdes para o
modelo com erro nas variaveis estruturais, sob duas diferentes condi¢bes de
identificabilidade, e na implementacao pratica dessa metodologia por meio de uma

rotina desenvolvida na linguagem R.

4 ESTUDO DO ERRO TIPO |

Com o intuito de verificar possiveis melhorias nos testes da razao de
verossimilhancas corrigidos utilizando a teoria de Bartlett, estruturamos um estudo de
simulacdao com o objetivo de estimar a probabilidade do erro tipo | do teste Hy: 8 = 1,
quando consideramos a estatistica com (LRp,, LRp, € LRp,) e sem (LR) corre¢do. Para
isso, a geracao levou em cosideracdo as condi¢bes sob a hip6tese nula e os niveis
nominais adotados foram v = 1%, 5% e 10%.

As simula¢des foram baseadas em 10.000 (dez mil) repeticdes de Monte Carlo,
considerando amostras de tamanhos n = 10,17,20 e 50, adotando os valores dos

parametros como: a = —5, 851, u, = 19,824, 02 = 14,657, 02 = 2,655 e 02 = 2,0. Também
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consideramos os dois cenarios de acordo com as condi¢cdes de identificabilidade,
sendo a razdo \. (\. = 1) ou )\, (\, = 1) conhecida. Para cada cenario e tamanho
amostral, foi obtida a propor¢do de vezes que a hipotese nula foi rejeitada, para cada
estatistica, os resultados sdao apresentados na Tabela 1.

Note que o teste baseado na estatistica da razao de verossimilhancas original
(LR) sempre apresenta taxa de rejeicdo maior que o nivel de significancia considerado,
isso para todos os tamanhos amostrais adotado no estudo. Os testes da razao de
verossimilhancas corrigidos através da correcdo de Bartlett (LRp,, LRg, € LRg,)
apresentam melhores desempenhos quando comparado com o teste da razao de
verossimilhancas original (LR), para todos as configuracdes em estudo, pois
apresentam taxas de rejeicdo mais proximas dos niveis nominais. I1sso corrobora com
a teoria destacada, pois as estatisticas corrigidas apresentam ordem de convergéncia
o(n~1), enquanto que a estatistica tradicional, a convergéncia é da ordem o(n~'/?).

Quando comparamos 0s cenarios com )\, ou )\, conhecido, observamos que as
taxas de rejeicdo parecem nao ser influenciadas, pois para todos os tamanhos amostrais
e niveis de confianca adotados, os resultados sdao préximos, nao havendo uma grande
disparidade nos resultados.

Também é importante destacar que a medida que o tamanho da amostra
aumenta, os valores das taxas relacionadas a estatistica tradicional (L R) se aproximam
dos niveis de significancia nominal, como era esperado. Um exemplo, fixando ).
conhecida e v = 10%, a sequéncia obtida & 14,96, 12,18, 11,76, 11,48 e 11,04,
respectivamente para n = 10, 17, 20, 30 e, 50. Enquanto isso, as taxas para as
estatisticas corrigidas ocilam ao redor do nivel nominal.

Tabela 1 - Taxas de rejeices (em %) da hipotese H,: 5 = 1, para estatisticas com e sem
correcao (Continua)

A € conhecida A, € conhecida

noy LR LRp, LRp, LR, LR LRy, LRp, LRpg,

1% 230 1,05 094 0,82 238 1,22 115 1,05
10 5% 874 540 504 464 882 579 538 4381
10% 1496 10,44 993 9,28 14,90 10,53 10,176 9,63
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Tabela 1 - Taxas de rejeicdes (em %) da hipotese H,: 3 = 1, para estatisticas com e sem
correcao

A. € conhecida A, € conhecida
n v LR LRp, LRp, LRp, LR LRp, LRp, LRp,
1% 1,64 0,91 0,87 0,82 1,65 1,01 0,95 0,93

17 5% 6,88 502 495 4,83 6,56 501 494 487
10% 12,18 9,68 957 933 12,35 997 9,79 9,60
1% 1,48 1,04 1,03 1,00 1,39 086 082 079
20 5% 632 481 476 4,66 645 490 478 4,65
10% 11,76 9,63 9,49 9736 12,19 993 982 9,70
1% 1,28 091 09 0,90 1,28 086 081 0,80
30 5% 573 485 480 4,79 583 485 483 481
10% 11,48 10,06 9,99 9,92 11,32 10,01 991 9,89
1% 1,25 1,00 099 098 1,38 1,16 1,16 1,14
50 5% 556 492 492 490 555 501 501 5,00
10% 11,04 10,13 10,170 10,06 11,30 10,44 10,44 10,38
Fonte: Autores (2023)

5 APLICACAO COM DADOS REAIS

Apresentamos uma aplicacdo com dados reais para exemplificar a técnica
proposta. Os dados foram retirados do Fuller (1987), que por sua fez obteve junto a
Comissao de Conservacdo de lowa. Os dados sdo relacionados ao niumero de faisées
(galinhas) em lowa, observados duas vezes durante o ano. Esses indices sao baseados
no numero meédio de aves avistadas por observadores treinados que viajam por varias
rotas especificas no final de abril e inicio de maio, e novamente em agosto. As
observacdes foram feitas entre os anos de 1962 e 1976, totalizando 15 observacdes.

O interesse & relacionar os valores obtidos na primavera com os valores de
agosto, no entanto ndo se espera que a relacdo seja uma fungao linear perfeita, mas
se almeja obter uma relagdo razoavel, sendo assim, adotamos o modelo descrito na
equacao (1), sendo que a variavel X; € o nUmero médio de aves avistada durante a
primavera e a variavel Y; € o nUmero médio de aves avistada em agosto, com

i =1,2,...,15. Como destacado em Fuller (1987), ambas as medidas estao sujeitas a
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erros por dois motivos, sendo eles: as rotas sdo uma amostra de todas as rotas
possiveis em lowa, e ndo se pode esperar que os observadores avistem todos os
faisdes ao longo da rota. Com isso justificamos a utilizacdo do modelo com erros nas
variaveis.

A escolha desse conjunto de dados foi feita de forma empirica, ap6s a avaliacao
de diferentes bases, com o objetivo de selecionar uma que evidenciasse de forma clara
a diferenca entre as decisdes obtidas com a estatistica da razao de verossimilhangas
tradicional (LR) e suas versdes corrigidas por Bartlett. Essa abordagem busca destacar,
de maneira pratica, a relevancia da corre¢ao proposta, especialmente em situagdes com
tamanho amostral reduzido.

Com base em outras analises, estima-se que a variancia do erro para a
contagem da primavera seja de, aproximadamente, seis vezes maior do que em
agosto. Assim, consideramos )\, = 67! conhecida. Logo, o conjunto de parametros a
ser estidado é 0 = (0,04, 03,04,05)" = (B, a, e, 02,02) 7. Apbs a utilizacdo do método de
maxima verossimilhanca, obtemos 3 = 0,752, @ = 1,116, i, = 10,047, 62 = 2,920 e
62 = 0,459.

Agora nosso objetivo é verificar se 5 pode ser 1, para isso vamos proceder o teste
de hipéteses dado por H,: f = 1. As estatisticas de teste utilizadas sdo: a razdo de
verossimilhancas (L R) e suas versdes corrigidas por Bartlett (LRp,, LR, € LRp,). O valor

da estatistica, juntamente com o valor-p, sdo apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 - Resumo das estatistica do teste Hy: 3 =1

Estatistica Valor Valor-p
LR 4,172 0,041
LRp, 2,320 0,128
LRp, 1,880 0,170
LRp, 0,845 0,358

Fonte: Autores (2023)

Observamos que a estatistica da razdo de verossimilhancas tradicional (LR)
apresenta valor-p= 0,041, indicando assim a rejeicdo de H, : f = 1, ao nivel de 5% de
significancia. Enquanto que as estatisticas corrigidas indicam a ndo rejeicdo da
hip6tese nula, também ao nivel de significancia de 5%. De acordo com toda a teoéria

apresentada e o estudo de simulacdo destacado, tal resultado ndo € surpreendente,
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visto que para tamanho amostral pequeno, a estatistica tradicional apresenta maior
proporcdo de rejeicdo da hipotese nula do que o valor do nivel de significancia
especificado.

Os resultados apresentados tém implica¢des praticas relevantes, especialmente
em contextos nos quais a amostra disponivel é pequena e os dados estao sujeitos a
erros de mensuracdo. Por exemplo, em estudos médicos, nos quais coletas de dados
com alta precisao podem ser dificeis e onerosas, o uso dos testes corrigidos pela
metodologia proposta pode proporcionar inferéncias mais confiaveis. O mesmo se
aplica a areas como a quimica analitica ou as ciéncias ambientais, nas quais variaveis
explicativas frequentemente apresentam incertezas. Dessa forma, a ado¢do da
correcao de Bartlett pode melhorar substancialmente a qualidade das decisbes
baseadas em testes estatisticos, contribuindo para analises mais robustas em diversas

areas aplicadas.

6 ROTINA PARA O CALCULO DA ESTATISTICA CORRIGIDA

Com o objetivo de facilitar a utilizacdo do modelo com erros nas variaveis,
juntamente com o teste da razdo de verossimilhancas corrigido, construimos uma
rotina na linguagem R Development Core Team (2022) e disponibilizamos no
repositorio GitHub https://github.com/Kaique-fhs/bartlett. A rotina apresenta
apenas a fungcdao MEM, mas com ela é possivel obter as estimativas dos parametros do
modelo com erros nas variaveis, juntamente com a estatistica da razdo de
verossimilhancas (LR) e suas versdes corrigidas por Bartlett (LR_B1, LR B2 e LR B3). Os

argumentos da funcdo sao:

- formula: um objeto da classe “formula”, sendo uma descricdo simbodlica do modelo a

ser ajustado.

- lambda x: um escalar, sendo dado pela razao entre Var(x_i) e Var(u_i), com default igual
a FALSE.

- lambda_e: um escalar, sendo dado pela razao entre Var(e_i) e Var(u_i), com default igual

a FALSE. E necessario que lambda_x ou lambda_e seja declarado.
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- beta_til: um escalar, valor da hip6tese nula do teste da razdo de verossimilhancas,

ou seja Hy : f = beta_til.

- Correction: um valor l6gico, se TRUE, a saida ira imprimir as estatisticas corrigidas e
0s respectivos valor-p. Mas se FALSE, as estatisticas corrigidas ndo serao

apresentadas.

Uma alternativa para acessar as rotinas no repositério GitHub é utilizando o
pacote devtools. A exemplificagdo da rotina usando os dados descritos na Se¢ao 5 é

apresentada a seguir:

\4

install.packages("devtools")

\4

library(devtools)

\

install_github("Kaique-fhs/bartlett")

\4

library(bartlett)

> x <- c(9, 6.6, 12.3, 11.9, 11.9, 12, 9.6, 7.5, 10.9, 10.4, 10.2, 7.4,
11, 11.8, 8.2)

>y <-c(8, 6, 9.8, 10.8, 9.7, 9.3, 9.2, 6.9, 8.1, 8.7, 8.7, 7.4, 10.1,
10, 7.3)

> MEM(y ~ x, lambda e 1/6, Correction = TRUE)

Call:
MEM( formula = y ~ x, = lambda e = 0.1666667 Correction = TRUE)
Coefficients:
Estimate Estimate_HO LR P_Value_LR
(Intercept) 1.1158 -1.38 4.1718 4.11e-02
X 0.7516 1.00 -—= *

Bartlett’s correction:
Statistics Value P_Value

LR 4.1718 4.11e-02 =x
LR.B1 2.3209 1.28e-01
LRB2 1.8792 1.7e-01
LR B3 0.8448 3.58e-01
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Signif. codes: 0O ‘“*xx’ 0.001 ‘**x’ 0.01 ‘x’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢’ 1

Multiple R-squared: 0.826 , Mean of x: 10.04667 , Mean of y: 8.666667
Sigma_x: 2.92 considering the null hypothesis: 1.787
Sigma u: 0.459 considering the null hypothesis: 0.614

Como é possivel de se observar, a utilizacao da rotina disponibilizada &€ um
facilitador para a utilizacdo do teste da razao de verossimilhancas corrigida, quando o

modelo com erros nas variaveis é empregado para amostras pequenas ou moderadas.

7 CONCLUSOES

Neste trabalho obtivemos expressdes matriciais para a correcao de Bartlett no
modelo de regressao linear simples com erros nas variaveis. A expressao encontrada
para este ajuste & uma férmula que envolve operacdes de vetores e matrizes.
Comparamos os desempenhos dos testes baseados nas estatisticas da razao de
verossimilhancas original e corrigida, através de simulacdo de Monte Carlo.
Observamos que o teste corrigido proposto apresenta desempenho superior ao teste
tradicional, especialmente em amostras pequenas. Usamos um conjunto de dados
reais para ilustrar a teoria estudada, o que resultou em decisdes distintas entre as
versdes original e corrigidas da estatistica. Além disso, disponibilizamos uma rotina
para a correcao de Bartlett em linguagem R, no repositorio GitHub, facilitando sua
aplicacdo pratica.

Os achados deste estudo reforcam a efetividade da correcdo de Bartlett na
melhoria da qualidade inferencial em amostras pequenas e demonstram sua
viabilidade pratica em modelos com erros nas variaveis — uma abordagem ainda
pouco explorada em aplicacBes empiricas. A disponibilizacdo da rotina em R amplia o
potencial de uso da metodologia, tornando-a acessivel a pesquisadores de diferentes
areas. Além disso, os resultados estdo em consonancia com a literatura, como
demonstrado por Cordeiro & Cribari-Neto (1996, 2014), Bayer & Cribari-Neto (2013),
Noma et al. (2018) e Melo et al. (2022), que evidenciam os beneficios de correcdes

assintoticas de ordem superior para a inferéncia estatistica.
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A principal contribuicdo deste trabalho esta na adaptacdo e explicitacdao
das expressbes de correcdo de Bartlett para o modelo com erros nas variaveis em
regressao linear simples, sob diferentes suposi¢cbes de identificabilidade, além da
disponibilizacdo de uma rotina computacional que facilita a aplicacdo

pratica desse ajuste.
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