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RESUMO

Neste trabalho, um estudo comparativo entre trés métodos numéricos para inversdo da transformada
de Laplace baseados na expansdo por Série de Fourier é apresentado. No processo, analisou-se o
desempenho dos métodos propostos por Dubner e Abate (1968), Durbin (1973) e Simon et al. (1972).
Estes trés métodos foram testados em um conjunto de func¢bes elementares distintas, e o seu
desempenho quanto a precisao e esfor¢co computacional foi checado. Em um estudo preliminar, baseado
nos resultados alcancados, pode-se concluir que os trés métodos sdo capazes de inverter
numericamente a transformada de Laplace para as classes de func¢des selecionadas.
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ABSTRACT

In this work, a comparative study between three numerical methods for Laplace transform inversion
based on Fourier series expansion is presented. In the process, the performance of the methods
proposed by Dubner e Abate (1968), Durbin (1973) and Simon et al. (1972) was analyzed. These three
methods were tested on a set of distinct elementary functions, and their performance in terms of
precision and computational effort was checked. In a preliminary study, based on the results achieved,
it can be concluded that the three methods are capable to invert numerically the Laplace transform for
these classes of selected functions.
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1 INTRODUCAO

Quando se busca a resolucdo de equacdes diferenciais (ED's), de problemas
de valor inicial (PVI's) ou problemas de valor no contorno (PVC's), a transformada
de Laplace (TL) surge como uma importante ferramenta para o seu tratamento.
Esta técnica tem sido empregada na resolucdao de problemas em diferentes
campos da ciéncia e tecnologia: Teoria de Controle, onde o conhecimento de uma
funcao transferéncia do sistema é essencial (Stroud e Booth, 2003); na Quimica,
pelo estudo dos fendmenos de difusao: como a difusdo das moléculas de perfume
no ar ou através do processo de descarga de baterias (Fransozi, 2015); na Fisica,
através do estudo de fenbmenos de transporte de particulas neutras em geometria
cartesiana unidimensional (do Amaral, 2016); na dispersao de poluentes em meios
porosos, com a resolu¢ao do problema de transporte de soluto (Pilatti, 2019); ou
ainda, no tratamento do problema de conduc¢do de calor em regime transiente
(Ferreira et al., 2021).

Resolver uma ED por transformada de Laplace consiste basicamente em,
utilizando um operador integral, converter o problema original em um outro
subsidiario, de resolu¢dao mais simples no espaco de Laplace. Por fim, para a
obtencdao da solucdao do problema original no espaco real, a reversao dessa
transformada precisa ser feita. No entanto, nesta etapa de inversdo analitica,
dependendo do formato das expressdes obtidas, uma série de dificuldades pode
surgir. Nestes casos, a aplicacdo de métodos para o calculo da transformada
inversa numeérica de Laplace tem ganho destaque, a julgar pela abundancia de
algoritmos disponiveis na literatura (Pilatti, 2019).

A ndo existéncia de uma técnica “universal”, capaz de lidar com todas as
classes de solucdes existentes (ou, pelo com a maioria delas), tem justificado o
investimento em pesquisas de novos métodos. Usando critérios como, por
exemplo, precisdo numérica e tempo de processamento, a literatura confirma que,
até o momento, ndo ha um método superior em todos os aspectos, para todas as
classes de funcdes (Pilatti, 2019).

A metodologia padrdo de teste dos métodos para inversao numérica da TL
tem sido emprega-los em func¢bes transformadas cujas inversas exatas sdo

conhecidas (Duffy, 1993), e aspectos computacionais sdao observados para
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avaliacdo de performance. Estes estudos, possibilitam uma escolha racional do
método a ser utilizado para cada caso, em especial quando se conhece a forma da
solucao procurada (Pilatti, 2019). Além disso, conforme Davies e Martin (1979), ha
muitos problemas para os quais inverter numericamente a transformada de
Laplace requer ou pode ser facilitado pelo uso de um algoritmo especifico.

Neste sentido, partindo do pressuposto que o emprego da TL pode favorecer
o desenvolvimento/surgimento de novas pesquisas quanto a sua capacidade em
solucionar problemas que advém dos ramos da fisica e engenharia, este trabalho
apresenta uma analise comparativa entre trés métodos de inversao numérica da
transformada de Laplace, através de expansdes por Séries de Fourier: os métodos
propostos por Dubner e Abate (1968), Durbin (1973) e Simon et al. (1972),
designados neste trabalho, respectivamente, por Fourier Real, Fourier Complexo e
Fourier Rapido. A andlise levara em consideracdo a precisao numérica e o esforco
computacional destes algoritmos na inversao de um conjunto de funcdes teste de
acordo com a variacao dos parametros livres empregados ao longo do processo.

Usando compiladores de livre distribuicdo, os cédigos foram implementados
em linguagem Fortran 95, contribuindo para realizacdo de opera¢bes com
velocidade e precisao. Para alcancar os objetivos propostos, este artigo esta
organizado da seguinte forma: na secdo dois sao apresentados os algoritmos de
inversdao numeérica da transformada de Laplace utilizando as expansdes por Série
de Fourier, na secdo trés, os resultados obtidos para a inversao de um conjunto de
funcdes teste e, na secdo quatro, algumas considerac¢des finais sao feitas segundo

os resultados obtidos.

2 METODOS PARA A INVERSAO NUMERICA DA TRANSFORMADA DE
LAPLACE POR SERIE DE FOURIER

Existem por volta de 40 métodos baseados na aproximacao da transformada
inversa de Laplace por Séries de Fourier (Abate e Valkd, 2004). Tal abordagem foi
primeiramente proposta por Dubner e Abate (1968), ao desenvolverem um método
de inversdao numérica da transformada de Laplace em termos da Série de Fourier
através de fun¢des cossenos. O método, apesar de eficiente, apresentou restri¢des

quanto ao dominio limitado e crescimento exponencial do erro com o valor

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, Ed. Esp. X ERMAC RS, €8, 2021



4 | Andlise Comparativa do Desempenho Numérico de Técnicas de Inversdo da Transformada...

temporal utilizado na analise. Com o objetivo de contornar o problema de lenta
convergéncia, Simon et al. (1972) modificaram a versao do algoritmo de Dubner e
Abate (1968) utilizando uma transformacdo de Euler, aumentando
significativamente a velocidade de convergéncia da série e melhorando as
aproximacdes da inversdao numérica da transformada de Laplace.

Durbin (1973) também propds uma forma alternativa ao adicionar a
expressao de Dubner e Abate (1968) a Série de Fourier em termos de fun¢des seno,
eliminando o fator do erro que crescia exponencialmente com o tempo. O método
melhorado, proposto por Durbin, expandiu consideravelmente o dominio da
variavel independente no plano fisico. A partir do método de Dubner e Abate (1968),
outros foram desenvolvidos, entre eles o proposto por Crump (1976), que
aproxima a funcdo inversa através de uma Série de Fourier em termos de fun¢des
cosseno aliada a algoritmos para aceleracdo da convergéncia: o algoritmo épsilon
(Wynn, 1967) e o proposto por Hoog e Strokes (Hoog et al., 1982).

A seguir, é apresentada a fundamentacdo tedrica acerca dos meétodos:
Fourier Real (Dubner e Abate, 1968), Fourier Complexo (Durbin, 1973) e Fourier

Rapido (Simon et al., 1972).

2.1 Fourier Real

Segundo Cohen (2007), o método de inversdao numérica da transformada de
Laplace, proposto por Dubner e Abate (1968), relaciona a integral de Fourier a
transformada de Fourier em termos de func¢des cosseno.

Seja h: R =» R uma funcdo real, tal que h(t) = 0 para t < 0. A partir da funcao
h(t), definem-se as funcdes periddicas pares g,(t) de periodo 2T, conforme a
Figura 1, para cada n =0,1,2,3 ... como:

_ h(t), nT <t<(n+ 1T,
gn(®) = {h(ZnT —t), (m=1T <t<nT. (M
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Figura 1 - Funcdes h(t) e g, (t) (Cohen, 2007)

h(t) h(t) = et f(t)

 q1(1)

.

Fonte: Autores (2021)

Para obter uma representacdo em Série de Fourier para cada gn(t),
reescreve-se a equacao (1) para redefinir as funcdes g,(t) no intervalo (=T,T).

Assim, tem-se

h(nT +t), 0<t<T,

gn(t) = {h(nT —t) —-T<t<0, (2)

para cadan=0,24,..e

h(n+1DT—-t), 0<t<T,

A(n+1)T+t, —-T<t<O0 (3)

gn(t) = {

para cadan = 13,5, ...
Logo, a representacao de Fourier em termos de funcdes cosseno, para cada

gn(t) comn=0,12,.. é dada por
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1 - kmt
9n(®) = SAng + ) Angcos (), (4)
k=1

onde os coeficientes A, x sdo expressos como

2 (T kmx
Apy = ?.f h(nT + x) cos (T) dx para n=0,24,.. (5)
0
e
2 (T kmx
Apy = Tf h((n+ DT — x) cos (T) dx para n=135,.. (6)
0

Realizando-se a mudanca de varidvel nas equacdes (5) e (6), obtém-se

2 [T kmt
Apnk == f h(t)cos (—) dt. (7)
y n T

T
Na sequéncia, substituindo as equacdes (5) e (6) na equacao (4), e somando

para todo n tem-se

Zgn(t) =;

kT[t) (8)

1 co
EA((UO) + ;A(wk) cos (T

onde

kmt

Alwy) = jo " h(o) cos (T) dt 9)

é uma transformada de Fourier cosseno.

Introduzindo o fator de atenuacao

h(t) = e tf(t), (10)

nota-se que A(wy) é a representacao da transformada de Laplace de uma fungao
. ~ km
real f(t) com a variavel de transformacao s=c+?”z, fazendo com que A(wy)

represente a parte real de F(s). Portanto, da equacao (8) tem-se
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had ct

2e
Z eCtgn(t) = T

n=0

%ER{F(C)}+§:‘R{F (c+ani>} cos (?)] (11)
k=1

onde ambos os lados da equacdo (11) sdo multiplicados pelo fator de atenuacao

ect.

Por outro lado, a partir das equacdes (2) e (3), obtém-se

Z etg,(t) = Z e h(2nT +t) + Z et h (2nT —t), (12)
n=0 n=0 n=0

onde, separando adequadamente os termos, escreve-se

o)

> etgn(® = f(©) + B, (13)

n=0
com o erro E; definido como

o

E, = Z e_ZCTn[f(ZTlT +t) + e2ct f(2nT — t)]. (14)

n=0

Dubner e Abate (1968) mostraram que E; pode ser feito suficientemente
pequeno apenas parat < T/2. Além disso, concluiram que no intervalo (0,T/2) a
aproximacao da transformada inversa de Laplace pode ser obtida com o grau de

exatidao desejado através da formula

() + i e+ 7)o ()

onde T = 4t é o periodo de tempo, R[F(s)] representa a parte real da funcdo

2ect

1O~ =

transformada e c € um parametro livre.

2.2 Fourier Complexo

O método Fourier Complexo, também conhecido na literatura por método
de Crump (Crump, 1976), é uma modificacdo do algoritmo proposto por Dubner e

Abate (1968), que apresenta como vantagens o limite do erro ser independe da
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variavel t (diferente do crescimento exponencial em t observado no método
Fourier Real, apresentado na subsecdo 2.1) e a expansao em termos de F(s) ser
valida para todo o periodo 2T da série.

O método modificado por Crump (1976) é definido como,

£ ~ (ko)
— k k . k k (10)
yIAA Tt ~ ﬂ it
+kZ=1ER< <c+—>>cos< ) kZlJ< <c+ ))SGTL(T)}.

Note que este método considera ndo sé a Série de Fourier em termos de
fun¢bes cossenos, mas também em termos de func¢des senos. Uma vez que o
método prop8e considerar também a parte imaginaria da func¢ao transformada,
3I[F(s)], espera-se que o erro cometido nesta aproximacdo seja menor do que o

encontrado segundo o método Fourier Real, proposto por Dubner e Abate (1968).

2.3 Fourier Rapido

Simon et al. (1972) fizeram uma modificacdo do método proposto por
Dubner e Abate (1968) para a inversao numérica da transformada de Laplace na
expectativa de acelerar a convergéncia do método. Utilizando T = 2t e

expandindo o somatorio da equacao (15) chegou-se na expressao

ER(F(C))+Z ( (c+—)> (- 1)} (17)

3 ANALISE E RESULTADOS

f®) =

Esta secdo é dedicada a discussdo dos resultados numéricos obtidos pela
inversao numeérica da transformada de Laplace utilizando os métodos baseados

em aproximacdes por Séries de Fourier. Para a realizacdo dos teste e analise dos
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métodos foram escolhidas trés func¢des teste elementares, apresentadas na Tabela

1.

Tabela 1 - Fun¢Bes e suas inversas

F(s) f(t)
1
Fi(s) = T a fi(t) = e—at
Fy(s) = # f2(t) = sen(at)
1 2v3 3
E{(S) = m f‘),(t) = \/_('3§Sen %t

Os resultados foram organizados na forma de figuras e tabelas. Nas Tabelas
2 - 16 sao apresentados os erros absolutos obtidos no emprego dos trés métodos
de inversao no conjunto de func¢des teste elementares. Explorou-se o parametro
N, atribuindo os valores N =20, N=50e N =100, com o objetivo de avaliar sua
influéncia sob o ponto de vista precisdo numeérica no processo de inversdao.
Também levou-se em conta a influéncia do parametro a, a fim de representar
certos efeitos nas funcdes, e do parametro t, na expectativa de observar possiveis
influéncias da posicdo em relacdo ao periodo T. As Figuras 2 - 6 mostram um
comparativo entre os melhores resultados numéricos e a transformada inversa
obtida analiticamente, para cada um dos métodos propostos, considerando-se N =

100.
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3.1 INVERSAO PARA F,(s)

Para a inversao de F;(s), além dos valores de N elencados, utilizou-se os
valores dos coeficientes a = 0,5 e a = 2, a fim de verificar se as técnicas sdo capazes
de inverter satisfatoriamente transformadas de fun¢bes com taxas de
decrescimento distintas. Isso indicaria, por exemplo, se os métodos mantém sua
eficiéncia no tratamento de funcdes de mesma classe.

As Tabelas 2 - 4 apresentam os erros absolutos obtidos na comparacado entre
os resultados numéricos e analitico gerados na inversao de F;(s) usandoa =0,5¢e
diferentes valores de N. Ja as Tabelas 5 - 7 estdo relacionadas ao emprego do
coeficiente a = 2. Nas Figuras 2 e 3, faz-se o comparativo entre a solu¢ao numérica

e a analitica para Fi(s), N =100, a = 0,5 e a = 2, respectivamente.

Tabela 2 - Erro absoluto da inversao para F;(s), coma =05e N = 20

t Fourier Real Fourier Complexo Fourier Rapido

10-% 09,038 x 1092 5,451 x 10~ 5.523 x 10~92

1 2,216 x 10~%2 3,033 x 10~92 3.350 x 10~92

]

4,881 x 10793 5,377 x 10~92 2.031 x 1092
3 7,202 x 10~% 1,962 x 10~ 1,232 x 10~92
4 4,912 x 10~™ 1,633 x 10~"2 7.475 x 1003
5 2,756 x 10-03 2,214 x 10~ 4,533 x 10~93
6  8609x 107" 6,268 x 10~ 2,750 x 10~
7 1,173 x 10~%2 1,396 x 10~ 1,667 x 10~%3
8 1,367 x 10=% 2,671 x 10=%3 1,011 x 10=03
9 5313 x 10~ 8,188 x 1004 6,136 x 10=04

10 1,044 x 10~™ 1,205 x 10~ 3.721 x 10794
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Tabela 3 - Erro absoluto da inversao para F;(s), coma =05e N =50

t Fourier Real Fourier Complexo Fourier Rapido
10-% 3,689 x 10-02 5,183 x 10~ 9,237 x 10~03
1 2,526 x 10~% 4,567 x 10~92 5.602 x 10-93
2 2,544 x 10~%3 3,628 x 10~ 3.398 x 10~03
3 9,913 x 10~ 9,129 x 10~ 2,061 x 10~93
4 2,788 x 10~05 6,742 x 10~93 1.250 x 10~%3
5 3,716 x 10~ 2,204 x 10~ 7.582 » 10~
6 3,038 x 10~% 6,672 x 10~ 4,599 x 1004
7 1,108 x 10—™ 1,550 x 1093 2,789 x 10~
8 3,412 x 10~ 1,108 x 1003 1.691 x 10~%
9 8,198 x 1079 3,130 x 10~™ 1,026 x 10~
10 6,027 x 10-% 2,294 x 10~ 6.224 x 10~

Tabela 4 - Erro absoluto da inversao para Fr (s), coma =0,5e N = 100

i

Fourier Real

Fourier Complexo

Fourier Rapido

10-%% 1854 x 10~92 5,000 x 10=01 2.409 x 10~93
1 1,672 x 1093 1,580 x 10~03 1.461 x 10~93
2 3,004 x 1079 1,170 = 10~92 8,862 x 10~
3 3,470 x 10—™ 6,283 x 10794 5.375 x 10~
4 1,891 x 10~ 3,396 x 103 3.260 x 10—
5 1,212 x 10—™ 4,194 x 10~ 1,977 x 10~
6 1,510 x 10~ 1,304 x 1093 1,199 x 10~%4
7 4,992 x 107% 2,493 x 10~ 7.275 x 1079
8 9,658 x 107% 5,604 x 10794 4,412 x 1079
9 2,228 x 1079 1,456 = 10~ 2,676 x 10798
10 5,847 x 10~% 2,556 x 10~ 1,623 x 10~%
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Figura 2 - Comparac¢ao dos métodos para inversao de F;(s), coma =0,5e N = 100

* Fourier Real
— Saolucao analitica

# Fourier Complexo
— Solucao analitica

= Fourier Rapido
— Solucao analitica

Fonte: Autores (2021)

Tabela 5 - Erro absoluto da inversao para F;(s), coma=2e N =20

i

Fourier Real

Fourier Complexo

Fourier Rapido

1[]—04

10

9,037 x 10~
4,945 x 10~
2,430 x 10~™
8,001 x 10~%
1,217 x 10~
1,524 x 1008
1,062 x 10~
3,231 x 10~
8,400 x 10~10
7,284 x 10~

3.195 x 101

5,450 x 10~
6,768 x 10703
2,677 x 10703
2,180 x 10~
4,047 x 10~
1,224 x 10-%
7,735 x 10~%7
3,846 x 10~08
1,641 » 10~98
1,122 x 10-%

3,688 x 10-10

5,523 x 10~92
7.475 x 10793
1,011 x 10~93
1.369 x 10~04
1,852 x 10~95
2,507 x 10~%
3.393 x 10797
4,592 x 1008
6.215 x 10~%
8,412 x 10~

1,138 x 10-10
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Tabela 6 - Erro absoluto da inversao para F;(s), coma=2e N =50

¢ Fourier Real Fourier Complexo Fourier Rapido
10~ 3,688 x 10-02 5,182 x 10~ 9,237 x 10~%3
1 5,638 x 10—™ 1,019 x 10~92 1,250 x 10~93
2 1,267 x 10~% 1,806 x 10~9% 1,691 x 10~04
3 1,101 x 10~% 1,014 x 10—™ 2,280 x 10~%
4 6,910 x 10~ 1,671 x 10798 3,008 x 1079
5 2,055 x 10~%7 1,268 x 10~ 4,193 x 10-97
6 3,750 x 10~ 8,234 x 10~9% 5,675 x 10708
7 3,052 x 10~ 4,268 x 1008 7.681 x 10~%9
8 2,006 x 10~1° 6,813 x 10~ 1,039 x 10~
9 1,124 x 10~10 4,291 x 10~10 1.406 x 10~10
10 1,843 x 10~ 7,018 x 10~ 1,904 x 10~

Tabela 7 - Erro absoluto da inversao para F;(s), coma =2e N = 100

¢ Fourier Real  Fourier Complexo Fourier Rapido
109 1,853 x 10~2 5,080 x 10=" 2,409 x 10~93
1 3,732 x 10~™ 3,527 x 10~% 3,260 x 10~
2 1,495 x 10~% 5,827 x 10~ 4,412 x 10~%
3 3,855 x 10~ 6,980 x 10~% 5,971 x 10~%
4 4,688 x 10798 8,419 x 10~% 8,081 x 10797
5 6,704 x 10~ 2,319 x 10~ 1,093 x 10~
6 1,863 x 10~% 1,609 x 10=°7 1,480 x 10~98
7 1,374 x 10~% 6,866 x 10=%7 2,003 x 10~
8 5,934 x 10~ 3,443 x 10797 2,711 x 10~10
9 3,054 x 10~ 1,996 x 10~ 3,669 x 10~
10 1,788 x 1012 7.820 x 10~ 4,965 x 10~12
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Figura 3 - Comparac¢ao dos métodos para inversao de F;(s), coma =2e N = 100

= Fourier Real = Fourier Complexo
— Solucao analitica — Solucao analitica

[F.] [F.]

aa - a4 |-

it
ity

A 23

a2 a2

= Fourier Rapido
— Saolucao analitica

as

as

fit)

[T

a2

Fonte: Autores (2021)

3.2 Inversao de F, (s)

Para a inversdao de F,(s), foram utilizados os mesmos valores de
N (20,50 e 100) para analise de convergéncia, e escolheu-se os coeficientes a = 0,5
e a =2, a fim de verificar se as técnicas sao capazes de inverter satisfatoriamente
transformadas de fun¢des com padrao oscilatorio distinto. Essa verificacdo
auxiliara na avaliacao da eficiéncia dos métodos no tratamento de funcdes desta
classe.

Os erros absolutos obtidos na comparacdo dos resultados gerados para F,(s),
usando a = 0,5 e diferentes valores de N, podem ser vistos nas Tabelas 8 - 10.

As Tabelas 11 - 13 correspondem ao calculo dos erros absolutos para o

coeficiente a = 2. Os comparativos entre as solucdes analitica e numéricas para
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F,(s), com N =100, usando a = 0,5 e a = 2 podem ser vistos, respectivamente, nas

Figuras 4 e 5.

Tabela 8 - Erro absoluto da inversao para F,(s),coma =0,5e N = 20

t Fourier Real Fourier Complexo Fourier Rapido
10=9% 1,995 x 10~ 0,976 x 10~ 5,775 x 10~08
1 8,115 x 10~02 5,022 x 10702 5.826 x 10~03
2 3,061 x 10-92 5,843 x 10~% 1,183 x 1092
3 7,273 % 1002 4,065 x 10702 1,788 x 1092
4 8,771 x 10793 6,345 x 10~ 2,375 x 10702
5 7,604 x 1002 3,979 x 10~02 2,957 x 1002
6 3,449 x 10~% 1,431 x 107" 3,558 x 10~%2
7 8,815 x 10~02 4,388 » 10712 4,168 x 10~02
8 1,649 x 1092 2,375 »x 1072 4,763 x 10792
0 1,086 x 10~ 5,169 x 10~ 5,350 x 10~92
10 3,473 x 10792 3,716 x 10~02 5,953 x 10~92

3.3 Inversao de F3(s)

Para esta fung¢do, analisou-se os erros absolutos apenas considerando os
parametro N (20,50 e 100) e t, registrados nas Tabelas 14 - 16. O objetivo foi
verificar se os métodos seriam capazes de reproduzir numericamente os efeitos
de uma transformada inversa que resultasse no produto de func¢des exponencial e
seno.

Ainda, na Figura 6, o comportamento da funcdo analitica pode ser
comparado com os resultados obtidos pelos trés métodos numéricos neste

trabalho analisados.
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3.4 Discussao dos Resultados

Em uma analise inicial, as trés técnicas de inversdo da TL baseadas nas
aproximac¢des por Séries de Fourier produziram bons resultados, com perfis
comparaveis ao perfil analitico, e erros absolutos relativamente baixos. Nesse
sentido, estabeleceu-se como critério a influéncia dos parametros N,a e t no erro
absoluto Eqps obtido.

Sob o ponto de vista da precisao numérica, considerando que as simulag¢des
realizadas com N =100 produzem os melhores resultados, utilizou-se como
critério de escolha do melhor método, para cada funcdo teste, o calculo do erro

absoluto médio E,,, equacionado por

Nt
_ 1
Eaps = MZ Eans (£ (£), (18)

Tabela 9 - Erro absoluto da inversao para F,(s), coma =0,5e N =50

t Fourier Real Fourier Complexo Fourier Rapido
10~% 8,035 x 10~%2 4,017 x 10792 8,404 x 10~
1 9,069 x 10~% 5,670 x 10~ 8,907 x 10~%
2 1,513 x 10~%2 7,792 x 10798 1,966 x 10~%
3 9,740 x 1093 4,398 x 10~ 3.069 x 10~93
4 4,390 x 10~ 9,575 x 10~ 3,990 x 10~93
5 9,912 x 109 5,461 x 10~ 4,859 x 10~93
6 1,337 x 10~92 6,596 x 10~ 5,903 x 10~%3
T 8,048 x 1093 3,318 x 10~ 7.024 x 10~%
8 4,073 x 10793 2,971 x 10~ 7.982 x 10~%
0 1,616 x 10~92 8,612 x 10~ 8,840 x 10~93
10 1,959 x 10~92 9,412 x 10~ 9,849 x 10~093

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, Ed. Esp. X ERMAC RS, €8, 2021



Ferreira, J.A.; Rodriguez, B.D.A.; Prolo Filho, J.F. | 17

Tabela 10 - Erro absoluto da inversao para F,(s), coma =0,5e N = 100

t Fourier Real Fourier Complexo Fourier Rapido
10-% 4,029 x 10-% 2,014 x 10~92 1,005 x 10~%
1 6,001 x 10~ 3,051 x 10~ 1,508 x 10~%
2 1,786 x 10~™ 2,573 x 1079 4,871 x 1004
3 3,385 x 10~ 1,603 x 1003 8,495 x 1004
4 3,035 x 10~ 2,454 x 10~% 1,030 x 10~93
5 3,213 x 10~ 1,595 x 1003 1,159 x 10~93
6 6,601 x 10~ 4,287 = 10~™ 1,462 x 10—
7 3,598 x 10~ 1,775 % 1003 1,842 x 10~%
8 1,146 x 10~ 6,800 x 10~ 2,058 x 1093
9 4,364 x 10~ 2,140 x 10~ 2,175 x 1003
10 1,890 x 10~ 1,089 x 109 2,441 x 1093

Figura 4 - Comparacdo entre os métodos para inversao de F,(s),coma =0,5e N = 100

% Fourier Real % Fourier Complexo
— Solucao analitica — Solucao analitica

as

it

a5 a5k

% Fourier Rapido
— Solucac analitica

as

fit)

a5

Fonte: Autores (2021)
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Tabela 11 - Erro absoluto da inversao para F,(s),coma=2e N =20

t Fourier Real  Fourier Complexo Fourier Ripido
10~% 6,610 x 10~" 3,304 x 10" 6,612 x 10~
1 4,577 x 10~ 6,172 x 1091 4,577 x 10-"
2 5,627 % 10~01 7.000 x 109 5,627 x 10~
3 8,441 x 10~"2 4,203 x 1092 8,441 x 102
4 8,285 x 10~ 0,646 x 10~ 8,285 x 10~
5 9,251 x 10~ 7,930 x 10~=° 9,251 x 10~
6 3,548 x 10~™ 5175 x 107" 3,548 x 10~
7 1,434 x 10190 1,282 x 1010 1,434 x 10190
8 5,265 x 10~ 3,137 x 10~ 5,265 x 10~
9 1,298 x 10+00 1,116 x 1019 1298 x 10+%0
10 1,251 x 10+00 9,580 x 10~ 1,251 x 10+%0

Tabela 12 - Erro absoluto da inversao para F,(s), coma=2e N =50

i

Fourier Real

Fourier Complexo

Fourier Rapido

10-% 3,511 x 10~ 1,755 x 10~ 3,513 x 10~
1 3,827 x 10~ 2,621 x 10792 3,827 x 10792
2 7,607 x 10~92 3,997 x 10792 7.607 x 10~92
3 5,186 x 1002 2,311 x 1072 5,186 x 10~92
4 1,345 x 10~% 5,012 x 10~ 1,345 x 10~™
5 5,028 % 1002 2,876 x 10792 5,028 x 1072
6 6,978 x 1002 3,453 x 10792 6,978 x 1072
7 4,319 x 1002 1,691 x 10792 4,319 % 10~92
8 1,978 x 10~92 1,634 x 10792 1,978 x 10~92
9 8,362 x 10~02 4,565 x 10792 8,362 x 10~"2
10 1,027 x 10~ 4,807 x 10792 1,027 x 10~
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Tabela 13 - Erro absoluto da inversao para F,(s),coma =2e N = 100

£ Fourier Real Fourier Complexo Fourier Rapido
10-™ 1,645 x 10~™M 8,226 % 10792 4,023 x 10~%
1 2,531 x 10~ 1,289 x 10~ 1,030 x 10—%
2 8,802 x 10~™ 7,768 x 1079 2,058 x 10~
3 1,439 x 10~%2 7.203 x 10~9% 3,083 x 10~93
4 1,238 x 10~% 1,043 % 10~ 4,102 x 10~%
5 1,367 x 10~%2 6,788 x 1079 5,116 x 10~93
6 2,771 x 109 1,832 x 10~%% 6,122 x 10-%
7 1,532 x 10~92 7.5564 x 10798 7.122 x 10~%
8 4,846 x 109 2,047 % 10~%% 8,116 x 10~93
9 1,858 x 10~%2 9,103 x 107%% 9,107 x 10~
10 8,015 x 10-% 4,660 x 10-%% 1,009 x 10~

Figura 5 - Comparac¢ao entre os métodos para inversao de F,(s),coma =2e N = 100

fit)

— Solucao analitica

ns

it

48

a5k

= Fourier Complexo
— Solucao analitica

% Fourier Rapido
— Solucao analitica

Fonte: Autores (2021)
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Tabela 14 - Erro absoluto da inversao para F;(s) e N = 20

t

Fourier Real

Fourier Complexo

Fourier Rapido

10=0%4

10

4,264 x 1070
1,001 x 10~92
2,820 x 1092
4,027 x 10~%2
5,977 x 10~%
1,412 x 10~92
5,070 x 10—™
5,432 x 10~
1,161 x 10~%2
2,926 x 10~

7,543 x 10~™

2,132 x 10"
7,183 x 10792
4,733 x 10~93
2,461 x 10792
5,529 x 10~
7.342 x 10798
1,267 x 1079
2,208 x 10793
1,701 % 1093
1,414 % 10798

8,081 x 10-04

1,614 x 10797
8,952 x 10~93
8,207 x 10~93
5,280 x 1093
4,006 x 1093
4,196 x 10793
4,213 x 10793
3.478 x 10793
2,284 x 10~93
1,222 x 10793

5.846 x 10~04

Tabela 15 - Erro absoluto da inversao para F;(s) e N = 50

t

Fourier Real

Fourier Complexo

Fourier Rapido

1[‘]—04

10

1,624 x 10~
9,206 x 10~%
1,089 x 1092
7,137 x 10~
2,459 x 10~%
9,805 x 10~™
7,225 x 10~™
1,452 x 10~
6,837 x 10~™
3,512 x 10~™

4,542 x 10~

8,121 x 10~02
5,203 x 10~93
5,352 x 10~03
4,666 x 10~
2,617 x 10~
2,411 x 10~
2,617 x 10~
1,155 x 10=93
6,438 x 10~
1,786 x 10~0¢

9,649 x 10~

6,270 x 1008
2.964 x 1003
9,398 x 10~
1.338 x 10~%
1.264 x 10~%
1.244 x 10~™
1,243 x 10~%
1.370 x 10~%
8,196 x 10~
2,189 x 10~™

0,408 x 100
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Tabela 16 - Erro absoluto da inversao para F;(s) e N = 100

t Fourier Real Fourier Complexo Fourier Raipido
1079 8,080 x 10~ 4,040 x 10792 4,790 x 10798
1 9,129 x 10~% 5,527 x 10~03 2,066 x 10~
2 4,201 x 10~™ 5,737 x 10~ 1,490 x 10~%4
3 4,161 x 10~ 3,400 x 109 2.329 x 10~%
4 2,267 x 10~ 2,283 x 10~03 2,065 x 10~93
5 1,533 x 10~% 4,212 x 10~ 4,833 x 1004
6 5,859 x 10~™ 6,090 x 10~ 8,011 x 1094
7 7,302 x 10~% 8,412 x 10~ 1,057 x 10~93
8 5,731 x 10~™ 5,563 x 10~04 6,023 x 10~
9 1,169 x 10~% 6,714 x 10708 7.060 x 10~
10 2,530 x 10~™ 2,421 x 10~ 1,941 x 10~9%4

Figura 6 - Comparacdo entre os métodos para inversao de F;(s), e N = 100

% Fourier Real
— Saolucao analitica

4z

= Fourier Complexo

— Solucao analitica

— Saolucao analitica

= Fourier Rapido

Fonte: Autores (2021)
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onde Nt representa o numero de valores de t em que o erro foi medido e Eg;
representa o valor do erro absoluto em cada um desses pontos t.

A partir da aplicacdo da equacdo (18), produziu-se a Tabela 17, na qual foi
possivel concluir que para as funcdes testes escolhidas, o melhor desempenho foi
obtido pelo método de Fourier Rapido, fornecendo resultados com um Eg,, de

ordem de 1073 ou 107*, dependendo da funcdo ou parametros utilizados.

Tabela 17 - Mapeamento dos melhores resultados para todas as fun¢des teste usando

N = 100
Funcao teste Parametro Melhor Método E s
Fi(s) a=0,5 Fourier Rdpido 5,543 x 10~%4
Fi(s) a=?2 Fourier Rapido 2,533 X 10794
Fy(s) a=0,5 Fourier Rdpido 1,241 x 10793
Fy(s) a=2 Fourier Répido 5,086 x 10~03
F3(s) - Fourier Rgpido 8,925 x 10~%

Em relacdo a inversao da funcdo F;(s), na analise dos parametros, os trés
métodos mostraram maior dificuldade de convergéncia nos primeiros instantes de
t, independente do valor de a e de N. A convergéncia mostrou-se mais rapida para
o maior valor de g, independentemente do método e do valor de N, para todos os
instantes t. Isso sugere que estes métodos apresentam maior dificuldade em
representar numericamente funcdes com decrescimento exponencial mais lento,
em especial para os menores valores de t. Ainda, para esta fun¢do, ao observar as
Figuras 2 e 3, o método com comportamento menos satisfatério no processo de
inversao é o Fourier Complexo, dadas as perturbacdes ou descompasso com a

solucdo analitica encontradas nos primeiros instantes de t.
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Para a inversao das fung¢les F,(s) e Fz(s), os métodos de Fourier Real e
Complexo também demonstraram dificuldade de convergéncia nos primeiros
instantes de t, enquanto que o método de Fourier Rapido convergiu mais
lentamente nos Ultimos instantes de t. Particularmente, no caso da funcdo F,(s),
quando analisado o parametro a, os trés métodos mostraram uma convergéncia
sensivelmente mais rapida para a = 0,5. Isto indica que estes métodos conseguem
tratar melhor as fun¢des com menor frequéncia oscilatoria.

Em se tratando da inversdao numérica da funcao F;(s), apesar de ser definida
como um produto entre funcdes exponencial e seno, a convergéncia pelo método
de Fourier Rapido parece ocorrer de forma mais rapida em relacdo aos outros
métodos, atingindo erros absolutos médios da ordem de 107%, jad com N = 50.

E importante ressaltar que a implementacdo dos algoritmos para os trés
métodos, por ndo necessitar de ferramentas matriciais e nao utilizar esquemas
iterativos, sdo de facil execucdo e geram perfis inteiros a um custo computacional
muito baixo. Destaca-se, ainda, que resultados melhores podem ser obtidos,
independentemente do método desejado, apenas aumentando o valor do

parametro N.

4 CONCLUSOES

De um modo geral, as trés técnicas de inversdao numérica da TL apresentadas
aqui mostraram um bom desempenho na obtencdo de perfis comparaveis com as
expressdes analiticas das fun¢des testes escolhidas. Entre os métodos, o de Fourier
Rapido ganhou destaque pela sua regularidade, rapidez na execucdo e por
fornecer resultados com um Erro Absoluto Médio (E,s) na faixa de 1079 3 1073
dependendo das func¢des e parametros envolvidos.

Durante as simulacdes, a precisdo numeérica demonstrou ter uma
dependéncia mais forte do numero de termos usados nas séries do que dos
valores dos demais parametros propriamente ditos. A expectativa de que o

desempenho dos métodos, quando aplicados em fung¢des oscilatérias/periddicas

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, Ed. Esp. X ERMAC RS, €8, 2021



24 | Analise Comparativa do Desempenho Numérico de Técnicas de Inversdo da Transformada...

(F,(s) e F5(s)), fosse melhor do que quando usados em func¢des nao-oscilatérias
(F1(s)) nao se confirmou. O mesmo ocorreu com a crenca de que o método Fourier
Complexo, por ndo descartar a parte imaginaria das expressdes, forneceria
melhores resultados.

Apesar das expansdes por séries de Fourier empregadas serem de simples
implementacdo e rapida execucdo, 0 numero de termos nos somatorios
necessarios para obtencdo de bons resultados foi considerado grande em relagao
a outras técnicas ja estudadas (Pilatti, 2019), (Pillati et al., 2019).

Cabe enfatizar que, ao invés de apontar qual o melhor método para inversao
numeérica da TL, este trabalho tem o interesse de apresentar recomenda¢fes ao
emprego dos métodos, discutindo as particularidades de cada formula¢do e as
caracteristicas das classes de fun¢bes em que se pretende aplica-los. Ainda,
espera-se que os testes apresentados, aqui, possam servir de base para a aplicagao
destas técnicas na inversao de outras funcdes de mesmas classes, cujas
transformadas inversas nao possam ser determinadas analiticamente ou sejam de
dificil obtencao.

Diante do exposto, entende-se que o0s objetivos do trabalho foram
alcancados, visto que foi possivel explorar o emprego de trés métodos, baseados
em expansdes da Série de Fourier, aplicados a fun¢fes testes com caracteristicas
distintas (exponencial, oscilatéria/periddica). Além disso, resultados compativeis
com a formulacdo analitica foram obtidos, a influéncia dos parametros envolvidos
foi estudada, sendo possivel, inclusive, aindicacdo de um algoritmo mais adequado
para a inversao destas classes de func¢des.

Como proposta de trabalho futuro pretende-se: verificar a performance dos
métodos estudados neste trabalho quando empregados em problemas aplicados,
cujas solucdes apresentam as mesmas caracteristicas das funcdes teste; realizar o
estudo de outros algoritmos dedicados a inversao numérica da TL; aumentar a
abrangéncia de classes do conjunto de fun¢des elementares para o teste dos

métodos investigados pelo grupo.
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