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RESUMO

O conjunto dos numeros reais possui um papel fundamental no ensino da matematica, tanto nos niveis
do Ensino Fundamental quanto no Ensino Superior, e as dificuldades que os alunos apresentam com
relacdo a tais elementos, em especial aos irracionais, ndo devem ser ignoradas. Assim, com o objetivo
de ampliar entendimentos sobre esses temas, elaboramos formas de abordar as fun¢des poténcia,
exponencial, suas inversas e respectivas fun¢des derivadas, buscando esclarecer suas continuidades.
Para tanto, procuramos conhecer como os livros didaticos apresentam a fungao exponencial e as regras
de derivacdo para fun¢des poténcias, enfatizando o caso de expoentes irracionais e, a partir de reflexdes,
muitas destas inspiradas pela obra Calculo Diferencial e Integral de Courant (1951), preparamos um
material de estudo que permite retomar discussdes sobre as propriedades basicas e expandir as
argumentac¢des com relacdo a continuidade de tais funcdes, além de uma definicdo apropriada para o
valor a elevado ao expoente x. Como resultado, apresentamos duas perspectivas para se trabalhar com
a funcdo exponencial e a funcdo logaritmica, bem como alternativas para a definicdo de poténcias de
expoentes irracionais. Acreditamos que esse embate de diferentes interpreta¢cdes possibilita um
repensar dos conceitos, permitindo lograr novas percepcdes sobre tais assuntos.

Palavras-chave: Expoentes irracionais; Funcdo exponencial; Fun¢ao logaritmica; Ensino de matematica

ABSTRACT

The set of real numbers has a fundamental role in the teaching of mathematics, both in Elementary and
Higher Education levels, and should not be ignored the difficulties that students have in relation to such
elements, especially the irrational. Thus, with the objective of seeking to produce knowledge on this topic,
we developed ways to address the power function, exponential, their inverses and their respective
derived functions, seeking to clarify the continuity. Therefore, we sought to know how textbooks present
the exponential function and the rules of derivation the power functions, emphasizing the case of
irrational exponents and, based on reflections, many of them inspired by the work Calculo Diferencial
and Integral by Courant (1951), we have prepared a material that resume discussions about the basic
properties and expand the arguments regarding the continuity of such functions, in addition to an
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appropriate definition for the value a raised to the exponent x. As a result, we present two perspectives
for working with this functions, as well as alternatives for defining powers of irrational exponents. We
believe that this meeting of different interpretations enables a rethinking of the concepts, allowing
achieve new perception on such matters.

Keywords: Irrational exponents; Exponential function; Logarithmic function; Mathematics teaching

1 INTRODUCAO

Neste artigo apresentaremos alguns resultados parciais oriundos dos
estudos efetivados no projeto de pesquisa “A disciplina de Analise: uma
investigacdo em curso”, o qual buscou realizar uma investigacdao histérica sobre
como se deu o desenvolvimento dos cursos de Analise Real, no sentido de
pesquisar tanto os conceitos apresentados na disciplina, como sua cronologia,
pautados em alguns referenciais didaticos pedagdgicos, possibilitando um
repensar na forma como os conteuddos sao trabalhados nesta disciplina.

Em nossas diligéncias nos deparamos com o livro Calculo Diferencial e
Integral, de Courant (1951), o qual aborda as questdes do Calculo e da Analise Real
de uma forma diferenciada, pois apresenta primeiro a definicao de integral de uma
funcdo de uma variavel real para, posteriormente, tratar da sua derivada. Essa
perspectiva distingue-se da exposicao da maioria dos livros texto de Calculo
Diferencial e Integral e de Analise Real, 0os quais apresentam os temas na ordem:
conjuntos numéricos, fung¢des, limites, continuidade, derivada e integral conforme
Avila (1999), Figueiredo (2013), Guidorizzi (2008), Leithold (1994), Lima (2017),
Stewart (2013), Swokowski (1994) e Thomas (2002). Isto nos impeliu a refletir sobre
a forma com que trabalhamos alguns conteudos didaticos quer seja num curso de
Analise Real ou Calculo.

Outro ponto importante para a selecdo do assunto diz respeito as
dificuldades que os alunos apresentam com relacdo aos numeros reais, em
especial os irracionais. Segundo Broetto (2019), tanto alunos do Ensino
Fundamental como dos cursos de Licenciatura em Matematica ndo sabem
diferenciar numeros irracionais de numeros racionais e isso se deve a dois fatores

inter-relacionados: “Aplicagdo incorreta ou incompleta da definicdo e o ndo
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entendimento da relacdo entre as fracdes e suas representa¢des decimais. [...] 0
fato de uma divisdo de inteiros gerar necessariamente uma dizima periédica nao
€ uma questao Obvia para os estudantes, inclusive para os licenciandos. Por conta
disso, essa questdo ndo deve ser tratada de forma aligeirada” (p. 735).

Outrossim, nossa experiéncia mostra que muitos alunos também
apresentam dificuldades com relacdo as propriedades de poténcias e dos
logaritmos, ndo sabendo justificar os procedimentos de calculo. Portanto, entre as
guestdes de pesquisa, surge aquela que busca conhecer novas formas de abordar
esse assunto visando construir um tratamento para tal, capaz de demonstrar
novos horizontes para esse assunto.

Com isso, um dos resultados de nossa investigacdao foi a percepc¢do sob o
modo como temas de potenciacdo, de fun¢ao exponencial e de sua inversa podem
ser apresentados, possibilitando-nos retomar discussdes sobre suas propriedades
basicas e expandir as argumentac¢des com relacdo a continuidade de tais fun¢des
e uma definicdo apropriada para a* destacando o caso das poténcias com
expoentes irracionais. Cabe ressaltarmos que poténcias irracionais podem ser
obtidas de varias formas, variando os elementos da base e do expoente com
valores racionais e/ou irracionais, conforme os exemplos /2,73,
(\/§)§,(\/§)2,_(2)—§ etc. Nossa preocupacdo, neste trabalho, recai sobre a
determinac¢ao dos valores de poténcias com expoente irracional, ja que os casos
de expoentes inteiro e racional decorem, e se justificam, da defini¢do de expoente
natural e das propriedades aritméticas basicas das poténcias.

Ainda, as regras de derivacdo para as func¢des y =x* com poténcias
irracionais sdo apresentadas mas nao comumente demonstradas nos livros de
Calculo ou Analise Real e, por vezes, estes se utilizam de técnicas que omitem
pontos nevralgicos da teoria. Como exemplo, (Stewart, 2013, p. 199) justifica a
generalizacdo dessa regra de derivacdo apresentando o seguinte procedimento.

A Regra da Poténcia: Se n for qualquer niumeroreal e f(x) = x™, entao f'(x) =

nx
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Demonstracdo: Seja y = x™. Usa-se a derivacdo logaritmica:

Inlyl|= In|x"| = nin|x|, #= 0
y' n

y X

Logo,

N
y'=n_-=n—=nx

Observemos que o método acima esclarece a regra, mas para seu uso ha de
se estabelecer previamente a identidade aln|x|=In|x|* para poténcias
irracionais, fato ainda nao consolidado neste compéndio.

Dessa forma, motivados pelas incursdes do projeto de pesquisa,
procuramos conhecer como os livros didaticos apresentam a funcao
exponencial e as regras de derivacao para funcdes poténcias, enfatizando o
caso de poténcias com expoentes irracionais e, a partir de reflexdes
decorrentes da nossa investigacdo, organizamos uma apresentacao sobre o
tema, a qual sera exposta no decorrer deste artigo. Ressaltamos que
elaboramos uma ordem de apresentacdo desses conteudos que, como ficara
explicito nas linhas abaixo, pode ser alterada a critério do professor e a
depender do grau de conhecimento da turma que esse estiver trabalhando e
dos objetivos que ele deseja com tal assunto. E neste texto, ndo possuimos a
intencdo de empreendermos sobre estratégias metodoldgicas para o
tratamento de tais conteudos.

Ademais, abordagens diferenciadas dos conteudos podem auxiliar os
académicos a adquirirem compreensdes que por vezes l|hes passam
despercebidas, além de motiva-los a buscar novas técnicas de investigacdo, de
apreensao de conceitos. Neste sentido, corroboramos com (Broetto, 2019, p.
733), quando afirma que “A aprendizagem tem maiores chances de se tornar

efetiva e duradoura quanto maior é a variedade de rela¢des, figuras mentais e
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procedimentos referentes a um determinado conceito, principalmente aquelas
que estabelecem ligacdes com outros conceitos”. Ele critica a énfase dada ao
formalismo relacionado ao conceito de numeros reais (corpo ordenado
completo) colocando que “uma abordagem formalista/axiomatica ndo fornece
0 suporte necessario para enfrentar os desafios da pratica em sala de aula na
Educacao Basica” (p. 742). Nesse sentido, explorar diferentes perspectivas que
conduzem a continuidade da funcdo exponencial, mesmo que de modo formal,
possibilitarad confrontar o préprio conceito de irracionalidade, permitindo que

os académicos ponderem sobre essas questdes.

2 MATERIAL E METODOS

Este artigo foi delineado a partir das seguintes perguntas: Como suprir
lacunas na abordagem das func¢des exponenciais de forma a tornar possivel
apresentarmos uma demonstra¢ao para a sua continuidade para académicos dos
cursos de Licenciatura em Matematica? E ainda, como generalizar a regra de
derivacdo das func¢bes poténcia para o caso de expoente irracional? E frente aos
guestionamentos decidimos buscar na literatura os fundamentos para tal arguicao.

As interrogacfes apresentadas sdo oriundas do projeto de pesquisa
supracitado. A fim de percorrermos tais perguntas utilizamos uma abordagem de
natureza qualitativa, sendo essa “[...] um processo de reflexdo e analise da
realidade através da utilizacdo de métodos e técnicas para compreensao detalhada
do objeto de estudo em seu contexto histérico e/ou segundo sua estruturacao.
Esse processo implica em estudo segundo a literatura pertinente ao tema [...]"
(Oliveira, 2014, p. 37). Para tanto, realizamos um trabalho de pesquisa bibliografica,
pois “[...] a principal vantagem da pesquisa bibliografica reside no fato de permitir
ao investigador a cobertura de fenbmenos muito mais ampla do que aquela que
poderia investigar diretamente” (Gil, 2008, p. 50).

Destacamos, aqui, a obra de Richard Courant (1951), Calculo Diferencial e

Integral, como texto balisador no sentido de provocar alguns questionamentos
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sobre o tema das func¢des exponencial e fun¢des poténcia, uma vez que essa obra
antecipa o assunto de integracdo para depois tratar da derivacdo, possibilitando
inquirir sobre os temas de forma distinta.

Assim, através do estudo de obras que trabalham com os temas dessa
investigacdo, tanto no nivel fundamental quanto no superior, procuramos
conhecer como sdo desenvolvidos os conteddos sobre poténcias, funcgao
exponencial, funcdo logaritmica e suas respectivas derivadas, possibilitando a
elaboracdo de caminhos que conduziram a verificacdo da continuidade dessas
funcbes, bem como da operacionalizacdo de suas regras de derivacdao. Aqui,
salientamos que nosso foco reside na discussao de diferentes abordagens para
esses conteudos tao importantes para a formacao dos futuros professores, e no

beneficio que elas podem oferecer ao aprendizado.

3 AS POTENCIAS a* E AS FUNCOES EXPONENCIAL E LOGARITMICA

As func¢Bes exponencial e logaritmica sao apresentadas no Ensino Médio e,
para a melhor compreensao, sua abordagem é antecedida pelos conceitos de
potenciacdo e radiciacdo, seguidos de suas propriedades. Dessa forma, sao
tratados os conceitos basicos de uma poténcia b como um numero que é resultado
de um expoente n numa base a, ou sejab=a"%a€RbeR eneN. E, também,
dizemos que o numero real a é a raiz n-ésima de um numero real ndo negativo b,
e representamos por pora = Vb, a € R;, a € R, e n € N ndo nulo, se a® = b. Assim,
também se estabelece que Vb = a se, e somente se, b = a”".

Na literatura especifica de tais temas, percebemos que as primeiras
definicdes a serem trabalhadas envolvem os expoentes naturais, partindo desse
caso primario e inferindo as regras basicas de potenciacdo, geralmente, pela
intuicdo. Posteriormente, a fim de manter a validade de tais propriedades, é

definida a poténcia para expoentes inteiros negativos e racionais.
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Definicdo: Dado a um ndmero real positivo', para todon € N definimos que:

Propriedades basicas: Para g, b € R*% e m e n naturais, valem:

) o™= qgm . q"
i) (a.b)" = am.b™,

i) (@™ = a™".

Com isto, é imediato verificar que,

1 1

a=a""v"a9=aa=1a=a

e que,

estendendo a definicdo para os numeros negativos e racionais, mantendo as
regras operacionais acima.

Constatamos que a maioria dos livros didaticos consultados explora os casos
de bases e expoentes negativos, justificando com contraexemplos as restricfes
para a boa definicdo das expressdes. Dessa forma, estabelecidas as regras basicas
para poténcias com expoentes naturais, inteiros e racionais, segue-se com a
definicdo da funcdao exponencial através da relacdo y = a*,x € R,a > 0, onde
expande-se a poténcia com expoentes para todo numero real de uma forma muito

informal, sem, necessariamente, as devidas consideracdes sobre esse processo tao

' Alguns livros ampliam a defini¢do de poténcias naturais (e inteiras) para bases com valores reais para,
posteriormente, realizar as restricBes cabiveis para osdemais expoentes.
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laborioso. Ainda, de y = a* sdo trabalhadas as questdes relacionadas ao dominio,
imagem, contradominio, crescimento/decrescimento e, por fim, o grafico dessa
funcdo. Observamos na literatura, ainda que expresso de forma instintiva, que a
funcdo exponencial, restrita a imagem (R}), é uma funcado bijetora, possibilitando
a definicdo de sua inversa: a fun¢ao logaritmica.

Neste contexto, a funcdo logaritmica surge como a funcao inversa da
exponencial, ou seja, ela se apresenta a partir do reconhecimento das
propriedades e caracteristicas da funcdo exponencial. Seu grafico é determinado
utilizando-se as simetrias existentes entre uma funcdo e sua inversa, a saber: f e
sua inversa f~! sdo simétricas com relacdo a reta identidade y = x. Tal como
ilustramos nas figuras a seguir, em que exemplificamos casos particulares da
funcdo exponencial e sua inversa logaritmicacom monotocidade crescente (Figura
1) e decrescente (Figura 2). Os exemplos evidenciam as simetrias entre seus

tracados.

Figura 1: Fun¢8es exponencial e logaritmica com a > 1

Fonte: acervo particular dos autores (2021).
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Quando a > 1 temos que a funcdo exponencial é crescente, o que garante
gue sua inversa é também crescente. De fato, se y; < y>, pela sobrejetividade de f,
segue que existem X1 e Xz tais que f (x1) = y1 e f (x2) = y2. Assim, se f 7 fosse
decrescente, isto é, se f “1(y,) > f ! (y,) teriamos que f “1(f (x1)) > 7 (f (x2)),
ou seja, x7 > x2 com f(x;) < f(x,), 0 que contradiz a monotocidade de f.
Analogamente, verifica-se o caso decrescente para 0 < a < 1.

Poucos sdao os livros que demonstram de forma precisa, utilizando o
principio de inducdo, as propriedades aritméticas elencadas acima, quica
justificam tais fatos para os irracionais. Nao tratam com os irracionais, pois “Nao
existe propriedade de potenciacdo para expressar o valor de uma funcdo
exponencial quando o expoente é irracional. Por exemplo, se f(x) = 2%, entdo f(r) =
2", porém o que 27 significa? O que podemos fazer sao apenas aproximacdes”
(Demana et al., 2009, p. 128). Certamente o valor de 2™ é atribuido por meio de
aproximacdes, ja que o expoente é um numero irracional, mas é possivel definir
essa expressao de forma precisa. Ainda que os licenciandos ndo possam levar essa
exposicdo para suas aulas na Educacao Basica, devido a complexidade de tal, é
salutar que a eles, abordagens como essa sejam apresentadas, pois suprem lacunas
em relacdo a conteudos que sao objetos de ensino da sua pratica, e consideramos
de grande relevancia que os futuros professores conhecam a natureza do
conhecimento matematico que ele ira ensinar. “Este conhecimento seria necessario
para que o futuro professor pudesse perceber problemas epistemolégicos
importantes nas abordagens usuais dadas a conceitos como numeros racionais e
irracionais, func¢des, continuidade etc. e permitiria ao futuro professor discutir de
modo mais amplo o0 conhecimento que ira lecionar” (Moreira e Vianna, 2016, p. 533).
Neste sentido, esses conhecimentos sdao apresentados, geralmente, nos cursos de

Analise Real.
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Figura 2: Fun¢8es exponencial e logaritmicacom 0 < a < 1

Yy = log% T

Fonte: acervo particular dos autores (2021).

Entre as obras para o Ensino Médio que analisamos destacamos aqui duas
delas para tecer alguns comentarios. O livro Fundamentos da Matematica
Elementar: Logaritmos, de lezzi et al. (2013), explora as propriedades de
potenciacdo com maiores detalhes, provando algumas delas através do método de
induc¢do. Ainda, os autores discutem brevemente o caso de poténcia de expoente
irracional (a), introduzindo o conceito de “classe” que define a%, semelhante aos
conjuntos estabelecidos pelos Cortes de Dedekind?, ou seja, tomam conjuntos de
aproximacdes por falta {a"|[r e Q e r < a} e por excesso {a5|]s € Q e a < s}.
Entretanto, ndo chegam a explorar essa definicdo, apesar da preocupacdo em
descrever um exemplo, o nimero 3V2, como aproximacao de valores racionais.

Ja o exemplar Matematica para o Ensino Médio, Volume 1, de Lima et al.
(2006) esclarece, sem utilizar o principio de inducdo explicitamente, as
propriedades de poténcias para uma base a. Os autores justificam a extensao das

definicdes para expoentes inteiros e racionais, incluindo a preocupac¢dao com a boa

2 Maiores detalhes em Avila (1999).
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L~ p m ~ .
definicao de a" para o caso de” = ~ = 77, com n e g ndo nulos. Ainda, valem-se

do lema “fixado um numero real positivo a#1, em todo intervalo de R* existe
alguma poténcia a’, com r € Q."(p. 177), que versa sobre a densidade da imagem
de o" nos reais positivos para posteriormente justificar, em conjunto com a
completeza dos reais, que existe uma Unica maneira de se definir a funcdo
exponencial g para x irracional. Entretanto, os autorestratam da propriedade da
completeza de forma coloquial, fazendo uso de expressdes decimais (Lima et al.,
2006, p. 60). Por fim,este compéndio apresenta uma caracterizacdao para a funcao
exponencial e define a logaritmica como sua inversa.
Tradicionalmente, os livros para o Ensino Médio, como Dante (2013) e Souza
e Garcia (2016), apresentam a fun¢ao exponencial para depois definirem a func¢ao
logaritmica como sua inversa. Essa perspectiva também é assumida nos materiais
para os cursos de Licenciatura em Matematica através dos livros de Pré-calculo e
de Calculo Diferencial e Integral, conforme Stewart (2013), Swokowski (1994),
Thomas (2002), Demana et al. (2009), Medeiros et al. (2006). Entretanto, neste nivel
de ensino, mais detalhes sdo apresentados, como a demonstracdo das
propriedades basicas para expoentes naturais, inteiros e racionais3. Além disso,
consideragdes sao feitas para o caso de poténcias irracionais.
O valor para um numero irracional x é escolhido de modo que o grafico
de a* ndo apresente “buracos” ou “saltos”. Essas palavras obviamente
ndo sdo termos matematicos, mas transmitem informalmente a ideia.
Queremos mostrar que o valor a*, quando x € irracional, é escolhido de
modo que a funcdo f (x) = a*seja continua, uma nocdo que sera
explorada cuidadosamente no préximo capitulo. [...] 23 ~ 3,321997086.

E a propriedade da completude dos reais que garante que este

procedimento resultard em um Gnico niimero que definimos como 23,
(Thomas, 2002, p. 33).

Obviamente sao os entraves conceituais relacionados aos irracionais que
proporcionam essas dificuldades na definicdo do termo ¢ mas € devido a

importancia da exponencial, e de suas propriedades de derivacdo, que muitos

3 Neste texto, a menos de consideracdes em contrario, estamos assumindo que a base a da expressao
a* é positiva, para garantir sua boa definicdo.
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autores preferem introduzi-las no inicio dos livros de Pré-calculo e Calculo,
justificando sua continuidade de forma intuitiva e, posteriormente, com o uso da
integral, ressignificando essa interpretacdo, definindo primeiramente a funcdo
logaritmica (natural) para que, na sequéncia, possaexpressar a exponencial (natural)

como sua inversa. Assim, apresenta-se para todo valor x € (0, +o0) a funcdo

logaritmica como
X
1
f(x) =Inx = f?dt (01)
1

E interessante observarmos que a descricdo das funcdes exponenciais, para
qualquer base positiva a, e das logaritmicas gerais (loga), sao obtidas da funcao
(01) através de relagbes com o NUumero de Euler e. Assim, esse nUmero assume um
lugar de destaque para tais fun¢des. Uma boa caracterizagdo para esse valor pode
ser obtida em Silva e Spolaor (2015).

Na préxima secdo faremos um paralelo de diferentes abordagens para
definir as poténcias irracionais e suas regras de deriva¢do, no primeiro caso
partindo do logaritmo natural definido pela integral e, no segundo caso, atraves

dos limites de aproximacdes racionais, baseado no trabalho de Courant (1951).

4 RESULTADOS E DISCUSSAO - POTENCIAS IRRACIONAIS

Para determinarmos as regras de derivacdao para a fun¢do poténcia com
qualquer expoente, f(x) = x% a € R, comecamos relembrando uma identidade que

envolve poténcias naturais:

x™ —xl = (x — x0) (X" + x™ 2 + xV3xE 4+ o xxI T2+ x}) (02)

para quaisquer x, X0 e Rene€eN
Utilizando a equacao (2) é facil verificarmos que a derivada das func¢des

poténcia para o caso de expoente n € N é dada por:
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fx) = f(xo)
’ T
f (xo) - llmx_)xo x_—.xo
x™ - xy
’ T
(x = x) (" +x"Pxg 4+ X"Pxf 4 +agT )

, .
f1(xo) = limy_y, —xe

f,(xo) = nxg_l
Logo, paratodo x € Ren € Ntemos que
(x™) =nx"1

Segue, como consequénciaimediata destaregra, e daregra do quociente para
derivadas, o caso em que n é um inteiro negativoe x # 0. De fato,sen € Z_, entao

—-n > 0e

n-1

1 )’ 0.x " —1.(—n)x™™1 nx 1t
= = = nx

(x—n)z - x—2n

o = (=

Para deduzirmos a derivada de uma funcdo poténcia para expoentes

racionais vamos precisar de dois resultados: a regra da cadeia e a derivada de uma

funcdo inversa. Ambos os resultados podem ser consultados em (Lima, 2017, p.
263).

Derivada de uma Funcdo Inversa: Sejaf: X - Y c Ruma funcdo que

possuiinversag = f71: Y - X c R.Seféderivavelnopontoa € X n

X' e g é continua no ponto b = f (a) entdo g é derivavel no ponto b se,

e somente se, f'(a) # 0. No caso afirmativo, g'(b) = f’za) .

Consideremos, agora, n € Znao nulo, e a fungao f (x) = x%, para x € D(f).

Assim, sua inversa, sobre o contradominio?® é dada por g(x) = x™. Dos resultados

acima, temos que:

4 Observe que para n par f é definida sobre os reais ndo negativos e para valores impares o dominio
sdo todos os reais.
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1 1 1 1 1

! — -1y — — — —
Fe =070 = s = e R
nixn

Ou seja,

m ope
Para resolver o caso geral de um valor —€Qn # 0, utilizamos a regra da
cadeia.
my’ 1\™ ™1 1 1.y m m-1 1-n m m-l+l-n m m_,
(xn) =[<xn) ] =m<xn) _(—xn >=—x n  xn =—.X n = —Xn
n n n
Resta, por fim, provarmos que para um numero irracional t a regra da
derivada permanece a mesma, ou seja, (x%)’ = tx*~1. Para isto, precisamos,
primeiramente, especificar como determinar o numero irracional a*. Na
sequéncia apresentamos doismodos: o primeiro definindo a* em decorréncia da

funcdo logaritmica e de suas propriedades e o segundo em termos do limite de

sequéncias de numeros racionais.

4.1 Caso um: a partir da Funcao Logaritmica

Essa € uma maneira muito elegante e funcional de se definir uma poténcia
com expoente irracional, pois as poderosas ferramentas do caculo facilitam
algumas manipulacdes. Por outro lado, requer que o aluno perfaca grande parte
de um curso de Calculo sem abordar as fun¢des exponenciais. A seguir, retomamos
a definicdo da funcdo logaritmica (natural), representada na Figura (3), que serve
como ponto de partida para essa ideia.

Definicao: Definimos a funcado logaritmica (natural), In: (0,+ ) - R, como

a funcao dada por
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*1
lnxzf —dt
. t

Assim, a funcdo Inx é tomada como a integral do ramo positivo da hipérbole,
sendo uma funcdo continua e derivavel pelo Teorema Fundamental do Calculo
(TFC)>. Como a integral representa a area sob o grafico da hipérbole é possivel
demonstrarmos varias relacdes para Inx de modo a obter as mesmas
caracteriza¢cbes das funcdes logaritmicas definidas como inversas de func¢des

exponenciais.

Figura 3: Representacdo da funcdo y = In x como area sob a hipérbole

Fonte: acervo particular dos autores (2021).

Na sequéncia, mostramos algumas propriedades, e suas respectivas
demonstrac¢des, que sdo comumente trabalhadas nos livros de Calculo e Analise
Real. Algumas referéncias sobre esse tema sdo: Avila (1999), Figueiredo (2013),
Guidorizzi (2008), Lima (2017), Stewart (2013) e Thomas (2002).

1. Se0<x<1,entaolnx<0.

Decorre de propriedades da integral e da positividade da hipérbole, ou seja,

> Teorema Fundamental do Célculo: Seja f : [a,b] —» R uma fungdo (limitada) integravel. Se G for uma
primitiva qualquer de f em [a, b], entdo faaf = G(b) — G(a) . (Figueiredo, 2013). Observamos que, nos
livros de Calculo, a hipotese (limitada) integravel é substituida pela continuidade.

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, €95, 2021



16 | Poténcias Irracionais: perspectivas para o Ensino Superior

In(x) = fx%dt = —<f1%dt> <o
1 X

2. In1=0

Imediato da definigao.

3. Sex > 1,entdolnx > 0.

Basta observar que In(x) = flx%dt > 0, pois representa a area sob a hipérbole.

4. (Inx)’ =%

Segue imediato do TFC.

5. In(xy) =Inx+1Iny

Basta observarmos que as derivadas, em relacdo a x, das seguintes func¢des
coincidem: (In(xy))” = 1/x = (Inx)”,logo In(xy) =Inx + k, k é uma constante.

Fazendo x = 1 nesta Ultima expressao, obtemos k =1Iny.

6. In(x/y) =Inx —Iny.

In(x) = In (g -y)

I (x)+z()=>z (x) Inx—1
ni|\— n ny{i—|]=nx —1I(n
y Y y Y

7. Sex > 0er € Q entdao In(x") = rin(x).
Consideramos essa propriedade como a mais importante de y =Inx, pois
dela decorre a definicdo de at, ¢t irracional. Para demonstra-la vamos utilizar a
regra da cadeia associada a derivada da funcdo poténcia nos casos de expoentes
racionais.

Tomandou = x" ey =Inx", temos que:

dy dy du 1 rx"!
—=— . —=—rx"""= = —
dx du dy u x" X

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, €95, 2021



Lubeck, Kelly Roberta Mazzutti; Pasquini, Regina Célia Guapo | 17

Esta derivada coincide com a derivada de y = rinx, logo, ambas as func¢des
diferem a menos de uma constante, ou seja, In(x") = rinx + k, k constante.
Fazendo x = 1, temos que k = 0 e obtemos a expressao desejada.

8. Afuncdoy =Inx é crescente.

Basta observar que sua derivada é positiva.

9. Sex, —» +, entaolnx, - +x

Observamos, primeiramente, que In2 > 0. Com efeito, se

1 1 21 21 2 1
1<t<2$—<—<1=>j—dt<J—dt<]1dt$—<1n2<1
2 ¢ L 2 Lt . 2

Agora, consideramos a sequéncia (In2"). Logo,

limIn2" = lim nln2=1n2. lim n = 4o

n—-oo n—-+oo n—-+oo

Como o logaritmo natural é crescente, segue que

lim Inx, = +o
n—-+oo

De fato, fixado qualquer M > 0 (grande), como In2" — + cotemos que existe
ny € Ntal que sen > ny, entaoIn2™ > M. Para o valor 2™ > 0, como x, > +©
por hipdétese, segue que existe n; € N tal que sen > nq, entdo x, > 2™,

Como Inx é uma fungao crescente, para n > max{ny,n;}, temos que lnx, >

In2"% > M. Com isto, concluimos que

(Inx,) » +o

10.Se (x,) é positivae x , » 0%, entdo In x, » —oo.

Esta demonstracdao é analoga ao caso anteiror, mas agora considerando a

sequéncia (ln (Zin)) e o crescimento da fun¢do logaritmica. Vejamos que,

1
lim In (—) = lim —nIn2=1In2. lim —n=—o
n—-+oo n n-+o n—-+o
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Figura 4: Funcéoy =Inx

Fonte: acervo particular dos autores (2021).

Ressaltamos que as propriedades 8, 9 e 10 sao importantes na medida que
garantem que a funcdo logaritmica é sobrejetiva em R, pois uma funcdo ser
crescente ndo implica, necessariamente, em ela ser ilimitada, como é o caso, por
exemplo, da funcdo y = tan™' x, que é crescente, mas limitada pelas assintotas
horizontaisy =+ g .6

Com estas propriedades € possivel estabelecermos uma representacdo para
o grafico da funcdo logaritmica que coincide com nossas expectativas, conforme
Figura (4).

Através das consideracdes expostas sobre a fun¢ao logaritmica, sabemos
que In: (0,+00) - R é uma funcdo injetora e sobrejetora e dessa bijetividade
decorre que existe uma funcdo inversa f~! bem definida. Ademais, f é continua

(pelo item 4 é derivavel). Dessa maneira surge, por fim, a funcdo exp = f*.

6 Varios exemplos, de funcdes crescentes e limitadas, podem ser construidos observando-se suas

2 2
assintotas horizontais. Tomando f(x) = ;:i —2,5ex<0ef(x)= ;:i + 2sex > 0;vemos que trata-se

de uma funcgado crescente com assintotas horizontais dadas por y = +1
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Outrossim, como a func¢ao logaritmica é continua, do Teorema do Valor
Intermedidrio’ para In(4) > 1 >1In(2), temos que existe um valor e € (2,4) tal que
Ine = 1. Eis, portanto, uma maneira de apresentar o NUumero de Euler.

A escolha do valor x = 4 é motivada pelas desigualdades abaixo e pela
Figura (5).

14>1+1+1>1+(1+1)—1+1—1
N o737y 27\ \a"g) 72727

Figura 5: Estimativas para ovalory =1In4

Fonte: acervo particular dos autores (2021).

Definicao: Definimos a inversa da funcdo logaritmica como a funcdo

exp: R — (0,+), ou seja:
exp(x) = y © x =In(y)

Chamaremos essa fun¢ao de exponencial, pois ela € uma representacdo da
funcdo exponencial natural classica (y = e*), como mostraremos na sequéncia.
Das propriedades do logaritmo decorrem as propriedades da exp x, a saber,

dados x,y € Rer € Q, seguem-se que:

7Seja f: [a; b] » Rcontinua. Se f(a) < d < f(b) entdo existe ¢ € (a;b) tal que f(c) = d. (Lima,
2017, p. 234).
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11. exp(x + y) = expx.expy.

12. exp(r.x) = (exp(x))".
13. y = exp x é uma funcdo crescente.
14. (exp x)' = exp x.

Comentaremos esse resultado em vista da exponencial ser a Unica fung¢ao a
satisfazé-lo, a menos de constantes multiplicativas. Ademais, como coloca Courant
e Robbins (2000) “A funcao exponencial natural é idéntica a sua derivada. Esta é
realmente a origem de todas as propriedades da funcdo exponencial e a razao
basica para sua importancia em aplica¢gées” (p. 514).

Considerando y = exp(x), entdo pelo resultado da derivada de uma fung¢ao

inversa, temos que

__ 1 1
~(nyy 1,

(expx)’ =y=expx

Como toda funcdo derivavel é continua, segue que exp também € uma funcao
continua.
15. lim expx = +oo.
X—>+ 00
16. lim expx = O.
X—>+00
Observacdao: Como tomamos e € R tal que Ine = 1, segue-se que expl = e.

Assim, para todo r € Q, da propriedade 12, temos que

expr = exp(l.7) = (expl)" =e”

Essa ultima observacao, aliada a propriedade 11, justifica a denominacado da
funcdo y =expx como funcdo exponencial. Ademais, essa caracterizacdo nos
permite estender o conceito para uma poténcia com expoente irracional na base e,
uma vez que y = expx esta bem definida para todos os valores reais, inclusive x
irracional. Isto da significado a essa “poténcia irracional”. Assim, colocamos:

Definicdo: Para todo x € R definimos e* = expx.
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Nossa intencdo, agora, é ampliar o significado de poténcias de expoentes
irracionais para todas as bases positivas. Entretanto, desejamos manter as
propriedades bdsicas dessas funcdes, logo gostariamos que as poténcias a'
satisfizessem In(a’) = tlna. Assim, “forcamos” que isto aconteca estabelecendo a
préxima definicao.

Definicdo: (Poténcias com Expoentes Reais) Seja a um numero real positivo.

Para todo t € R, definimos

t — ,tlna

Observemos que 2™ = e™"? = exp(m.In2), com In2 bem definido pela integral
da hipérbole e exp(m.In 2) sendo a inversa do logaritmo no ponto m.In2, também
bem definido. Uma expressdao bem definida, mas nem por isso facil de calcular.
Outro aspecto dessa definicdo é que ela é pertinente para todas as poténcais reais,
como exemplo 2* = e*"2 = 16,

Com essa definicdo é possivel concluirmos os casos de derivacdo para

poténcias irracionais. Vejamos:

' 1 t
(x) = (et™*) = [exp(tlnx)]’ = exp(tlnx).t; = e(““").; =xtt.x Tl =t.xt?

Ou seja,

(xt) = t.xt?

Além disso, garantimos que a fun¢do exponencial y = a* goza das

propriedades ja citadas, para todos os valores reais. De fato,

o aXtV = x+ty)lna _ pxlna+ylna _ exp(xIna +ylna) =

exp(xIna).exp(ylna) =e*"% eg¥Ina = g¥ g¥
e (a¥)’ = (exlna)y = exp(xIna)” = exp((xIna).y) = exp(xylna) = V"% = g*¥

e (a¥)' = (exlna)’ = (exp(xIna)) = exp(xIna).Ina =e*'"%Ina=a*lna
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De posse dessas informacdes, definimos a funcdo logaritmica geral, como:
Definicdo: Dadoa € R,a > 0,a # 1, definimos a funcdo logaritmica na base
a por:
Inx

l0gq: (0,+0) > R e log,x = —

Ina

. ~ L~ Inx
Assumindo que y =log,x, entdo por definicdo temos que y = —,
resultando que ylna =1Inx. Logo, a¥ = e?"® = ¢I"*¥ = x ouseja, a¥ = x.

De forma analoga, se y = a*, entaolog,y = x.

4.2 Caso dois: como Limite de Sequéncia

Apresentaremos, agora, um modo alternativo de se verificar as propriedades
de uma funcdo exponencial e de se estender a regra de derivacao de poténcias
irracionais. Para tanto, vamos considerar um numero irracional como limite de
uma sequéncia de numeros racionais. Essa concepc¢do € possivel devido a
propriedade da completeza dos reais e pelo fato dos racionais serem densos® em

R. Assim,

vt eR3(x,) € Qlx, > t,n > 4+

Neste ponto faremos incursdes a obra de Richard Courant (1951), pois o
autor apresenta de forma diferenciada algumas regras para as fun¢des poténcia e
exponencial (e suas inversas). Assim, partindo de algumas de suas indicacdes,
vamos apresentar e demonstrar resultados sobre essas funcdes.

Ele estabelece primeiramente, mas sem provar, as propriedades e a
continuidade de a*,V x € R, colocando: “Visto que os valores de a* sdo densos em

qualquer ponto, é natural estender esta fun¢cao a* de modo que ela seja continua

8 Lembramos que “Um conjunto X c R chama-se denso em R quando todo intervalo aberto (a, b)
contém algum ponto de X.” (Lima, 2017, p. 83). Essa caracterizacao decorre da propriedade
Arquimediana, que também é uma consequéncia da propriedade da completeza dos reais. Maiores
detalhes em Lima (2017).
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também para os valores irracionais de x, atribuindo a a* valores continuos, quando
x for irracional como os ja definidos para x racional” (Courant, 1951, p. 26).

De fato, o autor mostra como definir o expoente na base a de um ndmero
irracional a. Para tanto, considera uma sequéncia de racionais ry, 1,1, que
convergem para a e mostra que o limite }}_{{}O a™ existe e o definimos como a%. Sua
demonstracdo é baseada na caracterizacdo da sequéncia, que satisfaz ou ainda,
gue é uma sequéncia de Cauchy. Relembramos:

Definicdo: Dizemos que uma sequéncia (x,) € uma sequéncia de Cauchy se
para todo € > 0 dado, existe n, € N tal que se nnm € Nem,n > n,, entdo
I, —x, | < €.

No conjunto dos numeros reais, toda sequéncia convergente é de Cauchy e,
reciprocamente, toda sequéncia de Cauchy é convergente. Donde essa importante
caracterizacgao.

Essa abordagem é interessante, pois antecipa um fato que muito é utilizado,
y = e*ser continua, mas que os livros de Andlise Real somente apresentam ao
final, pois empregam a func¢do exponencial como inversa da logaritmica, que por
sua vez é definida como a integral de 1/t, para integrandos de 1 a x, como exposto
anteriormente. O fato de postergar essa conclusdo compromete diversos
resultados e conexBes que podem ser estabelecidas, que dizem respeito aos
numeros reais com os conteudos da Educag¢ao Basica. Como por exemplo, a
existéncia de uma poténcia tal que e* = 2. Ou ainda, o que seria e??

Mostraremos, agora, que se (r,) € uma sequéncia racional que converge para
o nimero irracional «, entdo _lim a™ converge.

Afirmagdo: Se _lim 7, =& com « irracional, entdo lim a™ existe.

Vamos dividir a demonstragdao em dois casos: quando a base for maior do
que 1 e quando estiver entre O e 1.

Tome € > 0. Como (r,) é limitada® e a exponencial (racional) é monétona,

segue que (a™) é limitada, logo existe M > 0 tal que

% Toda sequéncia convergente ¢é limitada. Detalhes em Avila (1999).

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, €95, 2021



24 | Poténcias Irracionais: perspectivas para o Ensino Superior

am <M

1 € .
Como lim an =1, dado o valor .. >0, segue que existe no €N tal que se

n—-+oo

n > ny, entao

1 €
an — 1‘ <—=
M
~ . A . 1
Como (r,) converge, entdo € uma sequéncia de Cauchy, logo dado 6 <—,

. ~ 1 .
existe n; € N tal que se n,m > ny, entdo I, — Tl =1, — 1 <6 < o Dito, temos que:

1
Tn<E+Tm

Acima assumimos que 1, > 1,; sem perda de generalidade.

. 1
Consideremos m,n > max{ny,n,};; logo para a>1 temos que g™ < gat™m :

Assim,
1 1 1 €
la™ —a™m| = @™ — @™ < gn’™ — g'm < g'm (aﬁ - 1) =q'm |qn — 1| < M'M =€
Seja 0 < a < 1.Neste caso,
1 Lir Lir
T, <H+rm=>arn >Sagn' M = —qg'n < —qn’'™

Assim,

1 1 €
la™ — a"m| = —(a™ — a"™) = —a™ + a’m < —an'"™ + g'm = g'm <1 — an> < M'M =€

Concluimos, portanto, que (a™) € uma sequéncia de Cauchy, logo
convergente.

Chamaremos esse limite de a* assim podemos reescrever:

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, €95, 2021



Lubeck, Kelly Roberta Mazzutti; Pasquini, Regina Célia Guapo | 25

lim a™ = a“ (03)

n—>0oo

Alguns cuidados a respeito dessa definicdo sao necessarios mencionar, pois
de uma forma simplista definimos a poténcia de um expoente irracional por (03),
entretanto caberia investigarmos se essa definicdo independe da sequéncia de
convergéncia, ou seja, ser, 2 a e s, > a com 1,5, € Q para qualquer n € N,
implicaria que lim a™ = lim a** o que de fato ocorre.

Ainda, para verificarmos a continuidade de y = a*; para todo x € R; para
a > 1 observamos, primeiramente, que se a e f sdo numeros irracionais tais que
a < B entdo a* < aP, pois se B —a =€ >0 é possivel, pela densidade de Q em R;
tomar sequéncias de racionais n, > a e s, » f com r, <s, para todo n,m €N.
Assim, seguindo um raciocinio analogo ao apresentado acima, ja que a*mantém a
monotocidade para todos os numeros, temos que a funcdo exponencial € continua.
Os demais casos sao evidentes, pois se a =1 entao por definicdo a* = 1 e se
0<a<1lentdoa* = (1/;x)™' com 1/, > 1. Composicdo de fungdes continuas.

A monotocidade de y = a* estendida para poténcias irracionais, bem como
a sua boa definicdo, requerem certos cuidados, pois, a rigor, o valor a“
trata de classes de equivaléncias de sequéncias racionais (sequéncias de Cauchy).
Para provarmos essas desigualdades e que a definicdo independe do
representante, precisariamos retomar a propria construcdo do conjunto dos
numeros reais. Ribenboim (2012) apresenta uma constru¢cdao dos numeros reais
baseada nas sequéncias de Cauchy e prova os principais resultados sobre a
completude dos nimeros reais, limites e fun¢des continuas'®. Essa é uma questédo
de escolha, que acreditamos que neste momento nao convém fazé-la, entretanto,

podemos sugerir uma incursdao aos aspectos histdricos desse assunto em

%Trata-se de uma boa obra de introducdo a Analise Real na qual o leitor encontrara a justificativa
precisa de alguns argumentos comentados aqui que, em virtude da natureza desse trabalho, ndo
foram mencionados. Outras obras que podem ser consultados sdo Monteiro (1971) ou Aragona (2010).
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Pasquini'’ que podem levar ao conhecimento sobre tal, ainda que sem o devido
rigor para a sua abordagem, mas trazendo a esséncia das construcdes.
Com relacdo as propriedades da exponencial, para o caso de a e ff serem

numeros irracionais, temos que:

limry+sy limr, lims
n n a a/?

a®*tf =q = lim ™" = lim(a™. a*") = lima™.lima* = a ".a =a

onde as igualdades se justificam em decorréncia de especificidades dos limites e
da continuidade de func¢des. As demais propriedades da funcdo exponencial,
aplicadas aos numeros irracionais, seguem de modo analogo.

Vamos, agora, apresentar uma forma alternativa, proposta por Courant
(1951), para se demonstrar a regra geral para a derivacdo de (x**')’ = (a + 1)x%,
para a € R. Para essa argumentacdo o autor utiliza o processo de integracdao. Em
sua obra, Courant primeiro trabalha com a integral para depois focar na derivada.
Essa abordagem é interessante na medida que explora outras perspectivas no
modo de se estabelecer o conhecimento. Ademais, ela enfatiza a importancia do
TFC para formalizacdo de determinados conceitos.

Problema: Demonstrar que (x**!)" = (a + 1)x% Va € R.

Nessa nova abordagem, vamos realizar o calculo da integral das func¢des
poténcia, para posteriormente, em posse do TFC, calcular uma expressao para
essas derivadas.

Novamente precisamos partir dos casos natural, inteiro e racional para,
depois, abordarmos o caso irracional. Comecamos com a € N. Primeiramente,
relembramos o classico caso de poténcia quadrada (x?) no intervalo [0,b].
Tomamos a = 0 para simplificar a expressao. Dividindo o intervalo 0 < x < bem
n subintervalos de medida h = b/n obtemos que o somatdério dos retangulos

aproximantes com altura nos extremos direitos, denotado por S, é

S = h.(h® + 2°h* + 3*h* + -+ n*h?)

"TPASQUINI, R. C. G. Um Tratamento para os NUmeros Reais via Medicdo de Segmentos: uma proposta,
uma investigacdo. 209 f. Tese (Doutorado) - Universidade Estadual Paulista, Rio Claro, 2007.
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S=h%(1+2243%2++n?),comoh =0/,

1
S=b3.$(1+22+32+---+n2)

3

1
S = an(n + 1)(211 + 1)

b3
s=—-(1+ 1@+

Para n —» o temos que § - b3/3.

No caso geral de um subintervalo [a, b] vale:
b b a 1
j x?dx = j x?dx —J x?dx == (b3 —a?)
a 0 0 3

Para o caso a # 2,a € N, se dividissemos o intervalo de integracdo 0 <

x < b em partes iguais teriamos dificuldades para estabelecer uma féormula para

substituir nalﬂ 1+2*+3+ - +n% no somatério dos retangulos

aproximantes, inviabilizando o calculo. Assim, Courant sugere subdividir o
intervalo como uma “progressao geomeétrica”, ou seja, tomamos "\/g:q e

escolhemos os pontos da subdivisdo como: a; aq; aq?; -; ag™; ag™ = b. A Figura

(6) exemplifica essa distribuicdo, paraa = 1, b = 4en = 6.

Figura 6: Representacdo dos pontos amostrais

) 1 2 3 1

o

9 3 1 & X
a aq  aq® aq aq aq’ aq®

Fonte: acervo particular dos autores (2021).
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Logo, a soma dos retangulos aproximantes, cuja altura agora tomaremos no

ponto extremo esquerdo dos subintervalos, é dada por

S = (aq — a)a® + (aq® — aq)(aq)® + (aq® — aq®)(aq®)* + -+ + (aq"™ — aq" ") (aq" H)*
S=a"(q- D+ @~ q“+(¢* —q)g** + -+ (q" — " g V]
S=a"*(g -1+ (q-Dg“"V + (g - Dg*¢** + -+ (¢ — g Vg ~De]

S = a%(q—D[1+q** + q*D + ... 4 g(r=D@D] e pela equagdo (2)

(qa+1)n -1
S = aa+1(q - 1) <—q(a+1) 1

(¢-1) n|b
= gat+1( (a+1) _ - =
S = a**(q 1).q(a+1)_1,de —=q

(g-1) ~
S = (bt — q**1), (q(a+1)_1), e novamente, da equacao (2)

(-1
(q-DA+qg+q*++4q%

S = (b““—a““).( ),n—>oo:>q—>1

ba+1 _ aa+1
S —

a+1

. . r
Agora, consideramos o caso em que @ € Q*. Assim, a =-,r > 0es > 0.

Analogamente, chegamos que a soma S dos retangulos aproximantes é dada

por

q—1

S = (ba+1 _ aa+1) qa+1 —

Basta, portanto, analisarmos o termo do quociente ja que a poténcia agora
€ com expoente racional e ndo podemos mais aplicar a férmula (2) diretamente a

essa expressao. Fazendo a mudanca de variavel T = ql/s; entao

n-o=q9g—1=>T—1.

Dessa forma,

q-1 _ gq—-1 _ qg-—1 TS -1 (T -D)A+T+T*+--+TED)
qett —1 - qTT-I-S 1 - (ql/s)(r+s) 1 TTO+s) 1 (T-1DA+T+T24++ T(r+s—1))
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S 1
5 _

s+r a+1

. r .. ~
Para o caso negativo, se a # —~l,a = ——,7,s €Z,, definimos T = q~'/s. Entéo,

teremos que

TS = q,qa+1 = q_g_l—l = (q_l/s)r .q = T".T=S=T""5
Assim, o quociente fica

1
-1 T5-1 —1-7s TS —1 (T—1D)A+T+T?+--+TED)
q T

-1 Trs—1 Trs—1 —T5(I"5-1) —T5(T—1)(1+T + T2+ +TC5D)
s 1

e d =
—(r=s) a+1

Com isto concluimos o «calculo do valor da integral de y = x“

para os valores racionais de @, com a # —1, a saber:

b

(4)

b 1 xa+1
Xdx = hatl _ gqatly =
,fa Ty +1 ( ™) (a + 1)

a

Agora, utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, podemos inferir que

;_x(a;-l-lxaﬂ) =x* = %(x“) =a.x* 1L,

Portanto, provamos, de uma forma pouco usual, as regras para derivacao no
caso de expoentes racionais. Cabe salientar, nesse ponto, o quao trabalhoso pode
ser o calculo de integrais, mesmo para funcdes poténcia, que sdao “bem
comportadas”. Vé-se, dessa forma, a importancia de se instrumentalizar tal técnica,
0 que ocorre com o Teorema Fundamental do Calculo. Para estender o resultado
acima para o caso irracional, Courant (1951) utiliza a definicdo da poténcia de
expoente irracional x* como o limite de expoentes racionais e, novamente,

trabalha com as integrais. Nesse caso faremos uso do seguinte resultado.
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Teorema: Se |f(x) —g(x)| < €,Vx € [a, b], entéo|f;f(x)dx —f:g(x)dx| <e(b—a).

Ou equivalente:
b b b
—e(b—a)+ f gx)dx < f fl)dx < f g(x)dx + e(b — a).

Seja qualquer a e R—Q,a # —1, logo existe uma sequéncia (a,) de valores
racionais distintos de —1 que converge para «, ou seja, nlifpw @n = @, Vamos mostrar
gue a integral f: x%dx,0 < a < b, esta bem definida e apresentar o seu valor.

Como lim x% =x% ¢ possivel determinar n, suficientemente grande de
forma que, para qualquer € > 0 dado, tenhamos [x* — x%| < € para todo x € [a, b]
e todo n > n,.

De fato, com x* é mond6tona temos que x* esta situado entre a“ e b%, assim,

x% < a®+ b%. Ainda, 1 — x% esta situado entre 1 —a® e 1 — b“. Logo,

|x® — x| = x“|1 —x5n|,6n =a,—«
< (a* + b“)|1 —x5n|

< (@*+b*)(|1 = a®| + |1 — b%n|)

Como a%» -1 e b%» -1, pois se n—+o entdio &, >0, segue que
|x* —x%| - 0, isto é, para n, suficientemente grande, n > ng, [x* —x*| < €, para
todo x € [a, b].

Logo, pelo teorema anterior, para f(x) = x* e g(x) = x%, temos que
g0, p P q

—e(b—a) + [, xndx < [ x%dx < [, x“rdx + (b — a)
Resolvendo as integrais das poténcias racionais x“»,

an+l __ ,anpt+l
(b a’™™?)

b
—e(b—a) + (bontl — g%ntl) < f x%dx <
a

a, +1 a, +1
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Para e » 0 temos que a, = a. Portanto, segue o resultado para «a irracional,
ou seja, sua integral coincide com (4). Assim, pelo TFC, segue a férmula geral de
derivacdo de uma poténcia x“, a saber:

d _
a(x ) = a.x*1 (5)

5 CONCLUSAO

Com o trabalho apresentado procuramos evidenciar diferentes perspectivas
para trabalhar com a funcdo exponencial e a funcdo logaritmica, no sentido da
primazia da definicdo: estabelecer uma delas para obter a outra como inversa, bem
como as fun¢des poténcia e suas derivadas. As dificuldades no que tangem as
poténcias de expoentes irracionais estdao presentes em ambos 0s processos, pois
envolvem as questdes da completude dos numeros reais, e essas dificuldades,
cada uma a seu modo, foram superadas conforme a abordagem apresentada no
texto acima.

Cabe-nos reforcar que, os resultados obtidos tornaram-se possiveis,
circunstancialmente, devido a investigacdao que realizamos na obra de Richard
Courant, que foi essencial, trazendo-nos subsidios para o desenvolvimento das
ideias aqui presentes, ao propormos uma apresentacdo que explorasse integrais
de fun¢bes poténcia, através de sua definicdo por limites, associadas ao conceito
de limite de sequéncias de racionais, que culminaram no resultado (5).

A Figura (7) representa um diagrama que descreve os dois processos
percorridos nesse trabalho para se chegar a continuidade da funcdo y = a* e
possui o objetivo de sistematizar as ideias apresentadas nessa exposi¢ao.

Com isto, acreditamos ter elucidado as questdes que guiaram essa
investigacdao: Como suprir lacunas na abordagem das fun¢des exponenciais de
forma a tornar possivel apresentarmos uma demonstra¢do para a continuidade

das func¢bes exponenciais para académicos dos cursos de Licenciatura em
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Matematica? E ainda, como generalizar a regra de derivacdo das fun¢bes poténcia
para o caso de expoente irracional?, pois assumindo o “caso um” os académicos
confrontam-se com uma teoria robusta - técnicas do Calculo Diferencial e Integral
- que lhes confirma o resultado ora citado. Por outro lado, as colocacdes expostas
no “caso dois” permitem uma maior aproximac¢ao entre o conhecimento que os
alunos ja possuem sobre poténcias de expoentes racionais e 0 rigor necessario
para se estabelecer uma ‘boa defini¢do’ para poténcias de expoentes irracionais
para, a partir dessa, prosseguir com a demonstra¢do dos resultados. Esse embate,
de diferentes técnicas, possibilita um repensar dos conceitos, permitindo que
surjam reflexdes acerca de conhecimentos prévios que esses estudantes possuem
de forma a construirem novos conhecimentos acerca dos expoentes irracionais e
seus desdobramentos.

De fato, apresentar de antemdo a funcao logaritmica como a integral da
hipérbole, nos integrando de lax, para posteriormente definir a funcdo
exponencial como sua inversa, nos parece uma boa e elegante saida, na medida
que as ferramentas do Calculo asseguram a continuidade e diversas outras
propriedades para essas aplica¢des, inclusive uma extensao plausivel para as
poténcias de expoentes irracionais.

Por outro lado, pelo conhecimento que os alunos ja possuem da func¢ao
exponencial e da logaritmica como sua inversa, retomar as definicdes de poténcias
com expoentes basicos (naturais, inteiros e racionais) para, na sequéncia, explorar
a interpretacdo para expoentes irracionais pode gerar um aprendizado muito
significativo. Além disso, examina uma perspectiva pouco vista nos cursos de
Calculo ou Analise Real, quando aplica o Teorema Fundamental do Calculo para
apresentar uma antiderivada a um limite ja calculado. Isso reforca a importancia
de tal resultado quando esse instrumentaliza processos de limites longos e, por

vezes, tediosos.
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Figura 7: Continuidade dey = a*

Continuidade de y = a*
Poténcias Irracionais |m exp x como Inversa

IR

= iR

R cutil ; : . = P 2
| ) |
= o= lim r, A = gme |
aeR-Q, (r)CQ exp(z) = (Inz)™ &
- 4 ¥ = ]511 ([r” e¥ = CX])(()-) <::'/

Fonte: acervo particular dos autores (2021).

Além disso, as dificuldades com as poténcias extrapolam, inclusive, aquelas
gue envolvem expoentes irracionais, pois muitas vezes os académicos nao
conseguem compreender o significado das poténcias irracionais dos valores
4§ — 3/2 ou m?, como exemplo, j& que o problema ndo estd necessariamente na
definicdo dessas expressdes, pois > = m- m, mas a que ponto da reta real
corresponde este valor? Ou, qual seria uma “boa” estimativa para esse numero?
Assim, procuramos rediscutir fatos que trazem atona questdes delicadas da teoria,
buscando emergir questionamentos sobre a estrutura do conjunto dos nimeros
reais. Dessa forma, esperamos que as ideias aqui apresentadas oferecam

persperctivas para o ensino da tematica tratada em nivel superior.
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