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RESUMO

A sequéncia de Leonardo é uma sequéncia pouco conhecida, porém apresenta semelhancas com a
sequéncia de Fibonacci. Com isso, este trabalho apresenta uma discussao referente as relacdes
recorrentes n-dimensionais, com base no modelo recursivo unidimensional Le, = Len-1 + Len-2 + 1,
vn =2, com Leg = Les = 1 sendo 0s seus termos iniciais. A partir do processo de complexificacdo da
sequéncia de Leonardo, sdo introduzidas definicdes dos nimeros de Leonardo tridimensionais e
mais geralmente, n-dimensionais, naturalmente que partindo duma definicdo dos numeros de
Leonardo bidimensionais ja existente. Com base nisso, foi possivel realizar um estudo em torno das
propriedades matematicas dos nimeros bidimensionais (Le(n,m)), tridimensionais (Le(n,m,p)) e n-
dimensionais (Le(no,n1,n2,n3, -+, Ny)) de Leonardo, permitindo-nos explorar propriedades e sua
extensdo para os inteiros.
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ABSTRACT

Leonardo’s sequence is a not very well known sequence with similarities with the Fibonacci sequence.
Thus, this work presents a discussion regarding the recurrent n-dimensional relations, based on the one-
dimensional recursive model Le, = Len-1 + Len-2 + 1, VN = 2, with Leo = Leq = 1 being initial terms. From the
process of complexification of the Leonardo sequence, definitions of the numbers of Leonardo three-
dimensional and more generally, n-dimensional, naturally starting from a definition of the existing two-
dimensional Leonardo numbers. Based on this, it was possible to carry out a study on the mathematical
properties of the two-dimensional (Le(n,m)), three-dimensional (Le(n,m,p)) and n-dimensional Leonardo
numbers (Le(no,n1,n2,N3, * - +, Np)), allowing us to explore properties and their extension to integers.
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1 INTRODUCAO

Historicamente ndo se sabe a origem da sequéncia de Leonardo, devido a
escassez de pesquisas referentes a essa sequéncia, porém Alves et al. (2020)
conjecturem que esses numeros foram estudados por Leonardo de Pisa (1180-
1250), ndo tendo sido esta conjectura comprovada em nenhum trabalho. Esta
sequéncia linear e de segunda ordem foi estudada nos trabalhos de Catarino e
Borges (2019); Vieira et al. (2019); Shannon (2019); Vieira et al. (2020), nos quais
estes numeros sdo apresentados a partir da relagdo de recorréncia Len = Len-1 +
Len-2+ 1,Vn > 2, sendo Leo = Le1 = 1 seus termos iniciais. Catarino e Borges (2019)
apresentam uma outra relacao a que satisfazem os numeros de Leonardo, seja ela:
Len+1 = 2Len — Len-2, Vn = 2, mantendo os termos iniciais. Assim os primeiros termos

desta sequéncia sao:

1,1,3,5,9,15,25,41,67,109,177,287,465...

A equacdo caracteristica dessa sequéncia é descrita por: x*> — 2x* + 1 =0, em

gue apresentam trés raizes reais, sendo uma igual a 1 e as outras duas iguais as

raizes da equacdo caracteristica de da sequéncia de Fibonacci, 1 i?- E ainda, esta

sequéncia apresenta uma relacdo com o0s numeros de Fibonacci, seja ela: Le, =

Lep+1
2

2F,.1 —1,vn € N, isolando F,;4, tem-se F,,;1 =

Por outro lado, o processo de complexificacdo da sequéncia de Leonardo é
baseado nos artigos de Harman (1981); Oliveira et al. (2017); Vieira et al. (2019), a
qual consiste na insercao da unidade imaginaria, no aumento dimensional e sua
correspondente representacdo algébrica. Dessa forma, neste trabalho, serdo
discutidos aspectos referentes as relacdes recorrentes n-dimensionais definidas a
partir do modelo recursivo unidimensional, bidimensional e tridimensional de

Leonardo.
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2 AS RELACOES RECORRENTES BIDIMENSIONAIS E TRIDIMENSIONAIS
DE LEONARDO

A partir da recorréncia unidimensional de Leonardo, nesta secdo, serdo
apresentados as rela¢des bidimensionais e tridimensionais de Leonardo baseado
nos trabalhos de Harman (1981); Oliveira et al. (2017); Vieira et al. (2019). Sera
realizado o aumento de dimensionalidade e a insercdo das unidades imaginarias i
e .

A partir da definicdo da sequéncia de Leonardo Bidimensional no trabalho
de Vieira et al. (2019), com os valores iniciais definidos como:

Le(0,0) =1,Le(1,0) =1,Le(0,1) =1 +1i,Le(1,1) =1 +1i, em quei*=—1eLe(-1)
= —1, Le(0) = Le(1) = 1, Le(2) = 3.

Sdo apresentados os numeros na forma Le(n,m), com n, m € N, satisfazendo

as relacgdes:

Le(n + 1,m) = 2Le(n,m) — Le(n — 2,m),
Le(nm + 1) = 2Le(n,m) — Le(n,m — 2).

Dessa forma, tem-se a relacdo bidimensional, apresentada no teorema
abaixo.
Teorema 2.1

Para os numeros inteiros, nm € N, os termos da sequéncia de Leonardo

bidimensionais na forma Le(n,m), sdo descritos por Vieira et al. (2019):

Le(n,m) = (Le(n) Le(";) +1 n Le(";) +1 1) N <Le(n2) + 1> <Le(m —2 1) + 1)1’

Demonstracao

A demonstra¢do pode ser verificada no trabalho de Vieira et al. (2019).
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Com isso, a partir do trabalho de Vieira et al. (2019), é possivel reescrever a

Le(n)+1

formula bidimensional. Assim, dada a relacdo F(n+1) = -

pode-se substituir

na relacdo do Teorema 2.1, obtendo:

Le(m)+1 Le(m)+1 Le(n) + 1\ [Le(m—1)+ 1) .
) () ()

Le(n,m) = <Le(n)
=(Le(mMFm+1)+Fm+1)—1)+Fn+1)F(m)i

E ainda, para as relacdes tridimensionais de Leonardo, é possivel apresentar

0S seus nUmeros tridimensionais, sendo eles:

Le(0,0,0) = 1 = Le(0),
Le(1,0,0) = 1 = Le(1),
Le(0,1,0) = 1 +1,
Le(0,0,1) =1 +]j,
Le(1,1,1) =1+1i+],
Le(0,1,1) =1 +1i+],
Le(1,0,1) =1 +]j,
Le(1,1,0) =1 +1,

em que i’ = j> = —1, formando os nimeros na forma Le(n,m,p) satisfazendo as

seguintes condicdes tridimensionais de recorréncia, em que n,m,p > 0:

Le(n,m,p) = 2Le(n—1,m,p) — Le(n— 3, m,p)
Le(n,m,p) = 2Le(n,m—1,p) — Le(n,m — 3,p)
Le(n,m,p) = 2Le(n,m,p—1) — Le(n,m,p — 3)

Para tanto, tem-se o calculo dos termos:

Le(0,1,2) =Le(0,1,1) + Le(0,1,0) + 1=(1 +i+j)+ (1 +i) + 1 =3+ 2i +],
Le(0,0,2) = Le(0,0,1) + Le(0,0,0) + 1= (14+j) + (1) + 1 =3 +j,

Le(0,2,2) = Le(0,1,2) + Le(0,0,2) + 1= 3+ 2i+j) + B+j) + 1 =7 + 2i + 2j,
Le(0,2,0) = Le(0,1,0) + Le(0,0,0) + 1 = (1 4+ i) + (1) + 1 =3 +1i.

Com isso, tem-se:
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Teorema 2.2

Para os trés inteiros, n,m,p € N, os nimeros na forma Le(n,m,p) sdo descritos

por:
Fim—1)+Le(m—1)
Le(n,m,p) =F(n+ 1)F(m+ 1)Le(p) + [F(n + 1)F(m — 1)< > >
F(n—1)+Le(n—1) .
+< > )F(n—l)]+F(n+1)F(m)F(p+1)l
+F(n+ 1)F(m+ 1)F(p)j.
Demonstracgao.

Assim, paran=0e m = 2, tem-se que:

Le(0,2,3) = 2Le(0,2,2) — Le(0,2,0) = 11 + 3i + 4j = 2Le(3) + 1 + F(4)i + 2F(3)j;
Le(0,2,4) = 2Le(0,2,3) — Le(0,2,1) = 19 + 5i + 6] = 2Le(4) + 1 + F(5)i + 2F(4)j;
Le(0,2,5) = 2Le(0,2,4) — Le(0,2,2) = 31 + 8i + 10j = 2Le(5) + 1 + F(6)i + 2F(5)j;

Le(0,2,p—3) =2Le(0,2,p—4) — Le(0,2,p—6) =2Le(p—3) + 1 + F(p — 2)i + 2F(p — 3)j;
Le(0,2,p—2) =2Le(0,2,p—3) — Le(0,2,p—5) =2Le(p—2) + 1 + F(p — )i + 2F(p — 2)j;
Le(0,2,p—1) =2Le(0,2,p —2) —Le(0,2,p —4) =2Le(p—1) + 1 + F(p)i + 2F(p — 1)j;
Le(0,2,p) =2Le(0,2,p— 1) — Le(0,2,p — 3)

=4Le(p—1) + 2 + 2F(p)i + 4F(p — 1)j

—2Le(p—3) —1—F(p—2)i — 2F(p — 3)j

= 2Le(p) + 1 + F(p + 1)i + 2F(p)j
2Le(p) + 1+ F(p + )i+ F(1)F(3)F(p)j
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Ademais, tem-se outras propriedades inerentes a este processo, para m =

1,2,3,...,k, obtendo:

Le(0,1,p) = F(2)Le(p) + (“2E2)F(0) + F()F(p + )i + F2)F(p)j

F(1) + Le(1)

Le(0,2,p) = F(3)Le(p) + (C2E2)F(1) + FQ)F(p + Di + FR)F (D))

F(2) + Le(2)

Le(0,3,p) = F(4)Le(p) + (“2L=2)F(2) + F3)F(p + Di + F(4F (D))

Le(0,k — 3,p) = 2Le(0,k — 4,p) — Le(0,k — 6,p)

= F(k — 2)Le(p) + (= E=2)F(k — 4) + (F(k — 3)F(p + 1)i

+ (F(OF(k = 2)F(p))i;
Le(0,k — 2,p) = 2Le(0,k — 3,p) — Le(0,k — 5,p)

— F(k— 1)Le(p) + (F(k -3) J;Le(k - 3))

F(k—3) + (F(k = 2)F(p + D)i + (F(k = 1)F(p))j;
Le(0,k —1,p) = 2Le(0,k — 2,p) — Le(0,k — 4,p)
= F()Le(p) + (

F(p + 1)i+ (F(LF&F(p))j;
Le(0,k,p) =2Le(0,k — 1,p) — Le(0,k — 3,p)

= 2(F(Le(p) + (
+ (FAOF(RF(p))j — (F(k — 2)Le(p) + (=R (k — 4)
+ (F(k = 3)F(p + 1)i + (F(OF(k — 2)F(p))))

= F(k + DLe(p) + (222 E=D IRk — 1) + (FRF(p + )i

+ (F(k+ DF(p))j.

FED P C IRk - 2) + (F(k— 1)

F(k - 2) -;Le(k - 2))F(k —-2)+ (F(k=1DF(p+ 1))i
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Com isso, prova-se a veracidade do Teorema, por meio da sua aplicacao para

n=0,1,23,...,k nasituacdo apresentada a seguir:

F(m—-1)+Le(m—-1)
2

Le(0,m,p) = F(m + 1)Le(p) + ( JF(m — 1) + F(m)F(p + Di

+ F(m + D)F(p)j;

F(m—-1)+Le(m—-1)
2

Le(1,m,p) = F(m + 1)Le(p) + ( JF(m — 1) + F(m)F(p + Di

+ F(m + DF(p)j;

Le(2,m,p) = 2F(m + 1Le(p) + 2(Z52EEE=D)R(m — 1) + 2F(m)F(p + )i

+ 2F(m + DF(p)j

Le(n,m,p) = F(n+ 1)F(m + 1)Le(p) + [F(n + 1)F(m — 1) (F(m -1) J;Le(m - 1))+

(F(n —1)+Le(n—1)
2

JF(@ = D] + F(n + DFm)F(p + 1)i
+ F(n + 1)F(m + 1)F(p)j.

3 AS RELACOES RECORRENTES N-DIMENSIONAIS DE LEONARDO

Com base nos trabalhos de Harman (1981); Oliveira (2017), nesta se¢do serdo
introduzidas a notacdo e rela¢des recorrentes n-dimensionais de Leonardo,
definindo assim uma expressao generalizada em que n representa o numero de

variaveis.
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Teorema 3.1

Sendo Le(ng,n1,Nn2, .. .,Nn) 0s nUmeros na forma n-dimensional de Leonardo,
com n € N e as unidades imaginarias representadas por g1 =i,J2 =j, ... ,Mn. Dessa

forma, esses sao dados por:
Le(ng,ny, ny, ...,n,) = F(ng + )F(ny + 1) ... Le(ny,)

F(ng—1) + Le(ny, — 1))
2

F(ny —1) + Le(n, — 1))
2

F(n, —1) + Le(n, — 1))

+F(n0—1)<

+ F(ng + DF(ny — 1) (

+---+F(nn_1+1)F(nn—1)< >
+F(ng+1)F(n)F(n, +1) ...F(n, + Dy,
+ F(ng+1)F(ny + DF(ny) .. F(n, + Dy,

+ F(ng + DF(ny + DF(ny + 1) ... F(n)iy,

Demonstragao

Dessa forma, ja foram demonstradas que as rela¢des bidimensionais e

tridimensionais sdo validas, pode-se verificar pelo processo indutivo:

Fn—1)+Le(n—1)

Le(n,m) = F(n + 1)Le(m) + ( -

JF(n = 1) + F(n + 1)F(m)py;

Fn—1)+Le(n—-1)
. JF(n— 1)

+ (F(m‘ ) : Le(m - 1))F(m — 1)F(n + 1) + F(n + 1)F(m)F(p + D

Le(n,mp) = F(n + DF(m + DLe(p) + (

+ F(n+ 1)F(m + 1)F(p)uz;

Le(n,m,p,q) = F(n + 1)F(m + DF(p + 1Le(q) + (222 C=)F(n - 1)

+ (F(m — U Len 1))F(m — DF(n+ 1)

+ (FEREEE =R — 1F(m + 1)

+F(n+ DHF(m)F(p + DF(q+ 11
+F(n+ 1)F(m+ 1)F(p)F(q + 1)p2
+F(n+ 1)F(m + 1)F(p + 1)F(q)pa.
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Logo:

Le(ng,ny,ny, ...,ny) = F(ng + 1)F(ny + 1) ... Le(n,)
F(ng—1+Le(ng — 1))
2
F(ny —1) + Le(n, — 1))

+F(ny — 1) (

2
F(n, —1) + Le(n, — 1))

+F(nyg+ 1)F(n, — 1) <

2
+F(ng+1)F(ny)F(n, +1) ...F(n, + Dy,
+F(ng+1F(ny + DF(ny) ... F(n, + Dy,
+F(ng+1DF(ny + DF(ny, + 1) ... F(ny)un

+ o+ F(y_q + DF(n, — 1)(

4 CONCLUSAO

Com o intuito de realizar a extensao dos termos da Sequéncia de Leonardo
para uma dimensdao complexa, neste trabalho, foram apresentadas e explanadas
as relagBes recursivas dos casos bidimensionais e tridimensionais desta sequéncia.
E ainda, por meio indutivo, foi apresentado a relacdo n-dimensional da sequéncia
de Leonardo com o intuito de estudar aspectos sobre a complexificagdo do modelo
de Leonardo, desenvolvendo propriedades matematicas em torno desses numeros
complexificados.

Ressalta-se que foi possivel revisitar a relacdo bidimensional dessa
sequéncia que foi apresentada por Vieira et al. (2019) e tem-se o intuito de dar
continuidade em estudos desse tipo de sequéncias, explorando novas identidades,

propriedades, teoremas e até algumas aplicagdes no dominio da ciéncia.
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