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RESUMO

No presente trabalho apresentamos um estudo sobre a hibridizacdo da sequéncia de Leonardo, a partir
dos resultados obtidos sobre esta sequéncia apresentado por Catarino e Borges (2020) e sobre o
conjunto dos numeros hibridos, apresentado por Ozdemir (2018). Ao longo do texto discutimos a
hibridizacdo da sequéncia de Leonardo apresentando defini¢des, teoremas, propriedades, proposicdes
e identidades com o intuito de apresentar novos resultados relacionados a sequéncia de Leonardo. E
ainda, apresentaremos, uma relacdo entre os numeros hibridos de Leonardo com os nimeros hibridos
de Fibonacci e, a partir desta relacdo, exibiremos trés identidades classicas vinculadas a esta sequéncia
hibrida de Leonardo, que sdo as identidades de: Catalan, Cassini e d'Ocagne.
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ABSTRACT

In the present work we present a study on the hybridization of the Leonardo sequence, from the results
obtained on this sequence presented by Catarino and Borges (2020) and on the set of hybrid numbers,
presented by Ozdemir (2018). Throughout the text we discussed the hybridization of the Leonardo
sequence presenting definitions, theorems, properties, propositions and identities in order to present
new results related to the Leonardo sequence. And yet, we will present a relationship between the hybrid
numbers of Leonardo with the hybrid numbers of Fibonacci and, from this relationship, we will display
three classic identities linked to this hybrid sequence of Leonardo, which are the identities of: Catalan,
Cassini and d'Ocagne.
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1 INTRODUCAO

A sequéncia de Leonardo vem sendo trabalhada recentemente na literatura
matematica, historicamente Alves et al. (2020) relata que ndo se sabe quem criou
esta sequéncia, porém acredita-se ter sido Leonardo de Pisa (1180-1250) devido a
grande semelhan¢a com a sequéncia de Fibonacci e por ter o mesmo nome do
matematico italiano. Esta sequéncia foi apresentada inicialmente por Catarino e
Borges (2020) e é formada pelos termos 1,1,3,5,9,15... e gerada pela recorréncia
Len+1 = Len + Len-1 + 1. E podemos encontrar estudos em torno desta sequéncia
nos trabalhos de Alves e Vieira (2019); Shannon (2019); Vieira et al. (2019, 2020).

Por outro lado, iremos abordar o estudo do novo conjunto de numeros, 0s
Numeros Hibridos, onde serd apresentado, de forma sucinta. Com isso, sera
realizado a hibridizacdo da sequéncia de Leonardo, ou seja, associar os numeros
hibridos a sequéncia de Leonardo. A hibridizacdo de sequéncias recorrentes vem
sendo abordada recentemente em alguns trabalhos da matematica pura, tais como:
Catarino (2019); Cerda-Morales (2018); Szynal-Liana (2018); Szynal-Liana e Wtoch
(2019); Mangueira et al. (2020a,b); Mangueira e Alves (2020).

Com isso, neste artigo tem-se o intuito de explorar a sequéncia de Leonardo
realizando a sua hibridizacdo. Assim, a seguir, iremos definir os numeros hibridos
de Leonardo, mostraremos a recorréncia da sequéncia hibrida de Leonardo e sua
extensao para os numeros de indices inteiros ndo positivos. E ainda, a equacao
caracteristica, o conjugado, carater, norma, vetor representacdo do numero
hibrido de Leonardo, o vetor hibrido, o inverso desse numero hibrido, forma
matricial, funcdo geradora, a formula de Binet e algumas identidades classicas, sao

elas: Catalan, Cassini e d'Ocagne.
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2 PRELIMINARES

2.1 Numeros Hibridos

Um novo conjunto numérico foi apresentado por Ozdemir (2018), onde ele
estudou trés sistemas numéricos juntos, sejam eles: complexos, hiperbdlicos e
duais estando combinados um com outro. Assim, ele denominou esse novo
numero como numero hibrido, denotado por K. A partir disso, serao definidos os

numeros hibridos, alguns teoremas, propriedades e a sua forma matricial.

Defini¢cdo 2.1
Um numero hibrido é definido como:

K={z=a+bi+ce+dh:abcd€R,i*=—-1,e2=0,h*=1,ih=—-hi=¢+1i}

E ainda, pode-se efetuar algumas propriedades e opera¢cdes com os numeros
hibridos, sendo elas:

Tomando dois numeros hibridos z1 = a1 + bii + c1e + dih e z2 = a2 + b2i + c2e +
dzh e s € R obtemos:

* Igualdade: z1 = z2, se e somente se, a1 =az,bi=bz,ci=czedi=dz

* Soma z1 + z2 = (a1 + az2) + (b1 + b2)i + (c1 + c2)e + (d1 + d2)h

» Subtra¢ao z1 — z2 = (a1 — az) + (b1 — b2)i + (c1 — c2)e + (d1 — d2)h

* Multiplicacdo por escalar s.z = s.a + s.bi + s.ce + s.dh

O produto hibrido é obtido distribuindo-se os termos a direita, preservando
a ordem de multiplicacdo das unidades e depois escrevendo os valores seguintes,
substituindo cada produto de unidades pelas igualdades i*=—1,e>=0,h*=1,ih =
—hi = ¢+ 1. Usando essas identidades, podemos encontrar o produto de quaisquer
duas unidades hibridas. E ainda podemos apresentar a tabela da multiplicacdo de

um numero hibrido, como mostra a Tabela 1.
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Tabela 1 - Tabela de multiplicacdo para um numero hibrido

1 i € h
1 1 i € h
i i -1 1—h e+i
€ € 1+h 0 - €
h h—¢ —i € 1

Fonte: Autores (2021)

A operacao de multiplicagdo nos numeros hibridos ndao é comutativa, mas
tem a propriedade de associatividade e o conjunto K dos numeros hibridos forma
um anel ndo comutativo.

E ainda, temos o conjugado de um numero hibrido z = a + bi + ce + dh,
denotado por z, é definido como

Zz=a — bi — ce- dh,
eonUimeroreal C(z)=zz =7z = a* + (b — ¢)> — ¢ — d®* = a® + b* — 2bc — d?
é chamado de carater do numero hibrido, onde a raiz do valor absoluto desse

numero real serd a norma do numero hibrido z, assim temos que: ||z|| = /|C(2)].

2.2 Sequéncia de Leonardo

A sequéncia de Leonardo é discutida em Catarino e Borges (2020), onde é
apresentada como uma sequéncia recorrente de numeros inteiros que esta
relacionado a sequéncia de Fibonacci e de Lucas que podem ser aplicadas em
quase todos os campos da ciéncia.

A sequéncia de Leonardo, comn € N, corresponde a seguinte relacdao de

recorréncia:

Len=Len-1+ Len-2+1,n=> 2.
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Para n + 1 podemos reescrever essa relacdo de recorréncia como Len+1 = Len
+ Len-1+ 1.
Podemos subtrair Len — Len+1 € assim obter uma outra relacdo de recorréncia

equivalente para esta sequéncia. Observe:

Len — Len+1 =Len—1+Len—2+1—Len—Len—1-1
Len+1 = 2Len — Len—2,
com as condic¢des iniciais Leo=1, Le1 = 1.
E ainda, Catarino e Borges (2020) apresenta uma relacdo entre a sequéncia

de Fibonacci e a sequéncia Leonardo, com n € N. Assim, tem-se que paran >0, é

expressa por:

Len = 2Fn+1 — 1.

Em Catarino e Borges (2020), pode-se encontrar algumas propriedades
envolvendo essa sequéncia, incluindo a férmula Binet e a funcdo geradora. Além
disso, a identidade da Cassini, a identidade de Catalan e a identidade de d'Ocagne
para esta sequéncia, também algumas expressGes de somas e produtos
envolvendo os termos desta sequéncia.

Motivado no trabalho de Ozdemir (2018), e baseado na importancia dessa
sequéncia aplicaremos a definicdo dos numeros hibridos nessa sequéncia e nas

préximas secdes apresentaremos os numeros hibridos de Leonardo.

3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta se¢dao vamos definir os numeros hibridos de Leonardo e alguns

resultados obtidos a partir dessa definicao.

Definicao 3.1

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, e82, 2021
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O numero hibrido de Leonardo, denominado por HLen+1 é definido como:

HLen = Len + Len+1i 4+ Lent2e + Len+3h.

Proposicdo 1

A sequéncia dos numeros hibridos de Leonardo, paran > 2 e comn € N,

satisfazem as recorréncias:

HLen = HLen-1 + HLen-2 + (1 +i4+e+ h) (’l)
e

HLen+1 = 2HLen — HLen-2 (2)
Demonstragdo

Para a Equacao 1 tem-se que:

HLen-1+ HLen-2+4+ (1 +i+4 €+ h) = Len-1 + Leni + Len+1€ + Len+2h + Len—2
+ Len-1i + Lene + Len+th+ (1 +i+ €+ h)
= (Len-1+ Len-2+ 1) + (Len + Len-1 + 1)i
+ (Len+1 + Len + 1)e + (Len+2 + Len+1 + 1)h
= Len + Len+1i + Len+2€ + Len+3h
= HLen

Para a Equacgao 2 tem-se que:

2HLen — HLen-2 = 2(Len + Len+1i + Len+2€ + Len+3h) — (Len-2 + Len-1i + Lene + Len+1h)
= (2Len — Len-2) + (2Len+1 — Len-1)i + (2Len+2 — Len)e
+ (2Len+3 — Len+1)h
= Len+1 + Len+2i + Len+3e + Len+4h

= HLen+1

E ainda, estendendo esses numeros para indices inteiros ndo positivos, tem-se:
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Definicao 3.2

A relacdo de recorréncia para os numeros com indices negativos da

sequéncia hibrida de Leonardo, n > 1 en € N, é definida por:

HLe-n = 2HLe-n+2 — HLe-n+3

Com os seguintes termos iniciais: HLeo=1+1i+ 3¢ + 5Sh e HLes = 3 + 5i + 9¢ + 15h.
Podemos relacionar os numeros hibridos de Leonardo com Fibonacci, onde

os numeros hibridos de Fibonacci foram apresentados em Cerda-Morales (2018).

Proposicao 2

Para n >0 e com n €N, tem-se a relagdo entre os numeros hibridos de

Leonardo com os numeros hibridos de Fibonacci.

HLen = 2HFns1— (1 +i+ &+ h). (3)

Demonstragdo

Vamos provar essa proposi¢ao por induc¢do. Para n = 0:

HLeo=2HF1— (1 +i+¢€+h)
=2(1+i+2¢+3h)—(1+i+e+h)
=1+4+i+3e+5h

Supondo que a igualdade é valida para todo 1 < k < n, temos HLek = 2HFk+1
— (1 +1i+ €+ h). Agora vamos provar que € valido para k + 1, utilizando a relacdo

de recorréncia 1 e hipdtese de induc¢do, obtemos:
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8 | Os numeros hibridos de Leonardo

HLex+1 = HLek + HLek-1+ (1 +i+ €+ h)
= [2HFk+1— (1 +i+e+h)]+ [2HFk— (1 +i+e+h)]+ (1 +i+e+h)
= 2(HFx+1 + HFx) = (1 +i+ e+ h)
= 2HFx+2— (1 +i+€e+h)

Com isso, provamos que a proposicao é valida.
De acordo com as rela¢des de recorréncia, HLen+1 = 2HLen — HLen—2, pode-se

apresentar sua equacao caracteristica, por meio da relacao

HLen+1 _ HLen_z

HLey HLey

Utilizando o raciocinio realizado por Koshy (2001), conjecturamos que a

A s . HLen4q , . .
sequéncia dos quocientes HLZ converge para um numero positivo. Assim, tem-
n
Hleny1 HlLe,_, HLep_; , HlLepyq 1
Se qUe "Hie,  “ "HLe, Hle,,  HLe,  ~  Hlen—i Hlep .
én én n-1 én HLen—2 HLep—1
HLeTL+1 HLen HLen_l .
X, = —— SelXp_1 =——— e Xp_p = ——.
Denotando x, HLe, ' tem-se: Xp—1 Hie,—1 e Xp—2 Hie,—2 Deteminando a
~ 1 A . 7 V4 . . .
equacdo X, = 2+ ——. Note que a sequéncia é mondtona limitada, assim

Xn—1"Xn-2

passando o limite e fazendo n tender para o infinito nesta ultima expressao, tem-

se:
) 1
limx, =2 - -
n—oo lim x,_; - lim x,_,
n—co n—-oo
5 1
xX=2-—
xZ

x3-2x2+1=0

onde é uma equacao cubica possuindo trés raizes, sendo duas iguais as raizes da
equacdo caracteristica da sequéncia de Fibonacci e uma igual a 1.
Baseado no que ja foi apresentado anteriormente pode-se apresentar o seu

conjugado, seu carater e a norma de um numero hibrido de Leonardo.

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, e82, 2021



MANGUEIRA, M. C. S.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. | 9

Definicao 3.3
O conjugado do numero hibrido de Leonardo é definido por:

HLe, = Le,, — Le, i — Le,.,€ — Le, 3h.

O produto de um numero hibrido pelo seu conjugado € denominado carater
do numero hibrido.
Definicdo 3.4

O carater do numero hibrido de Leonardo é definido por:

C(HLen) = Le®n + (Len+1 — Len+2)? — Le®n+2 — Le®n+3.

A norma de um numero hibrido é gerado a partir da raiz quadrada do
modulo do carater de um ndmero hibrido.
Definicao 3.5

A norma de um numero hibrido de Leonardo é definido como:

”HLenllz = |Lezn+1 — 2LepyiLenyn +4LepyoLey — 4Lezn+2|-

Definicdo 3.6

Para o numero hibrido de Leonardo, tem-se que o vetor representacao desse

numero é definido por:

VHLe, = (Ley, (Leny1 — Lenyz), Lenya, Lenys)

Definigao 3.7

O vetor hibrido de Leonardo é um vetor do espaco de Minkowski E3; e é definido por:

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, e82, 2021
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EHLen = (Len+1 — LErH-Z, L6n+2, Len+3).

Definicdo 3.8

O inverso do numero hibrido de Leonardo, com ||HLe,|| # 0, é dado por:

HLej! = ——n_

Além disso, os numeros hibridos de Leonardo podem ser representados de

forma matricial, a partir de uma matriz 2 x 2.

Proposicao 3

Uma matriz do numero hibrido de Leonardo, com n € N, é dada por:

OHLe. = Le, + Ley,, Leyy1 + Lepyn — Len]
en = 3Lenip — Lep — Lepyq Len — Lenyo
Demonstragdo
1 0 0 1 1 -1 0 1
ohte, = Len[} O+ tew[% 1+ tenea! 1]+ ten]?
— Ley + Lepy» Lepi1 — Lepyo + Len+3]
[Leny2 — Lepyq + Leyys Len — Leny»
| Le, + Ley,, Leyyq — Leyyp +2Ley ) — Len]
B [Lenyz — Lepyq + 2Lepy, — Ley Ley, — Lenyo
] Le, + Ley ., Lepy1 + Lepyn — Len]
B [3Leyip — Ley — Lepyq Len, — Lenyo

Proposicao 4

Se QPHLe, corresponde a matriz hibrida do ndmero hibrido de Leonardo,

entdao C(Le,) = det(@HLe,).

Demonstragdo

Le, + Ley ., Le,,1 + Ley n — Ley,

det(@HLen) = 3Leni, — Lep — Lepyy Len — Leny,

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, e82, 2021
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= Le®n - Le*n+2 — 3Len+2Len+1 + Len+1Len + Le*n+1 — 3Le%n+2
+ LenLen+2 + Len+1Len+2 + 3Len+zLen — Le?n — LenLen+1

= Le®n - Le*n+2 — 2Len+1Len+2 + Le®n+1 — 3Le%n+2
+ 4LenLen+2 - Le?n

= Le®n+1 — 2Len+1Len+2 + 4LenLentz — 4Len+2

= C(Len)

A seguir, forneceremos a funcdo geradora de HLen, sua formula de Binet e

algumas identidades encontradas que envolvem essa sequéncias.

Teorema 3.9

A func¢ao geradora do numero hibrido de Leonardo, denotado por GHLen (t),

(HLey + HLe t)(1 — 2t) + HLe,t?
1-2t+1¢t3

Ghpe,(t) =

Demonstragao

Para definir a funcdo geradora do numero hibrido de Leonardo, denotado
por Gupe, (t), vamos escrever uma soma formal, em que cada parcela dessa soma
tem como coeficiente um elemento da sequéncia dos numeros hibridos de

Leonardo.

GHLen(t) = Z HLentn
n=0

Fazendo manipulacdes algébricas devido a relacdao de recorréncia podemos
escrever essa sequéncia como:

GHLen(t) = HLeO + HLelt + HLeth + Z HLentn

n=3

= HlLey + HLeyt + HLeyt* + Z(ZHLen_l — HLe,_3)t"

n=3

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, e82, 2021
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= HLey + HLejt + HLe,t* + 2t Z HLe,_(t" 1 —1¢3 Z HLe,_ 5t"3
n=3 n=3

[ee]

= HLey + HLe t + HLe,t* + ZtZ(HLent" — HLey — HLe;t — HLeyt?) —t3 ) HLe,t"

n=0 n=0

= HLey + HLe,t + HLe,t?> — 2HLeyt — 2HLe t? — 2HLe,t3 + 2t Z HLe,t" — t3 Z HLe,t"

n=0 n=0

= HLey + HLe;t + HLe,t* — 2HLegt — 2HLe;t* — 2HLeyt> + 2tGype. — t3Gyype,

Assim, temos:
Gyre, (t) — 2tGyLe + t3CHlen = HLey + HLeyt + HLe,t* — 2HLegt — 2HLe, t* — 2HLe,t?
Gyre,()(1 — 2t +t3) = HLeo(1 — 2t) + HLe; t(1 — 2t) 4+ HLe,t*(1 — 2t)

(HLey + HLe t)(1 — 2t) + HLe,t>
1-2t+1¢3

= GyLe, (D) =

Agora iremos explorar a existéncia de uma férmula explicita para o calculo

do n-ésimo termo da sequéncia, sem depender da recorréncia utilizando a férmula
de Binet, onde é necessario utilizar as raizes da equacdo caracteristica desta

sequéncia.

Teorema 3.10

Paran =0, tem-se que a férmula de Binet para o numero hibrido de Leonardo

x1[2(HFy — HFE jx,)x]' —(1+ i+ E+ h)] +x,[(1 +i+ E+ h) — 2(HF, — HFyx)x}

Hle, =
X1 — Xy

_1+5

1-V5 _x
onde x; = — exZ:—‘/—sa

2

0 as raizes da equacdo caracteristica da sequéncia.

Demonstragao

A partir da férmula de Binet dos numeros hibridos de Fibonacci apresentado

por Cerda-Morales (2018), e utilizando a proposicado 2, tem-se:

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, e82, 2021
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HFy — HF;x,)x — (HF; — HFgx)x3t1!
HlLe, =2

— )—(1+l+€+h)

_ Z(HFO - HleZ)xIl-l-l - Z(HFl—HFoxl)ngl - (1 + l + E + h)(xl - xz)

X1 — X3
_ 2(HFy = HF x)x1* —x;(1+ i+ €+ h) — 2(HF, — HFgx)x3 ' + (1 + i+ E+ W)xy — x,
B X1 — X3
X1 — X3

A partir da relagdao dos numeros hibridos de Fibonacci com os numeros
hibridos de Leonardo podemos encontrar interessantes identidades, como: a
identidade de Catalan, Cassini e d'Ocagne. Assim, apresentaremos a seguir, a

deducdo dessas identidades vinculadas ao modelo hibrido de Leonardo.

Proposicao 5 (Identidade de Catalan)

Para os numeros naturais n e k, com n > k, se HLe, € 0 n-ésimo numero

hibrido de Leonardo, entdo tem-se a seguinte identidade:

HLen_HLey, — HLey = 4(HFy_yy1HFyyppqr — HFZ )
—(1+i+E€+h)(2HF,_j41 + 2HF, 441 — 4HF,41).

Demonstragdo

HLe,_HLen.x — HLe} = [2HF, 11 — (1 +i4 E+ R)][2HF 4541 — (1 + i + E+ h)]
—[2HF, .1 — (1 +i+ €+ h)]?

- 4HFTL—k+1HFTL+k+1 - ZHFn_k+1(1 + l + S + h) - ZHFn+k+1(1 + l + 8 + h.)
+(1+i+E+h)?2—4HF? ,, +4HF,,,(1+i+E+h) —(1+i+E+h

= 4HF g1 HE g1 — (1 +i+E+ h)(ZHFn—k+1 + 2HF 41 — 4‘HFn+1) - 4‘HF2n+1
= 4(HFn—k+1HFn+k+1 - HF2n+1) —(1+i+€+ h)(ZHFn—k+1 + 2HFy k1 — 4HFn+1)

A identidade de Cassini é um caso particular da identidade de Catalan,

quando k = 1 obtemos o seguinte resultado.

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, e82, 2021
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Proposicao 6 (Identidade de Cassini)

Para os numeros naturais n, se HLe, é o n-ésimo numero hibrido de

Leonardo, entao temos a seguinte identidade:

HLe,_ HLe,,, — HLe%, = 4(HF,HF,,, — HF?, .,
—(1+ i+ €+ h)(2HE, + 2HF,,, — 4HF,,,)

Demonstragéo

HLe,_1HLe,,, — HLe?, = [2HE, — (1 + i+ €+ h)]|[2HF,, — (1 + i+ €+ h)]

—[HFpe1 — (L +i+ E+ R))?

= 4HE,HF,,, — 2HE,(1+ i+ €+ h) — 2HF,.,(1+i+ E+h)
+(1+i+E+h)?2—4HF?, ,, + 4HF,,(1+i+ E+h)
—(1+i+E+h)?

= 4HE,HF,,, — (1 +i + €+ h)(2HE, + 2HF,,, — 4HF,,)
—4HF?p 44

= 4(HE,HF,,, — HF?,,; — (1 + i + €+ h)(2HE, + 2HF,,,
—4HFy.1)

Proposicao 7 (Identidade de d'Ocagne)

Sendo n um ndmero inteiro positivo e m um numero inteiro ndo negativo. Se
HLe,, é 0 n-ésimo numero hibrido de Leonardo, a expressdao da identidade de

d'Ocagne é dada por:

HLey,HLep 1 — HLep 1 HLey = 4(HFyHFyyy — HF2,01) — (1 + i + €4 R)(2HE, + 2HF,,, — 4HF 1)

Demonstragdo
Esta identidade é uma generalizacdo da identidade de Cassini, fazendo m =

n — 1, temos a seguinte identidade:

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, e82, 2021
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HLe,HLe,., — HLe,,, HLe, = HLe,,_HLe, ., — HLe?,

A demonstra¢do desta proposi¢cdo se encontra na Proposi¢do 6.

3.1 Identidades

Nesta secdo, apresentaremos identidades em torno dos hibridos de

Leonardo e identidades que relacionam os hibridos de Leonardo com os hibridos

de Fibonacci.

Identidade 3.1.1

A soma dos n primeiros numeros dos hibridos de Leonardo é dada por:

n
HLej = HLey,, — [((n+ DA +i+ €+ h) +1].
=0

J

Demonstragdo

Utilizando a Proposicao 2 e Catarino et al. (2014), temos:

n n

ZHLej =Z[2HF,-+1 (A +i+E+R)]
j=0 j=0

n n
=ZZHF-+1—Z(1+i+E+h)
j=0 J

n

]
ZEZHEH—{n+1X1+i+E+h)
=0

I
s -
+

1
2) HEE—(n+1)(A+i+€+h)

j=0

= 2(HFy4y + HFpyy — D) —(n+ DA+ i+ E+h)
= (2HF, ;33— 1) —[(n+1D)A+i+E+h)+1]
=HlLe,, —[(n+ 1A +i+E+h)+1].
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l[dentidade 3.1.2

A soma dos hibridos de Leonardo de indices 2n par por ser descrito por:

n
ZHLezj = 2HFypiy —(m+ 1)(1+i+E+h)
j=0

Demonstragéo

Utilizando a Proposicao 2, temos:

n n
ZHLezj = Z[ZHFZj+1 —(1+i+E+hn)]
j=0 j=0
n+1
= ZZHFz,--1—(n+1)(1+i+€+h)
j=1

Identidade 3.1.3

A soma dos hibridos de Leonardo de indices n impar por ser descrito por:

n
=0

Demonstragdo

Utilizando a Proposicdo 2, temos:

n n
j=0 j=0
n+1
=ZZHF2j—(n+1)(1+i+€+h)
j=0

Ci. e Nat., Santa Maria, v.43, e82, 2021
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Identidade 3.1.4

Paran =0, temos:

n

Z(HF]- + HLe;) = HFy 1y + HlLepys — [(n+2)(1+ i + E+h) + 1]

J=0

Demonstragdo
Utilizando a relacdo de recorréncia dos numeros hibridos de Fibonacci

apresentado por Cerda-Morales (2018) e a Identidade 3.11, temos:

n

n n
z(HFj + HLej) = z HF; + z HLe;
j=0 j=0

Jj=0

=HF, ;1 +HE,—(1+i+€+h)+HLey, —[(mn+ DA +i+E+h)+1]
=HF,,, +HLey,, —[((n+ 1A +i+E+h)+1+ (1 +i+E+h)]
=HF,,, + HLep , —[(n+2)(1+i+ E+ h) +1].

4 CONCLUSAO

No presente trabalho introduzimos o conjunto dos numeros hibridos e a
sequéncia de Leonardo, sequéncia esta que esta relacionada a famosa sequéncia
de Fibonacci . A partir destes dois conteudos matematicos preliminares, seguimos
em torno do processo de hibridizacdo dos numeros de Leonardo, na qual, foi
exibido definicdes e propriedades inerentes aos numeros hibridos de Leonardo,
sua relacdao de recorréncia, funcdo geradora, formula de Binet, representacao
matricial e identidades bastante conhecidas na matematica.

Para trabalhos futuros, pode-se investigar mais propriedades desse
conteudo, ou ainda, utilizar esse conteuddo voltado para o ensino criando situa¢des-
problemas com o intuito de instigar o lado investigativo do estudante. Por fim, este

artigo possibilita contribuir no ambito matematico e oportunizar aos professores
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de Matematica conhecimento sobre o conjunto dos numeros hibridos, a sequéncia

de Leonardo e seu processo evolutivo.
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