CIENCIANATURA . UFsm

Commemorative Edition: Statistic, e56, 2020
DOI: 10.5902/2179460X40501
ISSN 2179-460X

Statistics Submissdo 11/10/19 aprovagdo 20/02/20 publicacdo 30/11/20

Inferéncia bootstrap para intervalo de confianca de modelo

de regressao quadratica
Bootstrap inference for quadratic regression model confidence interval

Nicasio Gouveia', Ana Lucia Souza Silva Mateus', Augusto Maciel da Silva'!,
Leandro Ferreira'V, Suelen Carpenedo AimiV

RESUMO

Este estudo foi realizado, com objetivo de propor a construcdo de intervalos de confianca para o ponto
critico de um modelo de regressao de segundo grau, utilizando a metodologia bootstrap paramétrico.
Para obtencdo da distribuicdo do ponto critico, foram utilizados dados de crescimento em altura das
plantas C. canjerana em funcdo das doses crescentes de fertilizantes. A partir da analise bootstrap
paramétrico, foram consideradas diferentes variancias teéricas para o erro e intervalos de confianca
foram construidos. Além disso, foram examinadas diferentes expressdes de variancias com a finalidade
de encontrar intervalo de confianca bootstrap-t. A estimativa pontual do ponto critico foi de 10,7423 glL-
1 de doses de fertilizantes no crescimento das plantas de C. canjerana. Verificou-se que os intervalos de
confianga que consideraram a expressdo da variancia com covariancia entre os parametros do modelo
de regressdo, apresentaram resultados mais satisfatoérios, ou seja, resultados com maior precisao.
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ABSTRACT

This study was carried out with the purpose of proposing a construction of confidence intervals for the
critical point of a second degree regression model using a parametric bootstrap methodology. To obtain
the distribution of the critical point, height growth data of the plants were used. From the analysis, the
theoretical variables for the error and the confidence intervals were constructed. In addition, we
examined different variance expressions with the purpose of the bootstrap-t confidence interval. The
point estimate of the critical point was 10.7423 g L-1 of fertilizer doses without growth of C. canjerana
plants. It was verified that the confidence intervals that considered the expression of the variance with
the covariance between the regression models, present more satisfactory results, that is, results with
more precision.
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1 INTRODUCAO

Em pesquisas académicas, quando existe o interesse em obter a estimativa do
parametro a ser analisado, isso pode ser feito de duas formas: pontual ou intervalar. O
problema da estimacdo pontual é que ela ndo avalia a precisao da estimativa obtida.
Dessa forma, é importante obter um intervalo que nos dé uma ideia da confianca que
se pode depositar na estimativa pontual.

Quando o interesse esta em avaliar a produ¢dao de uma determinada cultura em
funcdo de diferentes doses de nutrientes, considerando que o comportamento dos
dados possa ser descrito por meio de um modelo de regressao quadratica, um dos
resultados a ser analisado é a estimativa pontual do ponto de maximo ou de minimo
do modelo, denominado de ponto critico. Essa quantidade é a estimativa da dose de
nutriente que proporciona uma produ¢ao maxima ou minima da cultura. Entretanto, o
maior desafio estd em associar incertezas a essa estimativa, medidas como erro padrao
e intervalos de confianca podem ser Uteis para traduzir essas incertezas existentes na
estimacdo pontual.

Para a construcao do intervalo de confianca é necessario a estimativa da
variancia do ponto critico. Conforme Nunes et al. (2004) e Freitas (1978) o
conhecimento da variancia de um ponto critico pode ser de muita importancia, pois
possibilita construir intervalos de confianca para o verdadeiro valor do ponto critico e
testar sua validade ou ndo por meio de uma hipétese de interesse a seu respeito. Logo,
um dos maiores desafios esta em encontrar uma variancia para o estimador do ponto
critico, pois 0 mesmo envolve um quociente de variaveis aleatérias.

Na literatura é comum o uso de varias metodologias para a construcdao dos
intervalos de confian¢a para o ponto critico de modelos de regressao quadratica, como
o método Delta utilizado por Hirschberg e Lye (2005), l6gica fuzzy e analise bayesiana
por Ferreira (2012).

Nesse contexto, surge também a metodologia bootstrap, desenvolvida por Efron
(1979), que consiste em admitir a amostra original como se fosse a prépria populacao,
as novas amostras com reposi¢cao sdo obtidas a partir de reamostragem da amostra

original, denominadas de amostras bootstrap, na qual representam diferentes
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situacdes experimentais com a idéia de que o experimento é repetido por diversas
vezes. Essa metodologia pode ser praticada tanto de forma paramétrica quanto de
forma ndo paramétrica. No caso do bootstrap paramétrico, a amostragem € realizada
com base numa distribuicdo ajustada as observacdes amostrais.

De acordo com Efron e Tibshirani (1993) para cada amostra bootstrap, € calculada
uma estimativa para a estatistica de interesse. Ao final do processo de reamostragem,
0 conjunto das estimativas obtidas, denominadas de estimativas bootstrap, da origem
a distribuicao bootstrap, que tem aproximadamente a mesma forma e dispersdo da
distribuicao amostral da estatistica, porém esta centrada no valor da estatistica original
e ndo no valor do parametro de interesse. Com isso, tal técnica pode geralmente
fornecer resultados mais precisos.

Dito isso, este trabalho tem por objetivo construir intervalos de confianca para o
ponto critico de um modelo de regressao quadratica, utilizando a metodologia
bootstrap paramétrico de acordo com diferentes variancias tedricas para o erro e

formas distintas de calculo das variancias do ponto critico.

2 MATERIAL E METODOS
2.1 Ponto critico de modelo de regressao quadratica

Seja o modelo de regressao quadratica, com uma variavel independente dado
por:

Yi = By + BX + X + &, (M

em que:

y; representa o i-ésimo valor observado de uma varidvel dependente;

By, By, B, 530 0s parametros a serem estimados;

X; representa o i-ésimo valor fixo de uma variavel independente;

g, representa o i-ésimo erro aleatério, associado a observacao y, que, em geral,

sdao considerados independentes e normalmente distribuidos com média zero e

variancia constante o?.
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A obtencdo de um ponto critico de uma dada funcao é feita conforme Guidorizzi

(2001), derivando-se o modelo (1) em relacdo a x e igualando a zero é dada por:

, By (2)

Xi:ﬁ:— —~

2/,

O estimador do ponto critico serd a abscissa de um ponto de maximo se 3, for

negativo e serd de minimo se 4, for positivo.

2.2 Intervalo de confianga para o ponto critico

A Tabela 1 apresenta os intervalos de confianca (IC) propostos para o ponto
critico (r7), considerando as férmulas das variancias apresentadas por Mood, Graybill
e Boes (1974), representada por V,(7), D'Aulisio, Pimentel-Gomes e Nogueira (1976),

representada por V,(#) e a formula comum da variancia, representada por V, (7).

Tabela 1 - Intervalos de confianca propostos para o ponto critico
Intervalo de confianca Férmula da variancia

r _oar r{ar A Bl 1 H 2 V[ﬁl} V[/}J ZCOV[B“/}J
ICa (77)_77 it(uvaz) 1 (77 ) Vi(7) V1(2132)4H/12][ :u[;lz t /1[;22 B f
o el )

_ . : an
IC, (77)=77it(0’%),/03(77) A ZﬁIZ_(ilR
V3(77 == R_1
e (VL) (i)

IC, (77)—[77 tl,azx/ol(n),n taZ\/Q(n)} W= )= 4&%][ PR,

Hp, Hp

2

RN AR INAG] vz(ﬁ)zvz[—isjzi[v[%h“ﬁlzvgﬁ 2]}

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para a construc¢do dos intervalos IC, e IC,, foram encontrados os intervalos IC;
e IC,, referentes a cada reamostragem r, considerando as férmulas das variancias
V,(%) e V,(5), respectivamente, com 95% de confianga e r=1,..,3000 reamostragens.

Em cada reamostragem r, foram encontradas as estimativas do ponto critico 5", sendo
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t(u,%) o valor critico da distribuicdo t de Student com 45 graus de liberdade (v=45) e
a =5%.

Ao término das 3000 reamostragens, a média dos limites dos intervalos IC; foi
encontrada, obtendo ICa=[ﬁa,Ea], em que Ll.e LS. sdo, respectivamente, as
médias dos limites inferiores e superiores, com base nos intervalos IC;. O mesmo
procedimento foi realizado para a constru¢ao do intervalo IC,, obtendo IC, = [ﬁb,Eb]
,em que Llve LS, sdo, respectivamente, as médias dos limites inferiores e superiores
com base nos intervalos IC; .

Para V,(77) eV,(%), as médias i, e u; e as variancias V[,[?lj e VLBZJ, referentes

aos estimadores j,e f,, foram encontradas em cada reamostragem r, obtendo

v (5") e vy (7).
Para a construc¢ao do intervalo IC_, intervalo bootstrap padrao, foi encontrada a

média das 3000 estimativas do ponto critico (77) obtidas em cada reamostragem. Para

tanto, foi utilizada a férmula da variancia comum V, (), em que R=3000, e 0 valor critico
da distribuicdo t de Student (t( %), para v=R-1=2999 € o =5%.
U2

Intervalos de confianca bootstrap-t foram encontrados de acordo com Efron e

Tibshirani (1993), considerando as variancias V,(77) e V,(n), obtendo, respectivamente,

os intervalos IC,(n) e IC,(n7), com 95% de confianca. Para tanto, em cada

reamostragem r, foram obtidas as seguintes quantidades pivotais:

T = (3)
W (5)
S (4)

_ -
W' (37
em que 7 representa a estimativa do ponto critico considerando a amostra
original, n'representa a estimativa do ponto critico referente a reamostragem r e,
A (ﬁr) eV, (ﬁr)séo asvariancias referentes a cada reamostragem r, sendo r =1...,3000

. Com base nas distribuicbes das quantidades pivotais T' e T?, foram obtidos os

percentis t'e t?, respectivamente.
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2.3 Analise bootstrap

A analise bootstrap paramétrico foi efetuada, supondo as estimativas alcangadas

via mé ini uadrados, g,,.4,,5,,ne ¢°, Vv iros v
a métodos dos minimos quadrados, fB,,5,,,.1e ¢°, como os verdadeiros valores de

A

by

By, P By € o, sendo ﬁ=—2 =, 0 estimador do ponto critico. Desse modo, 3000
2

reamostragens foram realizadas, definindo diferentes cenarios experimentais, nos
quais os erros assumiram uma distribuicao normal com média zero e as subsequentes
variancias teéricas: ¢*/9, /7, 6*/5, 6*/3, c’e 1,50°.

Os cinco intervalos de confianca descritos fordo comparados e avaliados. Além
disso, foram contruidos também histogramas dos pontos criticos reamostrados a fim
de verificar a forma de distribuicdo de frequéncia dos mesmos. As analises estatisticas
foram realizadas com a utiliza¢do do software R (R Development Core Team, 2018).

Para que as oscila¢gdes provocadas pela aleatoriedade do método bootstrap
sejam minimizadas durante o processo de reamostragens, Ferreira (2009) sugere um
minimo de 1000 reamostragens. Conforme o autor, para a grande maioria das
situa¢des, um numero de reamostragem igual a 2000 fornece excelentes resultados.

Com base nessas informacdes, o seguinte artigo adotou-se o valor de 3000.

2.4 Dados experimentais

Para a realizacao deste manuscrito, foi utilizado os dados experimentados por
Aimi et al. (2016), na qual avaliaram a altura das plantas Cabralea canjenara em funcao
de doses de fertilizante e de tubetes de polipropileno. O experimento foi conduzido em
um delineamento experimental inteiramente casualizado (DIC) em esquema fatorial
(6x2), com quatro repeticdes. Os tratamentos foram constituidos de seis doses de
fertilizante de liberacdo controlada (FLC): O (controle); 2,5; 5,0; 7,5; 10,0 e 12,5 g L
substrato em dois tubetes de polipropileno em formato cénico com volume de 110 cm?
e 180 cm>.

Avariavel analisada altura (cm) foi influenciada significativamente pelas doses de
fertilizante nos dois tubetes analisados. Dessa maneira, foi considerado o seguinte

modelo de regressao quadratica:
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Yi =By + BiX +182Xi2 + & (5)

em que:
y; representa o i-ésimo valor observado da altura da planta;

By, i, 5,530 0s parametros a serem estimados;

X; representa o i-ésimo valor fixo da dose fertilizante;

g,representa o i-ésimo erro aleatério, associado a observa¢do vy,, onde

g ~N(0,0%).

3 RESULTADOS E DISCUSSAO
Em conformidade com o método dos minimos quadrados, o modelo de

regressdo quadratica ajustada foiigual a §=4,4366+1,6759x —0,0833?, com R?= 0,8064 que

explica 80,64% da variabilidade dos dados, mostrando um modelo adequado para os
dados de crescimento em altura (y) em funcdo das doses crescentes (x) de fertilizantes,
e a variancia ¢2=2,31. A estimativa pontual do ponto critico foi de 10,7423 g L" de
doses de fertilizantes, ocasionando no crescimento maximo de altura das plantas C.

canjerana.

3.1 Analises Bootstrap

A partir dos resultados do processo de reamostragem bootstrap, a Tabela 2
apresenta os valores médios das estimativas obtidas nas 3000 reamostragens para o
ponto critico (n) e para os cinco diferentes intervalos de confianga apresentados (IC,,
ICp, ICq, I1Cq, e 1Ce) em funcao das diferentes variancias tedricas do erro experimental.

Os valores dos pontos criticos, considerando as diferentes variancias,
encontram-se em média em torno de 10,0766 (Tabela 2). Percebe-se que ha uma leve
tendéncia de crescimento nas estimativas do ponto critico com o acréscimo da
variancia tedrica.

Ao analisarmos a Tabela 2, podemos verificar que os resultados mostram que a
variancia residual afeta bastante na estimacdo dos IC para o ponto critico. Desse modo,

a medida que a variancia aumenta, os IC tendem a apresentar maior amplitude,
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indicando a presenca de menor precisdo entre os limites de confianca. Analogo
resultado também foi averiguado por Ferreira (2012) em um estudo com diferentes
féormulas de variancia na estima¢ao do ponto critico na analise da producdo maxima
de matéria seca.

Semelhante resultado também foi verificado por Nunes et al. (2004), ao
estudarem com diferentes férmulas de varidncia do ponto critico, por meio de
simulacdo de Monte Carlo, na avaliacdo da produ¢dao maxima para a cultura do

algodao.

Tabela 2 - Valores médios do ponto critico e dos intervalos de confianca, em
funcdo de diferentes variancias tedricas consideradas, utilizando o método de
reamostragem

A

Variancias teéricas 17 ICs 1Cp ICc ICq ICe
10,07 [9,6900; [8,9894; [9,6007; [3,0410; [2,6934;
0,26 66 10,4584] 11,1590] 10,5477] 21,7459] 21,5215]
10,07  [9,6290; [8,8072; [9,5385; [2,9506; [2,6083;
0,33 22 10,5320] 11,3538] 10,6225] 20,3013] 19,9060]
10,08 [9,5681; [8,6304; [9,4453; [1,5515; [0,8149;
0,46 07 10,6016] 11,5393] 10,7245] 23,0786] 22,5788]
10,11 [9,4210; [8,1984; [9,2719; [2,0705; [1,1253;
0,77 47 10,7768] 11,9994] 10,9259] 18,4853] 17,9980]
10,17 [8,9156; [6,7380; [8,5900; [3,1923; [2,3314;
2,31 65 11,4135] 13,5911] 11,7391] 19,2932] 18,3497]
10,25 [8,6436; [5,9417; [8,1904; [3,1135; [1,5468;
3,47 37 11,8833] 14,5851] 12,3364] 21,2189] 19,7775]

Considerando as analises feitas por meio das amostras bootstrap, para obtencao
dos intervalos de confianga, percebe-se que IC;, que assume a férmula da variancia do
ponto critico sugerido por Mood, Graybill e Boes (1974), apresenta maior precisdo nas
diferentes variancias tedricas. Desse modo, isso ocorre pelo fato de apresentar menor
amplitude do intervalo e provavelmente pelo seu estimador levar em consideracao a
covariancia entre B¢ e B2. Semelhantemente ocorreu para IC., que considera a férmula
da variancia comum e apresentou uma precisao similar ao 1C;, com leve diferenca na
amplitude do intervalo.

Em concordancia com o método bootstrap-t, os intervalos de confianca ICq4 e 1Ce

obtiveram menor precisdo nas diferentes variancias tedricas, apresentando maior
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amplitude do intervalo. Este resultado corrobora com os trabalhos de Nunes et al.
(2004) e Ferreira (2012).

As Figuras 1(a), 1(b), 1(c), 1(d), 1(e) e 1(f) apresentam os histogramas dos valores
simulados do ponto critico, considerando as diferentes variancias tedéricas 0,26; 0,33;
0,47; 0,77; 2,3 e 3,47 respectivamente. Pode-se observar que os valores dos pontos
criticos obtido nas menores variancias tedricas (Figuras 1(a), 1(b) e 1(c)) apresentaram
certa aproximacdo da curva normal. Além disso, nas Figuras 1(d), 1(e) e 1(f) a medida
que a variancia cresce, o ponto critico vai apresentando uma leve tendéncia a uma
distribuicao de frequéncia com assimetria a direita, sendo que este cenario ocorre mais

fortemente na Figura 1(f).

Figura 1 - Histograma dos valores simulados do ponto critico para variancia
tedrica igual a 0,26; 0,33.;0,47; 0,77; 2,3 e 3,47
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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4 CONCLUSAO

Em virtude dos fatos mencionados, a metodologia bootstrap paramétrico
evidenciou-se como uma excelente alternativa para a construcdo de intervalos de
confianca para o ponto critico.

A variancia do ponto critico avaliado utilizando a expressdo proposta por Mood,
Graybill e Boes (1974) apresentou-se como a mais satisfatéria, visto que leva em
consideracdo a covariancia entre os coeficientes de regressao.

Os intervalos de confianca para o ponto critico demonstram menor precisao com
aumento das variancias tedricas em todos os cinco casos analisados.

Diante das simula¢8es realizadas sugere-se o uso de intervalos de confianca que
consideram a covariancia entre os parametros do modelo, por apresentar menor

amplitude.
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