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Resumo

A utilizagdo de autovalores e autovetores, topico estudado em Algebra Linear, estende-se a diversas outras areas, como a
engenharia, genética, geografia, economia, etc. Em todas essas dreas existem muitas aplicagoes. O principal objetivo deste
trabalho é estudar e desenvolver algumas destas aplicagcdes de autovalores e autovetores na resolugcdo de problemas. Sao
apresentados métodos de ranqueamento utilizando-se estes conceitos e apresentando-se situacoes hipotéticas como exemplos.
Além disso, sdo construidos modelos matematicos utilizando-se Cadeias de Markov.

Palavras-chave: Autovetores, Ranqueamento; Cadeia de markov

Abstract

The use of eigenvalues and eigenvectors, topic studied in Linear Algebra, extends to several other areas, such as engineering,
genetics, geography, economics, etc. In all these areas there are many applications. The main objective of this work is to study
and develop some of these applications of eigenvalues and eigenvectors in solving problems. Methods of ranking are presented
using these concepts and presenting hypothetical situations as examples. In addition, mathematical models are constructed
using Markov Chains.

Keywords: Eigenvectors; Assignment; Markov chain
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1 Introduciao

A analise da matematica matricial esta presente em quase todos os ramos da engenharia moderna e fazendo o uso da

defini¢do da mesma pode-se fazer classificagdes de relevancia, como o ranqueamento do Google, e o algoritmo Page Rank.
“PageRank (PR) é uma métrica utilizada pelo Google dentro do seu algoritmo para entender a importincia que um site, ou
pagina, tem para ele (Google) frente a Internet. Ele foi desenvolvido em 1995 na Universidade de Stanford por Larry Page, dai
vem o nome “Page” Rank” (RICOTTA, 2017). A partir do célculo de autovalores e autovetores de uma matriz, tem-se varias
propriedades que podem ser vistas ao longo desse trabalho. Considerando uma matriz quadrada, o escalar real A é um autovalor
associado a um autovetor v # 0 se Av = Av e pode ser calculado através das raizes dos polindmios caracteristicos de A.

Autoridade de dominio, melhor escolha e avaliacdo de competéncia sao exemplos do que esse uso engloba.

Outra defini¢do matematica usada ao longo desse trabalho ¢ a de Cadeias de Markov, um caso particular de processo
estocastico. Usando distribui¢do de probabilidade, é encontrada a predigdo de estados seguintes de alguma situacdo, desde que
o estado atual seja conhecido, ja que depende apenas do mesmo e ndo da sequéncia que o precedeu. Como exemplo, tem-se o
processo de nascimento ¢ morte, onde existem apenas 3 possibilidades em cada instante: nascer (acrescentar um elemento);
morrer (diminuir um elemento); nada (ndo acrescentar, nem diminuir). Nota-se que a probabilidade de tudo acontecer ndo
depende do tamanho atual da populagdo. Esse parametro tem muitas aplicacdes na estatistica do cotidiano, sendo usado para

encontrar um estado estavel de uma situag@o, como sera visto num exemplo.

Como objetivo principal do trabalho tem-se a aplicacdo de autovalores e autovetores em areas diversas, como na
engenharia, na genética, geografia, economia, etc. Também serd explicado o mecanismo Page Rank e como forma de
esclarecer, serdo resolvidos exemplos, com a utilizacdo da Teoria de Grafos na solu¢do de problemas do tipo indicacdo e
votagdo, além de demonstrar o uso das Cadeias de Markov com exemplos simples e praticos. Como justificativa, traz a
importancia do uso dessa matematica e sua aplicagdo no dia-a-dia, usando uma metodologia simplificada e de facil acesso de

modo que a organizagdo das ideias seja acessivel a varias areas.

2 Desenvolvimento Teorico

2.1 Ranqueamento: Algoritmo do Google

Conhecido como Page Rank, o algoritmo utilizado pelo Google para classificar sites, contabiliza a
importancia de uma pagina de acordo com os links que “apontam” para ela. Por exemplo, um site recomendado por
muitos outros sites que ndo tém uma boa recomendacdo, ndo vai ter uma alta importancia. A quantidade ndo vale se
ndo ha qualidade, para um site ter um 6timo posicionamento, ele deve ser recomendado ou “apontado” por muitas

paginas que tem um bom posicionamento.
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Figura 1 — Representacéo grafica do Page Rank

Fonte: proprio autor

2.1.1 Exemplo do mecanismo

A matriz que representa a imagem acima é:

—~

I
OmR OO OO
COmROO M
COmROOmM
= o QOO O M
cCooCOoOOoOm
COoOmOCOCO

Essa matriz ¢ obtida através da logica de que, quando ha ligacdo de um elemento ¢ outro, a entrada é 1 e
quando o elemento ndo indica o outro, ¢ 0. Por exemplo, A s6 se liga em E, por isso a Unica entrada com 1 na primeira

coluna (ligagdes de A), ¢ a entrada correspondente a Ts;.

Ou seja, considerando um grafo simples de n vértices, a matriz de adjacéncia ¢ uma matriz n X n, onde o valor de cada
elemento ejk da matriz €, no caso de grafos orientados em que os vértices vk e vj sdo ligados por uma aresta no sentido de vk

para vj:

{ 1, se os vértices v;j e vk sdo ligados por uma aresta;

0, caso contrario.

Um vetor p = (p1,p2, ..., pn) € R" com p; > 0 e Y [-; pi = 1 é chamado de estocastico ¢ uma matriz A € M (n, n)
cujos vetores coluna sdo estocasticos ¢ chamada de matriz estocastica. De acordo com o Teorema de Perron-

Frobenius, caso Markoviano: Seja T uma matriz de transi¢cdo, nesse caso de adjacéncia, entdo
(1) Se A é autovalor de T, entdo [A| < 1;

(1) A =1 ¢é autovalor de T.
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Fazendo a transformagdo para matriz estocastica, obtemos uma matriz onde a soma dos elementos de cada

coluna ¢ sempre 1, usando:
Pij= Jajj/cjseci#0
0, caso contrario

Com ¢j = Y}I-, aij, temos:

0 1/2 1/2 12 1 0
0 00
0 00
01/21/2001
0 00
l 0 01/200J

Se tivéssemos ainda uma coluna de zeros, deveriamos usar um vetor d onde as colunas zeradas seriam

transformadas em colunas com 1/n, para termos novamente a soma igual a 1.

Usando essa matriz, temos o autovalor dominante 1, porém com o autovetor relacionado teriamos ciclos ou
“becos sem saida” e no fim apenas dois indices teriam relevancia, 50% cada um. Para resolver esse problema,
tornamos o grafo interligado irredutivel usando um fator de importancia a, que nesse caso sera 0.85. O valor do fator
de importancia pode variar, nesse caso sendo empregado um valor comumente usado. Seja J uma matriz nxn cujas
entradas sdo todas iguais a 1/n e G a matriz que expressa a resolucdo do problema citado acima, temos: G = a(A) + (1

—a)lJ

0 1/2 1/2 1/2 1

0O 0 o0 o
lo o 0 0 o
lo 12 172 0 0
l1 0 o O0 o©
0 o 0o 1/2 0

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0|, oy5|1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1" 1/6 176 1/6 1/6 1/6 1/6|
OJ l1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6|
0 li/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6l

0] [1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6}

G=0.85

Logo:

1/40 1/40 1/40 1/40 1/40 1/40
G_|1/40 1/40 1/40 1/40 1/40 1/40
“|1/40 9720 9/20 1740 1/40 7/8 |
7/8 1/40 1/40 1/40 1/40 1/40|
1/40 1/40 1/40 9/20 1/40 1/40

1/40 9/20 9/20 9/20 7/8 1/40}

O autovalor dominante da matriz é 1 e o autovetor correspondente é v = (579/100, 7/20, 7/20, 151/100, 53/10,
1). O autovetor correspondente ¢ divido pela soma e o resultado dessa divisdo para cada componente é a sua

porcentagem.
SOMA = 579/100 + 7/20 + 7/20 + 151/100 + 53/10 + 1 = ||143/10]|

v/SOMA = 579/100*10/143, 7/20*10/143, 7/20*%10/143, 151/100%10/143, 53/10*10/143, 1*10/143
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Entdo, aproximadamente, temos: A =40%; B =4%; C=4%; D =10%; E =36%; F = 6%;

Como podemos ver acima, a dependéncia de um eclemento ser relevante se da a partir de quantos outros
elementos ele indica, se ”liga”, ou por quantos ¢ indicado. Conforme um elemento indica outro, a relevancia do
mesmo ¢ dividida entre ele e os que foram indicados por ele, ou seja, se for indicado por varios elementos que
receberam indicagdes, ele vai ter um pouco de cada uma dessas indicagdes, fazendo sua importancia aumentar. No
exemplo anterior, o elemento A ¢ bem indicado e tem uma boa porcentagem. J4 E, que ¢ indicado apenas por A,
também tem uma boa porcentagem. Isso se d& pelo simples fato de que A transfere boa parte da sua relevancia para E,

que devolve sua relevancia criando um ciclo que faz ambos terem uma boa porcentagem. Mas ¢ se E néo indicasse A ?

Nesse caso, temos o seguinte grafo:

Figura 2 — Representacéo do Page Rank

Fonte: proprio autor

A matriz que o representa ¢:

[l =l = P}
COmROOmM
COMmROO M
= o OO O m
COOCCOCOm
COmROOCCO

E a estocastica obtida:

[t/6 1/2 1/2 1/2 1 0]
|1/6 0 0 0 o0 Of
1/6 0 0 o0 0 0
1/6 1/2 1/2 0 0 1
1/6 0 0 0 0 0
1/6 0 0 1/2 0 0
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Nota-se que aqui usamos o vetor d para que as colunas zeradas se transformassem em colunas com 1/n,

obtendo a soma igual a 1.

Usando o fator de importancia o = 0.85 obtemos a matriz do grafo irredutivel:

[1/6 1/2 1/2 1/2 1 0 [1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6)

|1/6 0 0 0 o0 o |1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6]
Googs|1/6 © 0 0 o0 of  ..[|1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
2116 172 172 o o 1| “7|1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 0 0 0 0 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 0 0 1/2 0 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Temos:

1/6 9/20 9/20 9/20 7/8 1/40
1/6 1/40 1/40 1/40 1/40 1/40
|1/6 1740 1/40 1/40 1/40 1/40
“|1/6 9/20 9/20 1/40 1/40 7/8 |
[1/6 1/40 1/40 1/40 1/40 1/40|
l1/6 1/40 1/40 9/20 1/40 1/40

G

O autovalor dominante ¢ 1 e o autovetor correspondente ¢ v = (81/50, 9/25, 9/25, 38/25, 9/25, 1). A soma ¢

523/100 e as porcentagens nesse caso sao:
A=31%;B =7%; C=7%; D=29%; E="7%; F=19%;
A imagem que representa a matriz e essas porcentagens relacionadas ¢:

Figura 3 — Representagdo do Page Rank

Fonte: proprio autor

Observe que, quando E ndo indica A, a relevancia de ambos diminui, permitindo que os demais tenham sua
importancia aumentada. A continua tendo a maior porcentagem mas note como E, que ndo indica ninguém, tem uma

baixa, ainda vinda de A. D aumentou sem o ciclo AE, o que fez F aumentar também e ter um ciclo DF, que mantem
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ambos com boa relevancia. Quando um elemento deixa de “ajudar” seu grupo, constituindo um ciclo, por exemplo, ele

diminui as relevancias ligadas aquele grupo.
2.2 Exemplo utilizando o mesmo método

Determine o ranking para 6 empresas de logistica que formam um grupo de indicagdes entre si. Sendo que:

(1) A empresa | indica a empresa 4;

(ii) A empresa 2 indica apenas a empresa 1;

(ii1) A empresa 3 indica a empresa 2 e a empresa 4;
(iv) A empresa 4 indica a empresa 1,a2 ¢ a 3;

) A empresa 5 indica apenas a empresa 2.

O grafo que representa os dados é:

Figura 4 — Representagdo do grafo

<2

Fonte: préprio autor

Usando a mesma logica do Page Rank e suas indicagdes, a matriz correspondente ¢:

01010
[0 0111

0 0 010
{1 010 0}

0 00 0O

Primeiro, obtemos a matriz estocastica através do método ja usado:

010 1/3 0
0 0 1/2 1/3 1
00 0 1/3 0
10 1/2 ¢ 0
00 0 o O
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Usando o fator de importancia a = 0.85, tonamos o grafo irredutivel e assim corrigindo esse problema. Tendo

a matriz J] como uma matriz com todas as entradas iguais a 1/5, temos:

G=aA)+(1-a)]

010 1/3 0 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
0 0 1/2 1/3 1 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
G=085lp o0 o0 1/3 o|+o0.15(1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
10 12 o O0 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
00 0o o O 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

Logo:

[3/100 22/25 3/100 47/150 3/100
|3/100 3/100 91/200 47/150 22/25]
3/100 3/100 3/100 47/150 3/100
22/25 3/100 91/200 3/100 3/100
3/100 3/100 3/100 3/100 3/100

O maior autovalor da matriz € 1 e seu autovetor associado é v = (100083/10000, 683403/100000,
104983/25000, 112917/10000,1). Dividimos cada componente pela soma total das componentes para obter a

porcentagem de relevdncia de cada empresa para fazer seu ranking.
Obtemos: 1 =30%;2 =20%; 3 =12%; 4 =35%; 5 = 3%.

O ranking de empresas mais bem indicadas no grupo das 6 empresas informadas, portanto, é: 1° empresa: 4;

2° empresa: 1; 3° empresa: 2; 4° empresa: 3; 5° empresa: 5.

Observamos que a melhor empresa ¢ a 4, que ¢ bem indicada, indica outras e por isso faz parte de ciclos que a

mantém com uma boa importancia.
2.3 Cadeia de Markov

“Processo no qual a probabilidade de o sistema estar em um certo estado depende somente de seu estado

precedente”. (KOLMAN; HILL, 2014, p. 427)

A matriz do sistema ¢ feita a partir dos dados de probabilidade do mesmo; probabilidade do sistema estar no
estado j em um periodo e em um estado i em um periodo seguinte. Monta-se a matriz de Markov arranjando esses

dados conforme seus estados (linhas e colunas).

Apos ter a matriz associada, ela ¢ multiplicada pelo seu VETOR DE ESTADO INICIAL, que ¢ um vetor em
matriz que suporta os dados iniciais do sistema; O primeiro resultado seria o vetor de estado no dia 1, por exemplo,

sendo multiplicado novamente pela matriz e assim por diante, até achar ou ndo um estado estavel.
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2.3.1 Exemplo usando a cadeia

Em uma cidade, os habitantes tem quatro op¢des de pratos principais em um restaurante bom e barato: ravioli

de queijo, espaguete com tomate, costela assada e lasanha vegetariana; Suponha que:

* Dos que escolheram ravioli, 35% escolhem espaguete, 28% escolhem lasanha e 7% escolhem costela na

proxima noite;

* Dos que escolheram espaguete, 32% escolhem costela, 18% escolhem lasanha e 30% escolhem ravidli na

proxima noite;

* Dos que escolheram lasanha, 20% escolhem ravioli, 25% escolhem espaguete e 5% escolhem costela na

proxima noite;

* Dos que escolheram costela, 4% escolhem lasanha, 15% escolhem ravidli e 15% escolhem espaguete na

proxima noite.

Se em uma noite o publico ¢ dividido igualmente, qual a propor¢do de pratos escolhidos depois de duas

noites? E depois de muito tempo?
Resolugdo do problema:
Usando (0.25, 0.25, 0.25, 0.25) como o vetor de estado inicial, temos:

0,30 0,30 0,20 0,15] [0,25
0,35 0,20 0,25 0,15| |0,25|_

0,28 0,18 0,50 0,04| |0,25
0,07 0,32 0,05 0,66] 10,25

0,2375
0.2375
0.25
0.275

(Vetor do estado na primeira noite).

0,30 0,30 0,20 0,15] [0,2375
0,35 0,20 0,25 0,15( |0.2375]| _
0,28 0,18 0,50 0,04|"| 0.25
0,07 0,32 0,05 0,66] 10.275

0.23375

0.234375
0.24525
0.286625

(Vetor do estado na segunda noite)
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Fazendo essa multiplicacdo até encontrar o equilibrio, obtemos:

0.23

0.23
0.24

0.30

(Vetor aproximado do estado em equilibrio)

Portanto, a proporcdo de pedidos depois de duas semanas ¢é:
(1) Ravioli de queijo: 23%
(i1) Espaguete com tomate: 23%
(iii) Lasanha vegetariana: 25%
(iv) Costela assada: 29%
Proporcao de pedidos depois de muito tempo:
(i) Ravioli de queijo: 23%
(ii) Espaguete com tomate: 23%
(iii) Lasanha vegetariana: 24%
(iv) Costela assada: 30%

As porcentagens t€ém pouca variagdo devido aos valores iniciais ndo diferirem muito.

2.4 Exemplo de classificagdo por relevancia

Uma forma diferente de exemplificar a classificacdo por relevancia ¢ usar o método anterior em uma situagao

envolvendo uma eleicdo e grupos de pessoas, partindo de votos entre essas pessoas.

Ha, neste caso, uma votagdo acontecendo para decidir o presidente de uma ONG. O presidente anterior
desistiu do cargo logo antes de ter que tomar uma grande decis@o pela organizagdo. Devido a isso, a votagdo para um
novo representante que escolhera entre duas opgdes de decisdo fez-se necessaria. As seis pessoas que concorrem ao
cargo sdo as mesmas seis pessoas votantes, dentre elas trés apoiam a primeira opgdo ¢ outras trés apoiam a segunda
opcao de decisdo. Dentro desse esquema, cada pessoa deve indicar até duas das seis envolvidas e o esperado é que
essas indicagdes acontegam dentro de seu grupo de opinido. Porém, apos pensar a respeito da decisdo que ird ser
tomada logo apds a eleicdo, o candidato quatro decide votar em um dos candidatos do outro grupo. O grafo que

representa os votos finais da eleigdo ¢ o seguinte:
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Figura 5 — Representagdo do grafo

Fonte: proprio autor

Note a ligagdo da pessoa numero 4 com o grupo 1. De que forma essa ligagdo ndo esperada afetara no

resultado?

A matriz que representa o grafo é:

CoOoOm OO
S ooOm OO
COCOCOO =
CoOoOmOO
cCoOoOmOOCO
OmRmROCO O

Utilizando o mesmo passo a passo ja usado nos problemas anteriores, obtemos a matriz estocastica para

termos a soma das colunas igual a 1. Dessa forma, temos:

00 100 0]
[0 0 00 0 0|
l1 1. 0 1 0 0]
lo o o 0 1 1/2]
looooouzJ
0 00 o0 o0 o

Como temos novamente o problema com os ciclos, usamos o método do fator de importancia com a = 0.85:

0 [1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6]
0 |1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6|
_ 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6]|_
G =085 172|796 1/6 176 1/6 1/6 1/6
1/2 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

COoOOoOm OO
COoOOm OO



Roehrs et al.: Autovalores e autovetores: utiliza¢ao na classificacao de relevancia

[1/40 1/40 7/8 1/40 1/40 1/40)
[1/40 1/40 1/40 1/40 1/40 1/40|
7/8 7/8 1/40 7/8 1/40 1/40
1/40 1/40 1/40 1/40 1/40 9/20
1/40 1/40 1/40 1/40 7/8 9/20
1/40 1/40 1/40 1/40 1/40 1/40

Como esperado, obtemos o autovalor igual a 1 da matriz com o autovetor relacionado v = (12.9804, 1,
14.0946, 1.425, 9.5, 1). Somamos todas as componentes ¢ dividimos cada uma delas por essa soma total para obter a

porcentagem de voto de cada candidato. Com isso, obtemos:

Candidato 1: 32%; candidato 2: 2.5%; candidato 3: 35%; candidato 4: 4%; candidato 5: 24%; candidato 6:
2.5%;

Como podemos ver, o candidato nimero 3 é o mais bem votado com 35% dos votos. Os candidatos 1 ¢ 3, que
possuem boa relevancia, também votam entre si, aumentando a importancia da sua ligagdo. No momento em que o
candidato 4, que ¢ votado por duas pessoas, “trai” o proprio grupo e vota em alguém do outro, sua importancia cai,
pois, o candidato ndo devolve seu voto. A decisdo do candidato 4 talvez tenha sido a responsavel pela vitéria do

candidato 3 e, consequentemente, da primeira opinido sobre a decisdo a ser tomada.

3 Conclusoes

As aplicagdes matematicas podem ser muito comuns no cotidiano, tanto as mais simplificadas quanto as mais
complexas. Essa matematica matricial, como foi visto ao longo do trabalho, pode ser utilizada para ranquear e
classificar. Utilizando o método do mecanismo Page Rank ¢ possivel obter a classificacdo de relevincia em diversos
casos. Com um bom entendimento sobre grafos, matrizes adjacentes, processos estocasticos e seus métodos e a base

da matematica matricial, seus autovalores e autovetores, obtém-se esses resultados a partir de alguns dados.

Esse trabalho buscou o aprofundamento das aplicagdes de proposi¢des conhecidas em diferentes areas onde
pode ser usado o ranqueamento e encontrado resultados que ficaram de acordo com teoremas apresentados. A
importancia do conhecimento e do aprofundamento da execucdo pratica do assunto ¢é visivel de muitas formas e, em

consequéncia disso, deixa muitas portas abertas para estudos futuros do mesmo.
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