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Resumo

Nos tltimos anos diversas distribuicoes de probabilidade foram propostas na literatura com propdsitos de se obter funcoes
densidade e de risco mais flexiveis. Por exemplo, Ghitany et al. (2013) propuseram uma generalizacdo da distribuicdo Lindley e a
nomearam de distribuicdo Lindley poténcia enquanto que Sharma et al. (2015a) propuseram a distribuicdo Lindley inversa. A
partir destas duas generalizacdes, Barco et al. (2017) estudaram a distribuicdo Lindley poténcia inversa, também chamada por
Sharma et al. (2015b) de Lindley inversa generalizada. Neste artigo, considerando a proposta de Barco et al. (2017), avaliou-se,
via simulagcdes Monte Carlo, o viés e acurdcia de nove métodos de estimagdo (o método da mdxima verossimilhanga e oito
outros baseados nas distdncias entre as funcdes de distribuicoes empiricas e tedricas). Os resultados provenientes do estudo
de simulagdo indicam melhor desempenho do método de estimacdo baseado na estatistica do teste de Anderson-Darling. Esta
conclusdo também é observada na andlise de dois conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Distribuicdo Lindley poténcia inversa, Métodos de estimagdo, Verossimilhanga, Simulagcdo Monte Carlo.

Abstract

In the last years several probability distributions have been proposed in the literature, especially with the aim of obtaining models
that are more flexible relative to the behaviors of the density and hazard rate functions. For instance, Ghitany et al. (2013) proposed
a new generalization of the Lindley distribution, called power Lindley distribution, whereas Sharma et al. (2015a) proposed the
inverse Lindley distribution. From these two generalizations Barco et al. (2017) studied the inverse power Lindley distribution, also
called by Sharma et al. (2015b) as generalized inverse Lindley distribution. Considering the inverse power Lindley distribution,
in this paper is evaluate the performance, through Monte Carlo simulations, with respect to the bias and consistency of nine
different methods of estimations (the maximum likelihood method and eight others based on the distance between the empirical
and theoretical cumulative distribution function). The numerical results showed a better performance of the estimation method
based on the Anderson-Darling test statistic. This conclusion is also observed in the analysis of two real data sets.

Keywords: Power inverse Lindley distribution, Methods of estimation, Likelihood, Monte Carlo simulation.
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1 Introducio

A distribui¢@o Lindley proposta por Lindley (1958) pode ser obtida pela mistura entre a distribui¢do exponencial, com parametro
de escala 3, e a distribui¢do gama, com pardmetro de forma igual a 2 e de escala 3. Segundo esta formulacgéo a fungdo densidade
de probabilidade € escrita na forma

f@|B)=pfi(z|B)+ (1 —p)fa(z]2,8)
com p = %, filz| B) = Be P e fo(z | 2,8) = B2re™PT. A partir destes termos tem-se
62
1+8
De (1), a fungdo de distribui¢do acumulada e de risco podem ser escritas, respectivamente, como

F(x|5):1—(1+1ixﬂ)6_6x

f(z]B) = (1+x)e P (1)

2
ho| )= 2 1+D)
Bl+z)+1
Desde sua reintrodugdo na literatura estatistica por Ghitany et al. (2008), a distribui¢do Lindley vem sendo intensivamente
generalizada por vdrios autores. Por exemplo, a distribui¢do Lindley inversa, proposta por Sharma et al. (2015a), € obtida a partir
do inverso de uma varidvel aleatéria com distribui¢do Lindley. Matematicamente, se uma varidvel aleatéria Y tem distribuicao
Lindley entfio a varidvel aleatéria X = Y ~! tem distribui¢fio Lindley inversa com fun¢des densidade, de distribui¢io acumulada e

de risco definidas, respectivamente, por
B% [(1+z\ _s
flz|B)= e =,

1+8\ 23
e | 5) = Flts)
T R T el AP - 1))

Outra generalizacdo, proposta por Ghitany et al. (2013) e nomeada de distribui¢do Lindley poténcia, considera a poténcia
de uma varidvel aleatéria com distribuicdo Lindley, ou seja X = Y% em que o > 0. Do mesmo modo que a distribuicao
Lindley, a distribui¢do Lindley poténcia pode ser obtida pela mistura de duas distribui¢des, sendo elas, a distribuicio Weibull com
pardmetro de forma « e de escala [ e a distribuicdo gama generalizada com parametros de forma 2 e « e de escala 8. Segundo esta
formulagdo os termos de (1) sdo, respectivamente, p = %, filz | a,f) = apzte P e fo(x | 2,a,8) = aB?x? e~ A2,
Explicitamente, as fungdes densidade, de distribuicdo acumulada e de risco sdo escritas, respectivamente, como

2
flo] @) = £ (14 aae e
Flz|lap)=1- <1 + fi;) e P2"
¢ (1+ a) a—1
o x*)x

A partir da distribui¢do Lindley inversa, Barco et al. (2017) formulou a distribuicao Lindley poténcia inversa aplicando a
1 . . . . . . ey . . .
transformag@o X = Y = em que Y tem distribui¢do Lindley inversa e a > 0. A func¢do densidade de probabilidade da distribuicdo
Lindley poténcia inversa pode ser escrita na forma

2 e
folap) = 22 5 (;fl) e e @)

A funcao de distribuicao acumulada e de risco sdo escritas, respectivamente, como

Flz|a,B) = (1 + 1:%;&) e 3)
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aB?(l+27°
e | a8) = Ut @
z[—B+a2(1+B)(ez= —1)]
Os comportamentos de (2) e (4), considerando alguns valores para « e 3, sdo apresentados nas Figuras 1 e 2, respectivamente.
E facil notar a importancia da adi¢do do parametro « nas fungdes de densidade e de risco da distribui¢ao Lindley inversa. E
importante mencionar que a unimodalidade de (2) e (4), para todo & > 0 e 8 > 0, foram matematicamente verificadas em Barco
etal. (2017).
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Figure 1: Comportamento da fun¢@o densidade de probabilidade da distribui¢do Lindley poténcia inversa
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Figure 2: Comportamento da fun¢@o de risco da distribuicdo Lindley poténcia inversa.

Sob o ponto de vista da inferéncia paramétrica, a estimagdo dos pardmetros de uma distribuicdo de probabilidade é o
ponto de partida em qualquer anélise de dados. Dentre os diversos métodos de estimagdo, seguramente, o método da maxima
verossimilhanga é o mais utilizado (ver, por exemplo, Lehmann e Casella, 1998; Pawitan, 2001; Rohde, 2014). O método da
maéxima verossimilhanga foi o utilizado por Barco et al. (2017) para estimar os pardmetros « e /3 da distribuicdo Lindley poténcia
inversa. Ainda nesse trabalho foram estimados o viés e a acurdcia de a e B . E importante mencionar que varios outros métodos de
estimacdo de pardmetros estdo disponiveis na literatura (ver, por exemplo, Gupta e Kundu, 2001; Mazucheli et al., 2017) e nem
sempre € facil identificar o “melhor” em termos, por exemplo, de menor viés e maior acuricia.

Neste artigo, considerando a distribuicdo Lindley poténcia inversa, sdo estimados, via simula¢cdes Monte Carlo, o viés e
o erro quadratico médio dos estimadores de « e 3, obtidos pelo método da maxima verossimilhanga e oito outros baseados
nas distancias entre as fungdes de distribuicdo empirica e tedrica. A originalidade deste trabalho deve-se ao fato de que, em
principio, nenhum trabalho anterior comparou estes métodos na estimag@o dos parametros da distribui¢do Lindley poténcia inversa.
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A prética de comparar diferentes métodos de estimagdo vem sendo intensivamente explorada na literatura, por exemplo, sem
exaustdo, em Gupta e Kundu (2001), Kundu e Ragab (2005) e Teimouri et al. (2013) foram considerados cinco métodos e as
distribuicdes exponencial generalizada, Rayleigh generalizada e Weibull respectivamente. Em Mazucheli et al. (2013) foram
considerados quatro métodos e a distribuicdo Lindley ponderada, do Espirito-Santo e Mazucheli (2015) consideraram seis métodos
e a distribuic@o Lindley Marshall-Olkin e em Mazucheli et al. (2017) e Dey et al. (2017) foram considerados dez métodos e as
distribui¢cdes exponencial Marshall-Olkin e Kumaraswamy, respectivamente.

2 Métodos de estimacio

Nesta sec¢@o sdo descritos sucintamente os nove métodos utilizados neste artigo para para estimar os parimetros « e [ da
distribuicdo Lindley poténcia inversa. Para todos os métodos foram considerados que ambos os pardmetros sdo desconhecidos.
2.1 Método da maxima verossimilhanca
Sejam x = (x1,...,z,) os valores observados de uma varidvel aleatéria com distribuigdo de probabilidade Lindley poténcia
inversa. A funcdo log-verossimilhanga pode ser escrita na forma
n n n
l(a,f ] x) =nlloga+ 2log 8 — log(1+ 8)] + Zlog(l + ) — 2a+1) Zlog x; — BZ&:;“. 5
i=1 i= j

As estimativas de méaxima verossimilhanga &gy € Beav de « e 3, respectivamente, maximizam (5) e sdo as raizes do
sistema de equagdes

( Blx) = ——l—lelfgfl—ZZlogxz—i—BZx “logx; =0
=1

a n2+8) <~ o

(Zn:x:a> B2 + (Zn:a:i_o‘—n>6—2n—0.
i=1 i=1

Consequentemente a estimativa de maxima verossimilhanca de 8, Sgasv, provém da equagdo

n - n 2 n —~
_ (Z xi_aEMV _ > (Z —aEMV _ n> + 8n Z xi_OlEMV
=1 i=1 =1

n
Z x*OCEMv
i=1

A partir de %l

(o, | ) tem-se

Bl@gmv) =

enquanto que gy € raiz da equagio

n

n a
n z$ log x; _
P Z ﬁ - 2210g332 + Blaguy) Zwl *log ;.
i=1 ? i=1 i=1
Os intervalos de confianga 100 x (1 — 6)%, 0 < § < 1, para « e 3, baseados na normalidade assintética dos estimadores de
mdxima verossimilhancga sdo obtidos, respectivamente, por

Q+z50\/Var@ e B+ 250\ Var(B)

em que Var(-) denotam os elementos da diagonal principal, da matriz inversa informagao de Fisher, I~!(c, ) estimada.
Conforme apresentado por Barco et al. (2017), os elementos da matriz de informacéo de Fisher, I(«, 3), da distribuicdo
Lindley poténcia inversa sdo

1 1
Tu= §+a2

{2 02) ~ 1o 817 4 C(2:2)] +2 [(0(3) ~ g 7 + C(23)) -6 [(6(1) ~ og )7 + C2))+627(5) |.
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g, a8+

22 — 62(1+B)2 )
1o Ble) ~log ] +2[(3) ~ log ]
- aB(1+p) ‘

em que () é a fungio digama e ((-) é a fungdo zeta de Riemann.

2.2 Métodos das distancias minimas

Os métodos alternativos ao da méxima verossimilhanca discutidos nesta subse¢ao utilizam as estatisticas dos testes de Cramér-von
Mises (CvM), Kolmogorov-Smirnov (KS), Anderson-Darling (AD) e cinco variagdes da estatistica do teste de Anderson-Darling
cujos acronimos sdo ADL, AD2R, AD2L e AD2. A idéia nestes métodos € determinar os valores dos parametros que minimizam a
disténcia entre expressdes envolvendo a fungdo de distribuigéo tedrica F'(x; | o, 3) e a empirica (ver, por exemplo, D’ Agostino
e Stephens (1986) e Lucend (2006) para maiores detalhes). As expressdes para cada um destes métodos estdo apresentadas na

Tabela 1
Table 1: Expressdes dos métodos de estimacio baseados nas distdncias minimas.
Acrdnimo Expressoes
CvM Wi=+% (Zi*Qé:Ll)z
i=1 )
KS D, = % + maxi<;<n ‘Zl — 2127;1
AD A2=-n-1 Z (2t — 1) [log z; + log(1 — zp+1-4)]
ADR | R?=1% 72;,21 -1 21(2271)10g(172n+1 i)
T n = n
ADL L%:—%‘—i—Qz:lzi—%z:l(%—l)logzz
= i=
AD2R | 1 =23 log(l —z)+ 1 2 12—
i=1 i=1 e
AD2L |12 =23logz + = > 2
i=1 i=1
AD2 aZ = Z: llog z; +log(1 — z;)] + + Z (2Z L4+ #}Ll)
em que Z1, . ..,Z, sdo as observagdes i.i.d. da distribui¢@o da varidvel aleatéria X com fungdo de distribui¢do acumulada (3),

T(1) < -+ - <y S0 as respectivas estatisticas de ordem da amostra e z; = F' (x(i) | o, ,6).
A titulo de ilustragdo, a seguir sdo apresentadas as expressdes usadas na estimacdo de o e 3 a partir dos métodos de

Cramér-von-Mises, Kolmogorov-Smirnov e Anderson-Darling.

e Método de Cramér-von-Mises: Sejam z(;) < --- < x(y,) as correspondentes estatisticas de ordem de z1,...,7p.

estimativas dcym € Bcvm de a e 3, respectivamente, sdo os valores que minimizam a soma de quadrados das diferengas entre
F(z(;) | a,3) e a expressdo de CvM, apresentada na Tabela 1. Matematicamente tem-se

W2(a, +Z( 2’_1)

de forma que Acyym € Bevm $30 raizes dos sistema

- 2i—1
S (s T ) At L) =0

As

Z <Z1 - 21'27_1 1) Ag(z(yy | a,8) =0

i=1
em que A; () | @,3) e Ao(z(;) | @,3) sdo definidas, respectivamente, por

_ B8 8
B log(zay)e =% [ 1 1 Be” a2 1+
Ay(zg |a,f) = 820 (2 4~ ) e Ag(ag |0, f) = ——e G

oo [ 1+58 O 2w [ == ()
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e Método de Kolmogorov-Smirnov: As estimativas axgs e Sxs de a e (3, obtidas da estatistica de Kolmogorov-Smirnov,
minimizam a equagao
i—1
Zi — .
n

e Método de Anderson-Darling: A partir da estatistica de Anderson-Darling, as estimativas @sp € S4p de a € 3 minimizam a
equagao

)
Zi — —
n

D (ev,) =

)

max
2n 1<i<n

n

A2(@8) = —n— =320~ 1) log 7 + log(1 — z1111)]
=1

obtidas a partir da resoluc¢do do sistema nao-linear

2 1—zn1—

i(% ) [A1($(z‘) |a,B8)  Ar(zpgi-g | a,ﬂ)} —0

i=1

Zn:(Zi —1) [AQ(x(i) | @.8) _ Ao (2 (ny1—4) | a,ﬁ)} ~0

2 1—zpp1-

emque Ay (- | o,5) e Ag(- | a,0) estdo definidas em (6).

3 Estudo de simulagio

Nesta sec@o sdo apresentados os resultados dos estudos de simulagdes usados para avaliar a performance dos nove métodos de
estimacdo acima descritos. Considera-se amostras de tamanhos 20, 50, 80, 110, 140, 170 e 200 e alguns dos valores usados na
construgdo das Figuras 1 e 2, (o, 8) = (0.8,1.0),(0.8,3.0),(2.0,0.8) e (2.0, 3.0). Os resultados de outras combinacdes de o e 3
foram omitidas, por motivos de espago e por ndo terem gerados resultados cujas conclusdes diferem das apresentadas. Para cada

combinagdo foram geradas B = 100,000 amostras utilizando a expressdo z; = F~!(u;),i = 1,...,n, em que:
1 _1
wi=|-1-5- 6W_ (—ui(l + ﬂ)e<1+ﬁ>)] , %)

u; séo valores gerados de uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo (0, 1) e W_; é a fun¢do Lambert W. Vale ressaltar que (7)
estd disponivel na biblioteca LindleyR (Mazucheli et al., 2016), do sistema R (R Core Team, 2017).

A partir das B = 100,000 estimativas de « e 3, obtidas por cada um dos nove métodos, foram estimados o viés e o erro
quadratico médio cujas expressoes sdo

1 & S s
Vies(@) = £ (@-a), vies (B) = = (Bi - 8). ®)
i=1 =1
1 B R B 5
EQM@) = 5> (@ -a)’, EQM (8) = Ez(ﬁl 8) . ©)
i=1 =1

Todo o estudo de simulagdo foi executado em Ox Console, versdo 7.09, (Doornik, 2007), utilizando-se a fun¢do MaxBFGS.
O procedimento completo usado na estimacdo de « e 5 é descrito a seguir.

Considere niter = 50 (ndmero de iteragdes), error = 0.00001 (maior erro tolerdvel até a convergéncia do método BFGS),
n = (20, 50, 80, 110, 140, 170, 200), o = (0.8,1.0,2.0), 3 = (0.8,3.0), M =(EMYV, CvM, KS, AD, ADR, ADL, AD2R, AD2L,
AD2) e B = 100,000 replicagdes.

forh =1,... length(83)

{
B=pI[hn
fori =1,... length(a)
{
a=ali
forj =1,...,length (n)
{

n=mnlj
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k=1
while k < B
{
generate x1, . .. &, using (7)
forl =1,...,length (M)
{
estimate « and 3 by M [I]
if niter < 50 or error < 0.00001 then output & e 3
}
k=k+1
}

calculate (8) and (9)

}

Nas Tabelas 2 a 5 sdo apresentados os valores de (8) e (9) para cada um dos cendrios acima descritos. Os valores sobrescritos
indicam o ranque obtido por cada método de estimagdo. Por exemplo, na Tabela 2, linha 1, tem-se os valores sobrescritos 6, 7, 9,
1,4, 3,5, 8 e 2, demonstrando que no cenario n = 20, « = 0.8 ¢ f = 1.0 0 método com menor viés foi o método AD seguido
pelo AD2 e assim por diante. A linha “Total” apresenta a soma dos ranques e os respectivos ranques. Por exemplo, na Tabela
2, linha “Total”, tem-se os valores 102, 120, 159, 66, 110, 86, 207, 202 e 208 demonstrando que, globalmente, para o = 0.8 e
B = 1.0 o método AD foi "melhor” em termos de viés e acurdcia. A fim de tornar mais facil a visualizagdo destes resultados, na
Tabela 6 sdo apresentados os “Totais” de cada cendrio.

Table 2: Estimativas do viés e do erro quadratico médio de & e B (a=0.8e 8 =1.0).

n EMV  CvM KS AD ADR  ADL AD2R AD2L  AD2
Viés(@)  0.031%  0.0327 0.035° 0.0087 0.022*% 00183 0.025°> 0.032% 0.0142
EQM(a@) 0.009% 0.0147 0.013> 0.008' 0.0145 0.010* 0.029° 0.019% 0.0092

20 Viés(8)  0.0116  0.0073  0.009* 0.010° 0.0052 0.000' 0.018% 0.0127 0.036°

EQM(B) 0.018' 0.021* 00215 00182 0.0203 00215 0.024% 0.030° 0.0227
””” Viés(@) ~ 0.0137 ~ 0.012°  0.014% 0.0042 0.009°5  0.007%*  0.001' "0.0055 0.015%

50 EQM(a@) 0.003'  0.004°> 0.0045 0.0032 0.0057 0.003% 0.010° 0.006% 0.004*

Viés(8)  0.0067  0.003* 0.0045 0.003% 0.0012 0.000) 0.011% 0.0045 0.025°

EQM(B) 0.007"  0.008* 0.008% 0.0072 0.0083 0.008> 0.0097 0.013° 0.0108
””” Viés(@) ~ 0.0087 ~ 0.0085  0.009% 0.0027 " 0.005° ~ 0.004®  0.005* 0.0007 "~ 0.014%

g0 EQM(@) 0.002'  0.0035 0.0036 0.0022 0.0037 0.002% 0.006° 0.004%5 0.002%

Viés(8)  0.00365  0.0023 0.002° 0.002* 0.0012 0.000' 0.0108 0.0087 0.022°

EQM(B) 0.004' 0.005* 0.005% 0.0052 0.005% 0.005° 0.006" 0.009° 0.007%
””” Viés(@) ~ 0.0055 ~ 0.005°  0.0067 0.001T 0.004%  0.003%>  0.007° 0.003%2 0.0137

1o EQM(@) 0.001'  0.002¢ 0.0026 0.0012 0.0027 0.001> 0.005° 0.003% 0.002°

Viés(8)  0.0026  0.001> 0.002* 0.002° 0.0012 0.000) 0.0087 0.009% 0.019°

EQM(B) 0.003'  0.004* 0.0045 0.0032 0.0043 0.004> 0.0047 0.007° 0.0058
””” Viés(@) ~ 0.0045 ~ 0.004°  0.0057 0.001T7 0.003% ~ 0.0022  0.008% 0.003% "~ 0.0129

a0 EQM(@) 0.001'  0.0014 0.001°> 0.0012 0.0027 0.001> 0.004° 0.002% 0.0016

Viés(8)  0.0026  0.0014 0.0025 0.0013 0.0002 0.0001 0.0077 0.009% 0.017°

EQM(B) 0.003'  0.003* 0.003°> 0.0032 0.0033 0.0036 0.0037 0.006° 0.0048
””” Viés(@) ~ 0.0035 ~ 0.003% " 0.0045" 0.001T7 0.002% ~ 0.0022  0.008% 0.0047 ~ 0.0129

170 EQM(@) 0.001'  0.001% 0.001> 0.0012 0.0017 0.001> 0.003° 0.002%5 0.0016

Viés(8)  0.0026  0.001> 0.001* 0.001° 0.0002 0.000) 0.0077 0.010% 0.016°

EQM(B) 0.002'  0.002¢ 0.0026 0.0022 0.0023 0.002° 0.0037 0.005° 0.0038
””” Viés(@) ~ 0.0035 ~ 0.002% ~ 0.0035" 0.000° 0.002% ~ 0.001®>  0.008% 0.0057 0.0119

- EQM(&) 0.0011  0.001* 0.001°> 0.0012 0.001° 0.001> 0.003° 0.002%8 0.0017

Viés(8)  0.0016  0.0012 0.001* 0.001°> 0.001% 0.0001 0.0067 0.009% 0.015°
EQM(8) 0.002' 0002* 0002° 00022 0.002% 00025 0.0027 0.004° 0.003%

Total 1023 1205 ~ 71595 66T 1104 862 2078 2027 2089
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Table 3: Estimativas do viés e do erro quadritico médiode a e 8 (o« = 0.8 ¢ 8 = 3.0).

n EMV  CvM KS AD ADR  ADL AD2R AD2L  AD2

Viés(@)  0.035° 00365 0.039° 0.009T 0.026* 0.020° 00345 00367 00147

0 EQM(@@) 0.0113  0.0177 00165 0.010% 00176 0.012* 0.039° 00228 0.0102

Viés(3)  0.0031  0.0102 0.010* 00155 0.0247 0.0042 0.087° 0.019% 0.0328
,,,,, EQM(8) _0046° _0050° 00527  0043' 00505 _0.047% 18327  0.060° 00442

Viés(a)  0.0147 ~ 0.014%  0.015% 0.0047 0.0115  0.007* 0.0041 0.0065 ~ 0.0167

5o EQM(a) 0.0031  0.005° 0.0056 0.0042 0.0067 0.0043 0.011° 0.007% 0.004*

Viés(8)  0.0012  0.0025 0.002¢ 0.004% 0.0077 0.001' 0.016% 00013 0.020°
,,,,, EQM(8) 00172 0018 00197 0017! _0.018% 0018%  0021% 0.024° 0019°

Viés(@) ~ 0.0095 ~ 0.0097  0.010% 0.0037 0.006°  0.005*  0.0033" "0.000T 0.015

g0 EQM(@) 0.002'  0.0035 0.003% 0.0022 0.0037 0.0022 0.007° 0.004% 0.003*

Viés(8)  0.0011  0.002* 0.0023 0.004> 0.0067 0.0022 0.009% 0.0056 0.019°
,,,,, EQM(8) 00102 00111 00126 00101 _0011° _0.011° 00127 0.016° _0012%

Viés(@) ~ 0.0067  0.006°  0.006% 0.001T ~0.004* "~ 0.003%  0.006° 0.002%2 0.0147

1o EQM(@) 0001'  0.002° 00026 0.002? 0.0027  0.0023  0.005° 0.003%  0.002*

Viés(8)  0.0001  0.0013 0.001%* 0.002° 0.003° 0.0002 0.0047 0.006% 0.016°
,,,,, EQM(8) _0.008' _0008' 0.008° 00082 _0.008% 0008 00097  0012% _0.009%

Viés(@) ~ 0.005% ~ 0.005°  0.0057 0.001T 0.003% "~ 0.0022  0.007% 0.003% 0.0137

o EQM(@) o001t 0.002%*  0.0026  0.0012 0.0027 0.0013 0.004° 0.002%  0.002°

Viés(8)  0.001*  0.0002 0.0003 0.001° 0.0027 0.000% 0.001° 0.007% 0.014°
,,,,, EQM(8) _0.006! _0006!  0.006° 00062 _0.006° _0.006°  0007"_ 0.010° _0007%

Viés(a)  0.004° ~ 0.004*  0.0045 0.001T " 0.003%  0.0022  0.008% 0.0047 ~0.0137

1o EQM(@)  o.001! 0.001*  0.0016 0.0012 00017 0.0013 0.004° 0.002% 0.001°

Viés(8)  0.0002  0.001* 0.001° 0.0016 0.0027 0.000"° 0.000> 0.008% 0.013°
,,,,, EQM(8) _0.005' _0005' 0005 00052 0.005° 0005 00067  0.008% _0.006%

Viés(a)  0.003% ~ 0.003*  0.0035 0.001T 0.002%  0.0022" 0.008% 0.0047 0.012%

200 EQM(@) 0.0011  0.001* 0.001°5 0.0012 0.0017 0.0013 0.003° 0.002%8 0.0016

Viés(8)  0.001*  0.000  0.0002 0.001° 0.0027 0.0003 0.001° 0.008% 0.012°
,,,,, EQM(B) _ 00041 _0.004%  0.004°_ 00042 _0.004% 0.004> 00057 0.007% _0.005°

Total 792 1267 1605 71t 1475 883 198° 1957 196%

Table 4: Estimativas do viés e do erro quadritico médiode ae 3 (« = 2.0e 8 = 0.8).

n EMV  CwM KS AD ADR  ADL AD2R AD2L  AD2

Viés(@)  0.0625  0.0647 0.070° 0.0161 0.043% 0.0353 0.050° 0.065° 0.0292

20 EQM(@) 0.036%  0.0557  0.053° 0.0331 0.0545 0.040* 0.117° 0.076% 0.0352

Viés(8)  0.0116 00073  0.009* 0.010° 0.0052 0.000% 00188 0.0127 0.036°
,,,,, EQM(8) 0018 0021 0.021° 00182 00205 _0021° 00245 0.030° 00227

Viés(a)  0.0257 ~ 0.024%5  0.027% 0.0077 0.018%  0.013* " 0.002! 0.0103 0.0319

so EQM(@@) 0.012%  0.017° 0.018% 0.0122 0.0187 0.0143 0.039° 0.024% 0.014*

Viés(8)  0.0067  0.003* 0.0056 0.003% 0.0012 0.000% 00118 0.0045 0.025°
,,,,, EQM(8) _0.007! _0008'  0.008° 00072 _0.008% 0008 00097  0013% _0010%

Viés(a)  0.0167 ~ 0.016%  0.017% 0.0052 0.0115 ~ 0.009®  0.010* 0.000T ~0.0299

%0 EQM(a) 0.007' 0.010° 0.010 0.0072 0.0117 0.008% 0.025° 0.014% 0.009%

Viés(8)  0.0036  0.0023 0.002° 0.002* 0.001> 0.000' 0.010% 0.0087 0.022°
,,,,, EQM(8) _0.004' _0005'  0.005°  0005% 0.005° 0005 00067  0.009° _0.007%

Viés(@) ~ 0.011% ~ 0.010°  0.0117 0.003" ~0.007* ~ 0.006  0.013%" 0.0052  0.027°

1o EQM(@) 0.005'  0.007* 0.007 0.0052 0.0087 0.0062 0.019° 0011® 0.007°

Viés(8)  0.0026  0.0013  0.002° 0.002* 0.001> 0.000' 0.0087 0.009% 0.019°
,,,,, EQM(8) _0.003' _ 00041  0.004° 00032 00045 0004 00047 0.007° _0.005%

Viés(@) ~ 0.009%5 ~ 0.008°  0.0097 0.002° 0.006  0.0042  0.015% 0.007% 0.0257

a0 EQM(@) 0.0041  0.005% 0.006° 0.0042 0.0067 0.0052 0.015° 0.009% 0.006°

Viés(8)  0.0026  0.001*  0.002° 0.001% 0.000> 0.0001 0.0077 0.0098 0.017°
,,,,, EQM(S) 0003 _0003% 0003  0003* _0.003° _0.003° 00037  0006° 0.004%

Viés(@) ~ 0.0075 ~ 0.006*  0.007° 0.001T 0.004> ~ 0.0032 0.016% 0.0097  0.024°

170 EQM(@) 0.0031  0.004* 0.005° 0.0032 0.0057 0.004> 0.013° 0.007° 0.005%

Viés(8)  0.0026  0.0013 0.001* 0.001° 0.0002 0.0001 0.0077 0.0108 0.016°
,,,,, EQM(f) _0002' _0002%  0.002° 00022 00023 _0.002° 00037  0005% _0.003%

Viés(@) ~ 0.006°  0.005*  0.006° 0.001T 0.003% ~ 0.0032 0.017% 0.0097  0.0237

200 EQM(@) 0.0031  0.004* 0.0045 0.0032 0.0045 0.0032 0.011° 0.006% 0.0047

Viés(3)  0.0016  0.0012 0.0014 0.0015 0.001% 0.0000 0.0067 0.009% 0.015°
,,,,, EQM(S) _0.002' _0002%  0.002° 00022 0.002% _0.002° 00027 0004% _0.003°

Total 1023 1205 1598 657 110% 872 2078 2027 208
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Table 5: Estimativas do viés e do erro quadratico médio de a e E (a=2.0e 3 =3.0).

n EMV  CvM KS AD ADR  ADL AD2R AD2L AD2
Viés(@)  0.070° 0.073% 0.0797 0.019T 0.051% 0.039° 0.067° 0.0727 0.0282
EQM(a) 0.043%3 0.0687 0.066° 0.038' 0.067° 0.047% 0.154° 0.089%  0.0402

20 Viés(8)  0.0031  0.0103 0.011* 0.015° 0.0247 0.004>2 0.087° 0.019% 0.0328

EQM(3) 0.046% 0.050% 0.0527 0.0431 0.050° 0.047* 1.833° 0.060% 0.0442
””” Viés(@) ~ 0.0287  0.027°  0.031% 0.008Z 0.0215 ~ 0.015*  0.007' 0.013% 0.0319

so  EQM(@) 0.0141  0.0215 00215 00142 0.0227 00163 0.046° 0.026% 0.016*

Viés(8)  0.0012  0.0025 0.002¢ 0.0045 0.0077 0.001' 0.016% 0.0013  0.020°

EQM(3) 00172 0.018* 00197 00171 0.018% 0.018° 0.0215 0.024° 0.0196
””” Viés(@) ~ 0.018% ~ 0.0187  0.019% 0.0052 0.0135 ~ 0.010*  0.006> 0.001T " 0.0307

%0 EQM(@) 0.008' 0.0125 0.0126 0.0092 0.0137 0.009% 0.029° 0.016% 0.0114

Vigs(8)  0.001'  0.0023  0.002* 0.0045 0.006” 0.0022 0.009% 0.0056 0.019°

EQM(3) 0.0102 0.011* 00126 0010' 00113 0011° 00127 0016° 0.0128
””” Viés(@) ~ 0.0127 ~ 0.011°  0.013% 0.003" 0.009% ~ 0.006>  0.0115 0.0052 0.0287

1o EQM(@) 0.006!  0.008% 0.009% 0.0062 0.0097 0.0073 0.022° 0.012% 0.008*

Viés(8)  0.000'  0.0013 0.001* 0.002° 0.003® 0.0002 0.0047 0.006%5 0.016°

EQM(B) 0.008' 0.008* 0.008% 0.0082 0.0083 0.008° 0.0097 0.012° 0.009%
””” Viés(@) ~ 0.0105 ~ 0.009°  0.0107 0.002" 0.007* ~ 0.0052  0.014% 0.007°  0.0267

10 EQM(@) 0.0041  0.006* 0.007% 0.0052 0.0077 0.0053 0.017° 0.010% 0.006°

Viés(6)  0.0014  0.0002 0.0003 0.001° 0.0027 0.000' 0.0016 0.007% 0.014°

EQM(B)  0.006' 0.006* 0.006° 0.0062 0.0063 0.006° 0.0077 0.010° 0.007%
””” Viés(@) ~ 0.0085 ~ 0.007*  0.0085 0.002T 0.005 ~ 0.0042 0.015% 0.0097 0.0257

170 EQM(@) 0.0041  0.005% 0.0065 0.0042 0.006" 0.0043 0.015° 0.008% 0.005°

Viés(8)  0.0002 0.0014 0.0015 0.0016 0.0027 0.000! 0.0002 0.008% 0.013°

EQM(3) 0.005'  0.005% 0.005% 0.0052 0.005% 0.005° 0.0067 0.008° 0.006%
””” Viés(@)  0.0065 ~ 0.005%  0.006° 0.001T7 0.004%  0.0032  0.0168 0.0097  0.024%

200 EQM(@) 0.003!  0.004* 0.005° 0.0032 0.0057 0.0043 0.013° 0.007%® 0.005%

Viés(8)  0.001*  0.000'  0.000% 0.0016 0.0027 0.0002 0.001> 0.008% 0.012°
EQM(B) 0.004'  0.004* 0.0045 0.0042 0.0043 0.004> 0.0057 0.007° 0.0058

Total 7927 7 1254 7 1628 T T 71t 1475 873 1989 1957 1968

Table 6: Performance geral dos métodos de estimagdo segundo a magnitude do viés e do erro quadritico médio (base: soma dos
ranques, expoente: ranque).

Meétodo de estimagdo
Cenario EMV CvM KS AD ADR ADL AD2R AD2L AD2

1 1023 120° 159 66" 110* 862 2078 2027 208
2 792 126% 1605 711 1475 883 1989 1957 196%
3 1023 120° 1595 651 110* 872 2078 2027 208°
4 792 125 1626 71t 147° 873 198 1957 1968

Total 3623 4917 6405 2731 514° 3482  810° 7947 8088

A partir de todos os resultados apresentados anteriormente tem-se evidéncias de que o melhor método de estimacao dos
pardmetros da distribui¢do Lindley poténcia inversa, em termos do viés e do erro quadratico médio, independente dos cendrios, € o
método baseado na estatistica do teste de Anderson-Darling. Na sequéncia tem-se 0 ADL e o método da maxima verossimilhanga.
Em todos os métodos, como esperado, o viés e o erro quadratico médio tendem a zero a medida que o tamanho da amostra aumenta.
E interessante observar que diferentes valores de o ndo alteram os ranques dos métodos. A troca de posicdes entre os métodos
acontece apenas quando se varia o valor de (.

4 Aplicacoes

Nesta secdo sdo analisados dois conjuntos de dados retirados da literatura. O primeiro conjunto foi utilizado por Nadarajah et al.
(2011) em seu trabalho sobre a distribui¢do Lindley generalizada enquanto que o segundo foi utilizado por Mahmoud e Mandouh
(2013) em seu trabalho sobre a distribuicdo Fréchet transmutada.

As estimativas de a e 5 obtidas por todos os métodos estdo apresentadas na Tabela 7. No apéndice é apresentado o c6digo do
ambiente R usado para obter as estimativas.
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Table 7: Estimativas dos parametros considerando os diferentes métodos de estimacao.

Dados I Dados II

Método a B a B
EMV 39812 6.7190 | 53904 7.1998
CvM 42344 7.6697 | 5.8745 8.7244
KS 4.5445 9.0261 | 5.7193 8.1423
AD 3.9518 6.6767 | 5.6929 8.0483
ADR  4.0640 7.0508 | 6.0375 9.2310
ADL 3.8497 6.4498 | 54272 7.4697
AD2R  3.8254 6.1679 | 4.8084 5.4120
AD2L  3.5941 5.8952 | 4.5956 5.9461
AD2 3.7771 6.0858 | 49072 6.0946

Na Tabela 8 s@o apresentadas os valores das estatisticas dos testes de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov (KS), Anderson-
Darling (AD) e Cramér-von Mises (CvM) e os seus respectivos valores-p. E importante notar que ndo existem evidéncias em nao
se usar a distribui¢do Lindley poténcia inversa na andlise de ambos os conjuntos de dados.

Table 8: Resultados da aplicag@o dos testes de aderéncia.

Dados I
Método KS valor-p AD valor-p CvM  valor-p
EMV  0.1031 0.9837 0.1560 0.9982 0.0269 0.9874
CvM  0.0929 0.9952 0.1827 0.9946 0.0247 0.9918
KS 0.0810 0.9994 0.2816 0.9508 0.0274 0.9860
AD 0.1006 0.9875 0.1554 0.9983 0.0269 0.9872
ADR  0.0977 09910 0.1597 0.9979 0.0255 0.9903
ADL  0.0971 09917 0.1592 0.9979 0.0287 0.9827
AD2R  0.1113 09653 0.1671 0.9971 0.0311 0.9753
AD2L  0.1091 0.9712 0.2029 0.9898 0.0382 0.9462
AD2  0.1084 0.9727 0.1684 0.9969 0.0314 0.9743
Dados 1T

Método KS valor-p AD valor-p CvM  valor-p
EMV  0.0780 0.8091 0.5389 0.7069 0.0714 0.7445
CvM  0.0772 0.8194 0.5199 0.7259 0.0550 0.8474
KS 0.0663 09276 0.4926 0.7537 0.0574 0.8321
AD 0.0673 09195 0.4920 0.7543 0.0583 0.8265
ADR  0.0828 0.7498 0.5618 0.6842 0.0564 0.8381
ADL  0.0808 0.7755 0.5308 0.7150 0.0670 0.7721
AD2R  0.1290 0.2250 1.2233 0.2587 0.2006 0.2668
AD2L  0.1317 0.2059 1.2145 0.2620 0.1967 0.2743
AD2  0.0990 0.5345 0.7995 0.4809 0.1167 0.5104

Neste artigo foi estudada a performance de oito métodos de estimag@o baseados nas estatisticas usadas na avaliacio da qualidade do
ajuste, em contrapartida ao método da maxima verossimilhanga. Por meio de simulagdes verificamos, de forma geral, que o método
de Anderson-Darling gerou os menores viéses e erros quadraticos médios, seguido pelos métodos da maxima verossimilhancga e
ADL. Ao ser aplicado em dois conjuntos de dados reais, os critérios de comparacdo apontaram o método de Anderson-Darling
como o que forneceu o melhor ajuste aos dados, seguido pelo método da maxima verossimilhanga. Desta forma, tem-se que os
métodos de Anderson-Darling e sua variagio ADL podem ser uma alternativa na estimacdo de parametros da distribui¢do Lindley
poténcia inversa, visto sua qualidade de ajuste e os baixos valores do viés e do erro quadritico médio.
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Neste apéndice é apresentado o c6digo R (R Core Team, 2017) utilizado para obter as estimativas dos pardmetros pelos nove
métodos discutidos no artigo. A titulo de ilustracdo considera-se somente o segundo conjunto de dados, retirado de Mahmoud e
Mandouh (2013).

library (fitdistrplus)
library (LindleyR)

dados

<— ¢(1.014,1.081,1.082,1.185,1.223,1.248,1.267,1.271,1.272,1.275,1.276,1.278,1.286,1.288,
.292,1.304,1.306,1.355,1.361,1.364,1.379,1.409,1.426,1.459,1.460,1.476,1.481,1.484,1.501,
.506,1.524,1.526,1.535,1.541,1.568,1.579,1.581,1.591,1.593,1.602,1.666,1.670,1.684,1.691,
.704,1.731,1.735,1.747,1.748,1.757,1.800,1.806,1.867,1.876,1.878,1.910,1.916,1.972,2.012,
.456,2.592,3.197,4.121)

N — = = X 3

# metodo da maxima verossimilhanca

fit <— fitdist(x," genilindley", method = "mle", start = c(theta = 2.0,alpha = 2.0))
# metodos baseados nas distancias minimas

metodos <— c("CvM","KS","AD" ,"ADR" ,"ADL" ,"AD2R" ,"AD2L" ,"AD2")

fits <— sapply(l:length(metodos), function(j) fitdist(x," genilindley", method = "mge",

gof = metodos[j],start = c(theta = 2.0, alpha = 2.0)))
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