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Resumo

Em 1889, Arthur Cayley publicou um artigo com uma formula para a contagem de drvores geradoras (spanning) de um gr.
completo. Esse teorema diz que: Sejamn € N e K, o grafo completo com n vértices. Entdo o niimero de drvores geradoras
K, é dado por n™~2. O presente trabalho constitui-se de uma breve revisdo da literatura sobre os conceitos e resultados bdsi
da teoria de grafos e uma demonstracdo detalhada da Formula de Cayley, dada pela construcdo minuciosa de uma bijecdo en

o conjunto de drvores geradoras e um conjunto especial de sequéncias numéricas. Por fim, trazemos um algoritmo, que descreve
uma forma precisa para a construg¢do das drvores geradoras obtidas de K, a partir de sequéncias de Cayley-Priifer.

Palavras-chave: Arvores, Arvores geradoras, Férmula de Cayley, Grafos Completos. Processo Inverso de Cayley-Priifer.

Abstract

In 1889, Arthur Cayley published an article that contained a formula for counting the spanning trees of a complete graph. This
theorem says that: Let n € N and K, the complete graph with n vertices. Then the number of spanning trees of K, is establis/

by n" 2. The present work is constituted by a brief literary review about the basic concepts and results of the graph theory
and detailed demonstration of the Cayley’s Formula, given by the meticulous construction of a bijection between the set of the
spanning trees and a special set of numeric sequences. At the end we bring an algorithm that describes a precise construction of
the spanning trees obtained of K,, from Cayley-Priifer sequences.

Keywords: Trees, Spanning Trees, Cayley’s Formula, Complete Graphs, Inverse Process of Cayley-Priifer.
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1 Introdu

A Teoria de Grafos é um ramo de pesquisa na drea da matematica, e possui aplicacdes em vérias dreas: i) No Transporte aére:
rodovidrio e maritimo, em que se destacam o planejamento de rotas e o tratamento do fluxo de automéveis em vias urbanas (veja,
por exemplo Fracasso (2008)); ii) Na engenharia elétrica, com a esquematizacdo de circuitos e distribuicdo de energia (veja,
por exemplo Orsini e Consonni (2002)); iii) Na ciéncia da computacdo com o estudo de autdmatos (veja, por exemplo Konzen
(1997)), entre intimeras outras. Para o aprimoramento dessas aplicagdes, o desenvolvimento da teoria béasica € fundamental. Est
trabalho propde um estudo tedrico de conceitos relacionados a teoria de grafos. Inicialmente faremos uma revisdo bibliografic
dos conceitos de grafos, subgrafos, grau de um vértice, arvores, isomorfismo, conexidade, dentre outros (veja, como exemplos
Harary (1969), Junior e Nicoletti (2006), e principalmente Bondy e Murty (1982)). Esses conceitos serdo fundamentais para a
compreensdo das secdes posteriores. Os resultados principais obtidos, foram: primeiramente uma prova de um teorema sobre
a contagem de arvores geradoras em grafos completos (conhecida como Férmula de Cayley), cujo método que usamos foi a
aplicacdo da inducio finita (veja como exemplo, Domingues e Iezzi (2003)), e o outro foi uma descricdo minuciosa do processo
inverso de Cayley-Priifer. A prova desse teorema, conhecido como Férmula de Cayley, por meio das sequéncias de Priifer pode s¢
encontrado em Wu e Chao (2004) (Teorema 1.1) ou em Abu-Sbeih (1990). Existem outras demonstragdes, como a que trata dos
nimeros T'(n,k) (veja, por exemplo Wilson (1996), p. 49-50), ou do conhecido Teorema da matriz-drvore, que diz: o nimero d
arvores geradoras em um grafo conexo finito e simples € igual ao cofator de qualquer elemento da matriz laplaciana desse grafo
(veja, como exemplo Bondy e Murty (1982), p. 218-220).

Definicao 1.1. (Grafo ndo orientado) Um grafo ndo-orientado G é um conjunto ndo vazio, definido por uma tripla de objetos
(V(G),E(G),¥,,), em que V(GQ) # ) e E(G) s@o denominados os conjuntos de vértices e arestas, respectivamente, de forma que
o grafo G consiste da unido disjunta de V(G) e E(G). No caso em que E(G) # 0, existe uma aplicagdo

U, B(G) = V(G)RV(G),

chamada fungdo de incidéncia, que associa cada aresta de G' a um par ndo ordenado de vértices (ndo necessariamente distintos
isto é, para e € E(G) temos U (e) = uv = [u,w] = [v,u] , onde X denota um produto cartesiano ndo ordenado.

Se e é uma aresta e u e v sdo vértices tais que ¢ (e) = uv, entdo dizemos que e conecta u a v. Os vértices u e v sdo chamadc
de extremidades ou vértices incidentes a e. Dois vértices incidentes a uma mesma aresta sao ditos adjacentes ou vizinhos.

Figura 1: Representagdo da aresta e com extremidades u e v.

Uma aresta com extremidades iguais € denominada um laco (loop). Quando duas ou mais arestas possuem as mesmas
extremidades, tais arestas sdo ditas arestas paralelas. Um grafo G = {v} possuindo um tnico vértice serd chamado de grat
trivial. Um grafo que ndo possui arestas paralelas e nem lacos ¢é dito um grafo simples.

Exemplo 1.2. Considere o grafo G tal que, V(G) = {u,v,w,z,y}, E(G) = {a,b,c,d,e, f,g,h} e ¥, é definida por:
U (a) =uv, ¥, (b) =uu, ¥, (c) =vw,¥,(d) =wz,V,(e) = vz, Ve(f) =uy, V.(9) = uzr, ¥, (h) = zy.

Esse grafo pode ser representado pela figura abaixo:
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Figura 2: Representagdo do grafo G.

Definicao 1.3. (Isomorfismo de grafos) Dois grafos G e H sdo ditos isomorfos (G = H), se existem bijecdes 0 : V(G) — V(H)
e ¢ : E(G) — E(H) tais que, para toda aresta e € E(G) temos:

U, (e) = [u,] se, e somente se, U, (¢p(e)) = [0(u),0(v)], onde u,v € V(G).
O par de fungdes (0,¢) é denominado um isomorfismo entre G e H.

Definicao 1.4. (Grafo completo) Um grafo é dito completo se ndo possui lagos e cada par de vértices distintos sdo conectados
por uma tinica aresta. Um grafo completo de n vértices é denotado por K,,.

Observacao 1.5. A menos de isomorfismo existe apenas uma grafo completo com n vértices.

° 7 B LA\ P

Figura 3: Representagdo dos grafos completos K, Ks, K3, K4 e K5, respectivamente.

Definicao 1.6. (Subgrafos) Seja G = (V(G),E(G),¥q) um grafo. Um grafo H é dito um subgrafo de G se V(H) C V(G),
E(H) C E(G) e Yy, quando existe, satisfaz V= (V@) | p(m), onde o simbolo | denota a restrigdo de uma dada fungdo.

Definiciio 1.7. (Subgrafo induzido) Sejam G como na definicdo precedente e W um subconjunto ndo vazio de V (G). O subgrafo
de G induzido por W é um subgrafo de G cujo conjunto de vértices é W, o conjunto de aresta é formado pelas arestas de G que
tem ambas as extremidades em W, podendo ser vazio, e a fungdo de incidéncia, caso exista, é dada pela restri¢do da fungdo V¢ a
esse conjunto de arestas incidentes. Notagdo para o subgrafo induzido: G[W].

2 Arvores

Seja G um grafo. Um passeio em G é uma sequéncia finita ndo vazia do tipo:
W =vgou W = vg,e1,v1,62,02, . .. ,€%,Vk,

cujos termos sdo alternadamente vértices e arestas de G e paracadai € 1,2, ...,k as extremidades de e;, no grafo G, sdo v;_1 e
v;. Se W = vy, entdo o comprimento de W serd zero, caso contrério, o inteiro & é o comprimento do passeio W. Dizemos que W
¢ um passeio de v para vg ou um (vg,vy ) —passeio.

Se as arestas eq, ea, . . . , e de um passeio W sdo distintas, podemos chamar W de trilha. Se, além das arestas distintas, os
vértices vg, v1, . . . , Vg sao distintos, W é chamado de caminho.

Um passeio ¢ dito fechado se possui comprimento maior ou igual a 1 e sua origem v, e seu fim v, sdo iguais. Uma trilha € dita
fechada, se os seus vértices inicial e final sdo os mesmos. Uma trilha fechada cujo o vértice inicial (origem) e os vértices internos
sdo disjuntos € chamada de ciclo. O termo ciclo também serd usado para nomear um grafo ou subgrafo que corresponde a um
ciclo. O comprimento de um ciclo € a cardinalidade do seu conjunto de arestas. Se existem k arestas no ciclo, ele serda chamado de
k-ciclo. Um grafo sem ciclos é chamado de aciclico.
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Definicao 2.1. Seja G um grafo e V.= V(G) seu conjunto de vértices. Suponha que o conjunto V (G) seja particionado em
subconjuntos ndo vazios e disjuntos Vi, Va, ..., Vy, isto é,

V(G) =V UV UV,

onde dois vértices u,v € V(G) pertencem ao mesmo V; da particdo se, e somente se, existe um caminho em G que conecta u a v.
Os subgrafos induzidos G[V1], G[Val, ..., G[V,] serdo ditos as componentes conexas do grafo G. Se G = G[V1], entdo G serd
chamado de grafo conexo, caso contrdrio, chamaremos de grafo desconexo. Durante este trabalho, a quantidade de componentes
conexas de um grafo serd denotada por w(G).

Definicao 2.2. Uma drvore é um grafo aciclico e conexo.

Figura 4: Exemplo de uma arvore com 13 vértices e 12 arestas.

Definicio 2.3. (Grau de um vértice) Seja G um grafo e v € V(G). Se em v ndo existe um lago, definimos o grau de v como sendo
o niimero de arestas que incidem em v. Denotaremos o grau de v por d, (v) e, caso ndo haja ambiguidade, simplesmente d(v). Se
em v incidem k lagos e n arestas incidentes (que ndo sdo lagos), entdo d, (v) = 2k + n. Note que a defini¢do de grau em um
grafo finito, coincide com o niimero de vezes em que v é vértice extremidade de uma aresta. Dessa forma faz sentido dizer que se
em v existe apenas um lago, entdo d ., (v) = 2. Um vértice de grau 1 serd dito uma folha do grafo.

Teorema 2.4. A soma dos graus dos vértices em um grafo finito é o dobro do niimero de arestas.
Demonstragdo. Para detalhes veja p. 14 em Harary (1969) ou p. 32 em Junior e Nicoletti (2006). O

Os resultados a seguir sobre drvores sao bem conhecidos e podem ser encontrados nas referéncias Harary (1969), Janior e
Nicoletti (2006) ou Bondy e Murty (1982). Para a comodidade do leitor vamos fazer algumas de suas provas e em alguns casos
vamos fazer somente as citagdes.

Teorema 2.5. Em uma drvore, quaisquer dois vértices sdo conectados por um vinico caminho.

Demonstragdo. Veja, por exemplo Bondy e Murty (1982), p. 25.
O

Teorema 2.6. Seja T uma drvore finita, entdo #(E(T)) = #(V(T)) — 1, onde #(E(T)) € a quantidade de arestas e #(V (T))
é a quantidade de vértices de T, respectivamente.

Demonstragdo. A prova sera feita por indugdo sobre o nimero de vértices da drvore. Suponha que #(V (7)) = 1. Entéo as
unicas arestas possiveis para esse grafo seriam lagos, no entanto, lagos sdo ciclos e como 7' € uma arvore, segue que a mesma
ndo possui arestas, o que implica #(E(T")) = 0 = #(V(T)) — 1 =1 — 1, como queremos. Suponha a partir de agora, que o
resultado € vélido para toda drvore com 1 < #(V(T)) < k. Seja G uma drvore com #(V(G)) = k + 1. Como #(V(G)) > 2 e
G é conexo, existe pelo menos uma aresta uv em G. Considere o subgrafo G — uv que é obtido de G pela remogao da aresta
uv de G. Note que tal subgrafo ndo contém um (u,v)-caminho, pois se existisse tal caminho seria um caminho de v a v em G
que ndo é dado pela aresta uv, um absurdo pelo Teorema 2.5. Logo, G — uv é desconexo e w(G — wv) = 2. Sejam G, G as
componentes conexas de G — uv. E claro que G, G ndo contém ciclos, pois se tivessem, estes induziriam ciclos em G que
ndo passam pela aresta uv, um absurdo ja que G € uma arvore. Como G, G2 sio conexas, segue que G1, G2 sdo arvores com
#(V(Gh)),#(V(G2)) < k. Portanto pela hipétese de inducdo #(E(G;)) = #(V(G;)) — 1 para cada i = 1,2. Logo

#(E(G)) = #(E(G1)) + #(E(G2)) + 1 = [#(V(G1)) — 1] + [#(V(G2)) = 1] +1 = #(V(G)) - 1,

como queriamos provar. O
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O resultado a seguir também serd provado usando as ideias de Bondy e Murty (1982), visto que o mesmo serd muito utilizado
no decorrer deste trabalho.

Corolario 2.7. Toda drvore G finita e ndo trivial, possui no minimo dois vértices de grau um.

Demonstragdo. Ja que G é conexo, ndo podemos ter em G vértices de grau 0, logo d(v) > 1 para todos os v € V(G). Pelo
Teorema 2.4 juntamente com o Teorema 2.6 temos

Yo de(v) =2 #(E(@) =2 (#(V(G)) - 1) =2- #(V(G)) - 2.
veV(G)

Se o niimero de vértices de grau 1 fosse menor ou igual a 1 terfamos 2 - #(V(G)) —2 > 2- #(V(G)) —1ou2 - #(V(G)) —2 >
2 - #(V(Q)), um absurdo. O

Definicao 2.8. (Subgrafo gerador e drvore geradora) Um subgrafo H de um grafo G é dito um subgrafo gerador (spanning) de
G se V(H) = V(G). Uma drvore geradora de um grafo G (drvore spanning) é um subgrafo de G que é uma drvore e contém
todos os vértices de G.

Exemplo 2.9. Abaixo apresentamos um grafo G com uma de suas drvores geradoras.

Figura 5: Grafo G e uma de suas arvores geradoras, respectivamente.

Defini¢do 2.10. (Aresta de corte) Seja G um grafo tal que E(G) é ndo vazio. Uma aresta e € E(G) é chamada de aresta de
corte ou aresta cortante se w(G — e) > w(G), onde G — e é o subgrafo de G obtido pela remogdo da aresta e do grafo G.

Teorema 2.11. Um grafo conexo é uma drvore se, e somente se, cada aresta do grafo é uma aresta cortante.
Demonstragdo. Veja, por exemplo Bondy e Murty (1982), p. 28. O

O coroldrio a seguir justifica o fato de procurarmos drvores geradoras em grafos completos finitos, ja que grafos completos sdo
obviamente conexos.

Corolario 2.12. Cada grafo conexo e finito contém uma drvore geradora.

Demonstragdo. Seja G um grafo conexo e finito. Se #(V(G)) = 1 ou G é uma drvore, a prova é trivial pois as drvores geradoras
nestes respectivos grafos serdo o tnico vértice e a prépria arvore, respectivamente. Suponha a partir de agora que G é um grafo
conexo, que ndo é uma arvore e é nio trivial. E claro que G é um subgrafo gerado e conexo dele mesmo (logo tais subgrafos
existem). Como G € conexo, podemos retirar arestas de ciclos de GG, de tal forma que o grafo remanescente ainda seja conexo,
até obtermos um subgrafo gerado conexo minimal remanescente de GG, digamos 7" (a expressdo minimal quer dizer que se for
retirada mais uma aresta do grafo remanescente, este deixard de ser conexo). Por defini¢do w(7T') = 1 e w(T — e) > 1, para todo
e € E(T). Portanto, cada aresta de T é cortante e como T' é conexo, o Teorema 2.11 garante que 7' é uma érvore, ou seja, T é
uma arvore geradora de G. O

3 Grafos completos e suas arvores geradoras

Seja G um grafo completo. Uma férmula simples para calcular o nimero de drvores geradoras de GG foi descoberta por Cayley em
1889 e provada por Priifer em 1918. Nesta secdo, apresentaremos uma demonstra¢do rigorosa deste teorema, cuja ideia principal é
0 uso da indugdo finita.
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3.1 Sequéncia de Cayley-Priifer

Seja G um grafo completo com n > 2 vértices e seu conjunto de vértices dado por V(G) = {v1,va, ..., v, }. Enumere os vértices
de G (isso pode ser feito de forma aleatdria) como:

v =1v=2...,v, =n.

Seja T uma drvore geradora de GG. Desta forma, podemos representar os vértices de 7' por V(T') = {1,2,...,n}, de acordo com a
enumeragdo estabelecida em GG. Podemos criar a partir de 7" uma sequéncia numérica denominada Sequéncia de Cayley-Priifer
da arvore T', ou abreviadamente, Sequéncia CP de T, como segue:

i) Se #(V(T)) = 2, a sequéncia CP € dita trivial ou vazia;

ii) Seja #(V(T)) > 3. Pelo Coroldrio 2.7, sabemos que T' tem pelo menos dois vértices de grau 1 (folhas de T'), o que nos
permite tomar um vértice s; em V(7') de menor numeragéo tal que dr(s1) = 1. O vértice adjacente a s; serd o primeiro
elemento da sequéncia CP e o denotaremos por ¢t;. Ao remover s; da arvore 7, serd obtida uma subarvore 7 de T" que ndo
contém o vértice s; e nem a aresta que liga s at1. Se #(V(T1)) = 2, o processo para, ¢ a sequéncia CP obtida a partir
de T serd (t1). Caso #(V(T1)) > 3, sabemos novamente pelo Coroldrio 2.7 que 77 possui pelo menos dois vértices de
grau 1. Seja sy uma folha de 73 = T — s1, de menor numeragao, e assim a segunda coordenada na sequéncia CP serd dada
pelo tnico vértice ligado a so em 77, digamos to. Este processo € repetido até alcancarmos a drvore remanescente 7,3 € 0
vértice ¢,_o de T;,_3. Tal processo serd chamado de Processo de Cayley-Priifer. A sequéncia numérica CP gerada por
esse processo € (t1,ta,...,tn—2),ondet; € {1,2,...,n}.

Exemplo 3.1. Abaixo ilustramos o grafo completo K5 e duas de suas drvores geradoras. Tais drvores, induzem as sequéncias de

Cayley-Priifer (2,1,3) e (2,2,2), respectivamente:

Figura 6: Grafo K5 e duas de suas arvores geradoras, respectivamente.

Proposicio 3.2. Seja T uma drvore geradora de K,, (n > 2). Entdo, o niimero de vezes que vy = t € V(T) aparece como
coordenada na sequéncia de Cayley-Priifer (CP) obtida a partir de T ¢é igual a dr(t) — 1. Em particular, as folhas de T ndo
aparecem nas sequéncias CP.

Demonstragdo. Sejan = 2. Neste caso a tnica drvore geradora de Ky é o préprio Ko, além disso, dr(1) = dr(2) = 1.
Como nesse caso a sequéncia CP € vazia, seque que j aparece como coordenada na respectiva sequéncia CP zero vezes, ou seja,
dr(j) —1=0,Vj = 1,2, como querfamos provar.

Suponha a partir de agora n > 3. Pelo Coroldrio 2.7 temos em 7" pelo menos dois vértices de grau 1, além disso, existe em T’
pelo menos um vértice de grau maior do que 1, caso contrério, pelos Teoremas 2.4 e 2.6 terfamos #(V (T')) = 2, uma contradigéo.
Vamos dividir a prova, em dois casos, primeiramente para os vértices de grau 1, e por fim, para os vértices de grau maior do que 1.

Seja t € V(T') um vértice de grau 1. Se tal vértice foi deletado no processo de Cayley-Priifer antes de se atingir a dltima
aresta (note que em cada iteragdo, tal vértice, ainda é uma folha nas arvores remanescentes), entdo ele ocorrerd na sequéncia CP
zero vezes, ja que o vértice que aparecerd na respectiva sequéncia serd o seu vizinho. Se o vértice ¢ ndo foi deletado no processo
de Cayley-Priifer, entdo ele serd uma folha na aresta que sobrard no final das iteracdes. Contudo, ao chegarmos nesta aresta, a
sequéncia CP j4 foi preenchida, sendo assim ¢ néio aparece como coordenada na respectiva sequéncia CP. Portanto se dr(t) = 1,
segue que ¢ aparece na respectiva sequéncia dr(t) — 1 = 1 — 1 = 0 vezes, como queriamos mostrar.

Suponha que dr(t) > 1, onde #(V(T")) > 3. Tal prova serd feita por indugéo sobre o grau do vértice da drvore. A hipétese
de indugdo serd a seguinte: Se z é qualquer vértice de grau dy(z) = k > 1, entdo z aparece como coordenada na sequéncia CP
exatamente dp(z) — 1 vezes.

Sejat € V(T) tal que dr(t) = k + 1. Queremos provar que ¢ aparece como coordenada na sequéncia de Cayley-Priifer
dp(t) — 1 vezes. Claramente ¢ aparece como coordenada nesta sequéncia pelo menos uma vez. De fato, como o grau de ¢ é maior
que um, para chegarmos ao final do processo de Cayley-Priifer, isto é, para obtermos a ultima aresta, tivemos que eliminar pelo
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menos uma das arestas que incidiam sobre ¢ nas subarvores remanescentes, e por conseguinte ¢ apareceu pelo menos uma vez
como uma coordenada da respectiva sequéncia CP associada a T'. Seja T a subédrvore de T' que restou da aplicagdo do processo
de Cayley-Priifer depois que ¢ apareceu pela primeira vez como coordenada na sequéncia CP obtida a partir de 7. Note que
dr:(t) = k e pela hipétese de indugdo ¢ aparece como coordenada na sequéncia CP obtida a partir de 77, d(t) — 1 =k — 1
vezes. Sendo assim, o niimero de vezes que ¢ aparece na sequéncia CP obtida a partir de 7" é dado por

(dp(t) — 1)+ 1= dps(t) = k = do(t) — 1,

como querl’amos provar.

3.2 Foérmula de Cayley para grafos completos

Lema 3.3. Seja K,,(n > 2) o grafo completo com n vértices (iinico a menos de isomorfismo). Denotaremos por §) o conjunto
de todas as drvores geradoras de K,, e o o conjunto de sequéncias numéricas dado por ¢ = {(h1,ha,...,hp—2) | h; €
{1,2,...,n}} quando n > 3 ou p = {0} se n = 2. Entdo existe uma fungdo ¥ : Q — o que aplica

T U(T) = (t1,t2,.--,tn—2), sen >3 ouV(T) =0, sen =2,
onde U(T') € a respectiva sequéncia de Cayley-Priifer obtida a partir de T

Demonstragdo. U é bem definida se n = 2. De fato, Ky = T é a tnica drvore geradora de K, logo 2 = {K>}, sendo assim,
U(T) = () é atinica possibilidade, e pela defini¢do ¥ € claramente um fungéo bijetora de Q em p. Seja agora n > 3. Queremos
mostrar que ¥ é bem definida neste caso. Para tanto, tome 7" uma drvore geradora de K,,, queremos verificar que W (7') é
unicamente determinada em g, isto &, se: U(T) = (t1,t2,...,tn_2) =1 € pe U(T) = (r1,r2,...,"n_2) = 7 € p, entio as
sequéncias ¢ e 7 sdo iguais. Suponha por absurdo que 7 # ¢. Logo, existe um indice j € {1,...,n—2} tal que t; # ;. Se
t1 # 11, temos pelo Processo de Cayley-Priifer duas arestas distintas [s1,%1] # [s1,71] ligadas a s; em 77 = T, mas como
dr(s1) = 1, temos uma contradi¢do. Se n = 3 a prova estd completa. Seja agoran > 4 e t; = ry. Neste caso, t; # r; para algum
Jj > 1. Seisso ocorre, considere a j-ésima etapa do processo de Cayley-Priifer, temos uma subdrvore de 7" onde o vértice s; tem
grau 1, digamos a drvore T}. Pelo processo de Cayley-Priifer, T teria arestas: [s;,t;] # [s;,7;] € como dr, (s;) = 1, terfamos uma
contradigdo. Portanto de maneira andloga, tem-se: t; = r;,Vj = 1,...,n — 2, donde concluimos que (t1,t2,...,th—2) = t=r,
e assim, ¥ € uma fungdo de €2 em p. O

Observaciao 3.4. O Lema 3.3 diz, em outras palavras, que a fun¢do V associa cada drvore geradora de K,, (n > 2) a sua
respectiva sequéncia de Cayley-Priifer contida em p, e a partir de agora diremos que @ é o conjunto de todas as sequéncia de
Cayley-Priifer obtidas de drvores geradoras em ().

Lema 3.5. A funcdo ¥ do Lema 3.3 € injetora.

Demonstragdo. Se n = 2, o resultado segue da prova do Lema 3.3 j4 que neste caso W ¢é bijetora. Seja agora n = 3 e considere as
arvores geradoras de K3 (a menos de isomorfismo):

Figura 7: Arvores geradoras T, T, e T3 de K3, respectivamente.

Pelo processo de Cayley-Priifer, temos:
V(1) = (1), ¥(T2) = (2) e U(T3) = (3).

Portanto, concluimos que, para todo T; # T em €2 tem-se ¥ (T;) # U(T;) em g e assim ¥ ¢ injetora, além disso, para n = 3,
o ={(1),(2),(3)} e assim ¥ & bijetora.
Seja a partir de agora n > 4 e considere duas drvores geradoras T' e T” de K, tal que:

U(T) = U(T') = (t1,ta, ..., tyo) =1,
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para algum ¢ € p. Queremos provar que 7 = T”, logo VU ser injetora. Vamos supor por indugdo que para grafos completos K,
com?2 < b<n-—1,afun¢do ¥ : QO — p € injetora. Em outras palavras, dada uma sequéncia numérica # = (r1,r2,...,7p—2),
comr; € {1,2,...,b}, entdo se 7 advém pelo processo de Cayley-Priifer de duas drvores geradoras H e H' de K3, entdo H = H’,
de outra maneira, se U(H) = U(H') = #, entdo H = H'.

Pela Proposi¢ao 3.2 sabemos que folhas das arvores no processo de Cayley-Priifer ndo aparecem como coordenadas nas
sequéncias CP obtidas pelo processo. Pelo Coroldrio 2.7 sabemos que em 7' e T” existem pelo menos duas folhas com menores
ordenagdes, sendo assim podemos escolher s1, s§ de T' e T”, respectivamente, cuja ordenagéo é a seguinte 1 < 2 < - -+ < n, de tal
maneira que esses vértices ndo estdo em {1, %2, ..., t,—2}. Portanto pelo processo de Cayley-Priifer temos que [sl, t]e [s’l, t1]
sdo arestas das drvores originais T e T, respectwamente Para construirmos a sequéncia t = (t1,t2,...,t,_2) = U(T) = U(T")
pelo processo de Cayley-Priifer, devemos eliminar os vértices s1, s} e as arestas [sy, t1] e [}, t1] dos grafos T' e T” respectivamente,
obtendo assim as subarvores TeT’ deT eT', respectivamente.

Note que #(V (T')) = #(V(T")) = n — 1. Para encontrarmos £, devemos aplicar o processo de Cayley-Priifer nas subarvores
remanescentes até que sobre apenas uma aresta. Pela hipétese de indugéo, para construirmos (tz, ..., t,_2) pelo processo de
Cayley-Priifer a partir de T e 7", devemos ter ' = 1", ji que a sequéncia ({2, . . . , ,_o) tem tamanho (n—2)—1 =n—3 < n—2.
Provaremos agora que W € 1njetora

Eclaroques; ¢ T,t; € Te sy & T = T’. Ndo podemos ter s; # s} em T De fato, se isso ocorresse teriamos:

#(V(Kn) = #(V(T) =n=#V (D) +1=#V(D) + #{s1.51}) =(n = 1) +2=n+1,

um absurdo, ja que n é natural e n > 4. Portanto, s; = s, o que implica que [s1,t1] = [s],t1], logo T' = T”, como queriamos
provar. O

Proposicao 3.6. A funcdo VU : Q) — p dos lemas anteriores que aplica cada T € ) em sua respectiva sequéncia de Cayley-Priifer
é bijetora.

Demonstragcdo. Ja vimos pelo Lema 3.3 que ¥ é uma aplicacfo injetora Vn > 2. Como foi discutido no Lema 3.5, ¥ € uma
bijecdo se n = 2 ou n = 3. Podemos assumir entdo que n > 4 a partir de agora. Para provar essa proposi¢ao, basta mostrar que
W € sobrejetora se n > 4. Para tanto, devemos tomar uma sequéncia h= (a1,a9,...,an_2) € p e mostrarmos que existe uma
drvore geradora T de K, tal que U (7T') = h. Vamos provar tal resultado por indug@o sobre o tamanho das sequéncias h envolvidas.
Pela hipétese de indugdo, dada qualquer sequéncia f = (r1,...,73),com1 <b<n—2e rj€{l,...,b,b+1,b+ 2}, sempre
existe uma tnica drvore geradora T com b+ 2 vértices tal que aplicando-se o processo de Cayley-Priifer sobre essa drvore obtemos
f , em outras palavras, a fungdo W é sobrejetora quando analisamos a mesma associada a grafos completos cujo o niimero de
vértices € menor do que n.

Considere o conjunto N = {1,2,...,n}. Dado h= (a1,a2,...,an_2) € p, pode-se obter uma aresta em K, ligando-se a;
ao elemento s1, digo, pode-se formar uma aresta e; = [s1, a1], onde s1 é o menor elemento de N tal que s1 & {a1,a2,...,an_2}
(isso segue do processo de Cayley-Priifer). Agora seja (as, . .., a,—2) a sequéncia numérica com as n — 3 dltimas coordenadas

de h (tal sequéncia existe pois n > 4). Pela hipdtese de indugdo, existe uma tnica arvore geradora T de K,_; (a menos de
isomorfismo), cujo conjunto de vértices é N\{s;} (#(V(T)) = n — 1), e tal que aplicando-se o processo de Cayley-Priifer
sobre 7" resulta na sequéncia (ag, ...,an_2). E claro que T é uma subérvore de um grafo isomorfo a K,,. Vamos mostrar que
adicionando a 7" o vértice s1, juntamente com a aresta e; = [s1,a1 ], obteremos uma drvore geradora 1" de K, tal que utilizando-se
o processo de Cayley-Priifer sobre essa arvore, obteremos h, isto é, U(T) = he U sera sobrejetora para n > 4, completando
assim a prova desta proposi¢ao.

SejaT = T' U {s1, e }. Note que T é um grafo com conjunto de vértices dado por V(T) = V(T) W {s1}, onde #(V(T)) =
(n—1)+1=n=#(V(K,))eas € V(T), conjunto de arestas dado por E(T) = E(T") U {e; } e funcio de incidéncia dada
por ¥, : E(T ) — V(T)X V(T), que aplica: U (é) = Us(é) se é € E(T) e W¥(ey) = [s1,a1].

Note que T é conexo visto que é uma 4arvore, e além disso, existe um Unico caminho entre Te s1, dado pela Unica aresta
e1 = [s1,a1], donde segue que todos os vértices de T estdo conectados, e portanto 7' é conexo. Observe também que e; é uma
aresta de corte de T, pois w(T — e;) = 2 > 1 = w(T'). Logo todas as arestas do grafo conexo 7' sdo de corte (as arestas de 1" sdo
cortantes pelo Teorema 2.11). Portanto, por esse mesmo teorema 7" é uma arvore geradora de K, .

Por fim, aplicaremos o processo de Cayley-Priifer a essa drvore geradora 1" = T {s1,€1 = [s1,a1]} de K,,. Na primeira
etapa, escolhemos uma folha de 7' com a menor numeragio, que, nesse caso € 0 s1 por constru¢do, logo o primeiro termo da
sequéncia CP serd a;. Em seguida, retire s; e a aresta [s1,a1] de T, assim obtemos a subérvore TdeT. Agora pela hipétese de
indug@o, aplicando-se o processo de Cayley-Priifer a T', obtemos a sequéncia (ag, . .., a,—_2). Portanto, utilizando-se o processo
de Cayley-Priifer sobre T, obtemos W(T') = (a1, az, .. ., an—_2) = h, 0 que mostra que ¥ ¢ sobrejetora. Portanto ¥ é uma bije¢do

entre ) e p, como desejado.
O

Teorema 3.7. (Formula de Cayley) Seja n € N. Considere K,, o grafo completo com n vértices. Entdo o niimero de drvores
geradoras de K,, é dado por n" 2.
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Demonstracdo. Se n = 1 entdo existe uma tnica arvore geradora em K, o grafo trivial, e o teorema estd provado ja que

1172 = 17! = 1. Considere agora n > 2. Pela Proposigdo 3.6, ¥ : ) — o € bijetora, logo # () = #(p). Agora como os

elementos de p sdo sequéncias numéricas da forma (¢4, to, ..., t,—2), comt; € {1,2,...,n}, temos pelo principio multiplicativo

de contagem que #(p) =n x n X --- X n = n""2 0 que prova o teorema. O
—_———

n—2

4 Processo inverso de Cayley-Priifer

Nesta secdo serd apresentado o Processo Inverso de Cayley-Priifer, que ¢ uma maneira distinta da que fizemos na Sec¢éo 3,
de mostrar que a aplicagcdo U € sobrejetora, em outras palavras, tal algoritmo é uma maneira precisa de construgio das arvores
geradoras de K, a partir de sequéncias de Cayley-Priifer de . Para n = 2, o procedimento é claro, e foi discutido na demonstracao
do Lema 3.3, jd que dada a sequéncia vazia, construimos a drvore geradora de K, pela simples ligacao dos vértices 1 e 2, por uma
Unica aresta. Se n > 3, tome

t= (tl,tg,...,tn_z) € p.

Vamos encontrar T € Q tal que ¥(7T) = ¢, ou seja, vamos exibir um método de construir 7', uma drvore geradora de K, tal que
aplicando-se o processo de Cayley-Priifer a esta drvore obteremos ¢. As notacdes a seguir e a ordenac¢do do conjunto de vértices
sdo como nas secdes anteriores.

Algoritmo inverso:

Passo 1: Se a sequéncia = ; = (), pare e faga T = {1,2,[1,2]} a arvore desejada. Caso contrario siga ao passo 2;

Passo 2: Considere s; o menor elemento de V(K,,) = N = {1,2,...,n} que ndo estd em {¢1,t9,...,t,—2}. Conecte s1 e
t, formando e, uma das arestas de T';

Passo 3: Se a sequéncia remanescente deste processo for vazia, pare e fagca T = {s1,11, a, [s1,t1], [a, t1]}, onde a é um
vértice diferente de s; e t1. Caso contrario, a sequéncia e o conjunto de vértices remanescentes serdo ty = (tay ... th—2)e
{1,2,...,n}\{s1}, respectivamente. Feito isso, volte ao passo 2, isto &, tome s9 0 menor vértice de {1,2,...,n}\{s1} que ndo
estd em {ta,...,t,—2} € 0 conecte com t5, para obtermos ez, uma das arestas de T';

Passo 4: Observe que a proxima aresta es, caso exista, € construida tomando s3 como sendo o menor vértice de N\{sy, s2}
que ndo estd em {ts,...,t,_o} ¢ o conectando a t3. O processo inverso de Cayley-Priifer vai ser repetido até obtermos como
sequéncia remanescente a sequéncia vazia. Nesta etapa, teremos produzidas n — 2 arestas: e; = [s1,t1],e2 = [S2,t2],...,€n_2 =
[Sn—2,tn—2] de T', mas pelo Teorema 2.6, T possui n — 1 arestas, sendo assim para obtermos a drvore geradora T' de K,,, devemos
conectar os vértices terminais a,b € V(K,,), que ndo estdo no conjunto {s1, S2, ..., Sp—2}, obtendo assim a dltima aresta de 7.

Portanto, ao final do processo, obteremos

T = {517 82,...,8,-2,0Q, b} ) {[517t1]7 [527t2]a ceey [Sn—Q’tn—QL [a7b]}a

a arvore geradora de K, (n > 3), associada a sequéncia t = (t1,tz...,t, 2).

4.1 Funcionalidade do algoritmo

Mostraremos que o grafo T' como construido no algoritmo é uma arvore. O caso n = 2 é trivial, desde que T = {a, b, [a,b] }.
Considere n > 3. Inicialmente mostraremos que 7' € aciclico. Para tanto, suponha que exista um ciclo C em T'. Pelo passo 2 do
algoritmo, o vértice s; é uma folha de T', assim, C ndo contém s; e [s1, t1] . Portanto C' estd contido no grafo Ty = T\{s1, [s1,t1]}-
Novamente usando o passo 2 do algoritmo, segue que so é uma folha de T3, desta forma, C néo passa por s, € [sq, t2]. Portanto C'
estd contido no grafo Ty = T\{s1, s2, [s1, 1], [S2, 2] }. Aplicando o processo n — 2 vezes, concluimos que C' estd contido em

Tn—2 = T\{517 82y .0y Sn—2, [817t1]7 [327t2]7 ey [Sn—27tn—2]} = {avba [a7b]}7

um absurdo, pois T}, _o € uma arvore. Portanto 7" é um grafo aciclico contendo n vértices e n — 1 arestas. Segue pelo Teorema 4.1
em Harary (1969) que 7' é uma arvore.

De acordo com a bijecdo ¥ estabelecida na Se¢do 3 (Proposi¢do 3.6), mostraremos que o processo inverso de Cayley-Priifer
associa a sequéncia f = (t1,ts,...,t,_ o) com a 4rvore geradora T', desta se¢do. Os casos n = 2,3 sio triviais e fazem parte dos
contetdos dos passos 1 e 3 do algoritmo. Considere n > 4. Observe que sy, So, . . . , S,—2 sdo folhas nas subdrvores remanescentes
de T' a cada iterac@o (isso segue pela construcdo de 7"). Como s; é o menor vértice de grau 1 em 7', tomamos o vértice adjacente
a ele, digo t1, como a primeira coordenada de ¥(T'). Delete s; e [s1,t1] de T, obtendo-se a subédrvore remanescente T;. Pelo
algoritmo do processo inverso, s ndo aparece em {to,...,t,—2}, $2 # $1, € além disso so estd ligado unicamente a t5, logo
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escolha para a segunda coordenada de ¥(7'), o elemento t5. Repetimos esse processo até obtermos as duas ultimas arestas
remanescente de T, que S&0 [$,,—2,t,—2] € [a,b]. Até essa etapa, ¥(T) tem como coordenadas: t1,%a,...,t,_3. Agora, como
Sn—2 é uma folha do grafo remanescente até essa etapa, escolha t,,_, para a tltima coordenada de ¥ (7'), restando [a,b] como a
aresta remanescente do algoritmo inverso, logo o algoritmo para, e assim W(T) = { = (¢, %2, ...,t,_2), COMO querfamos provar.

Exemplo 4.1. Considere o grafo completo K. Pela Férmula de Cayley temos 5% = 125 drvores geradoras distintas associadas
a esse grafo. Cada uma dessas drvores geradoras estd associada a uma vinica sequéncia de Cayley-Priifer (veja Proposi¢do 3.6).
Neste exemplo, o conjunto dessas sequéncias é:

o = {(t1,t2,t3) | t1,t2,t3 € {1,2,3,4,5}}.

Dada uma sequéncia no conjunto @, iremos construir passo a passo, a drvore geradora associada a essa sequéncia, utilizando-se
do algoritmo apresentado nesta secdo:

S A4

Figura 8: Construgio da drvore geradora associada a sequéncia de Cayley-Priifer (4,1,1).

f@i&

Figura 9: Construgio da drvore geradora associada a sequéncia de Cayley-Priifer (2,2,2).

1

Figura 10: Construcéo da drvore geradora associada a sequéncia de Cayley-Priifer (2,2,1).
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Na figura 10, note que as arestas [1,5] e [2,3] ndo tem vértices em comum, além disso, néo existe ciclos no respectivo grafo.

Observacao 4.2. Se retirarmos da hipdtese da Proposicdo 3.6 o fato de que o grafo considerado é completo, entdo a funcdo ¥
desta proposi¢do ndo serd mais sobrejetora. Para mostrar isso, basta considerar um grafo G, com 4 vértices (representado abaixo
de forma geométrica). Pode-se notar, a partir do processo inverso de Cayley-Priifer; que a sequéncia (1,1) ndo estd associada a
nenhuma drvore geradora de G.

Figura 11: Grafo G e drvore associada a sequéncia de Cayley-Priifer (1,1), respectivamente.

Observacio 4.3. Aplicando-se o processo inverso de Cayley-Priifer a sequénciat = (7,7,1,1,1) obtemos a drvore geradora T

de K7, como na figura 12:

Figura 12: Grafo GG e arvore geradora associada a sequéncia de Cayley-Priifer, respectivamente.

Note que os vértices terminais a e b de T', sdo respectivamente 1 e 7, podendo ocorrer tais escolhas, em ordem trocada. Nos
exemplos das figuras 8, 9 e 10, as respectivas arestas [a, b] possuem como um de seus vértices, uma folha de T. No entanto, isso
nem sempre se verifica, pois pela Proposi¢do 3.2, temos dr(7) = 3 e dr(1) = 4, e portanto esses vértices ndo sdo folhas de T.

5 Conclusoes Finais

Neste trabalho, abordamos os conceitos fundamentais sobre a teoria dos grafos e suas propriedades. Foi feito um estudo sobre a
férmula de Cayley para a contagem de drvores geradoras de um grafo completo. Para um grafo com n vértices, constatou-se que o
nimero de drvores geradoras é dado pela férmula n™~2. A demonstragdo proposta por Priifer em 1918, para essa contagem, é
dada por um algoritmo que se baseia na construg¢do de sequéncias numéricas de acordo com uma numeragio dos vértices do grafo
dado, estabelecendo uma bijecdo entre o conjunto de sequéncias CP e o niimero de arvores geradoras do grafo completo.

Nos baseamos nos conceitos contidos em Bondy e Murty (1982) e Harary (1969), para a elaboracdo de uma demonstracao
minuciosa dos resultados, de forma rigorosa e original, onde usamos como ferramenta principal o principio de indug¢ao finita. Por
fim, apresentamos um algoritmo inverso do processo de Cayley-Priifer para obtencdo das arvores geradoras de um grafo completo.
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