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RESUMO

Neste artigo calculamos a equacéo da telegrafia através
da teoria eletrodinamica de Weber. Isto é feito para condutores de
diversos formatos. Comparamos os resultados obtidos com os
preditos pelo eletromagnetismo classico.
Palavras-chave: Eletrodindmica de Weber, equacédo da telegrafia,
teoria de circuitos.
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ABSTRACT

In this work, we derive the telegraphy equation from
Weber’s electrodynamics. This is done for conductors of different
geometries. We compare our results with the ones predicted by the
classical electromagnetism.
PACS: 72.15.-v (Electronic conduction in metals and alloys)

1. INTRODUGAO

A equacado da telegrafia, levando em conta a
capacitancia, auto-indutancia e resisténcia de um condutor, foi obtida
pela primeira vez por Weber e Kirchhoff em 1857, [JM86, volume 1,
pags. 144-146 e 296-297]. Foram trabalhos independentes mas
ambos utilizaram a eletrodindmica de Weber. Foi apenas em 1876
que Heaviside obteve a mesma equacao a partir das equacoes de
Maxwell, [Whi73, pag. 229]. Weber e Kirchhoff obtiveram a equacao
para o caso de condutores com secao reta circular. O caso de cabos
coaxiais foi tratado pela primeira vez em [Ass00]. Neste trabalho
apresentamos o0s aspectos essenciais destes casos e depois
tratamos dos casos de propagacao de sinais em fitas condutoras e
em linhas de transmissdo compostas de duas longas fitas
condutoras de frente uma para a outra. Sempre partimos da forca de
Weber, dada por:

- fi e o 3in o A2 e
ngr%%{1"';[\’12'\’12"5(’12’Vlz)z‘*"iz'aiz}}, (1)

onde ¢, €& a permissividade elétrica do véacuo, u, é a

permeabilidade magnética do vacuo, e c=l/ EyM, . Esta é a
forca exercida pela carga ¢, localizada em r,, movendo-se com
velocidade v, e aceleracdo a, em relagdo a um sistema de
referéncia S, atuando sobre a carga ¢,, em 1, com velocidade v, e
aceleragdo a,. Na expressdo acima foram usadas as grandezas

relativas 1, =7, —7r,, V|, =V, =V, € 4, =a, —d, .
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2. EQUAGAO CLASSICA DA TELEGRAFIA
A equacao da telegrafia, na forma classica, que envolve

a resisténcia (R ), a auto-induténcia (L) e a capacitancia (C ) do
sistema, pode ser escrita na forma ([LLP84, pag. 318], [Whi73, pag.
229]):

0>J LC d°J RCJ

9?0 ot 4 ot
onde 7/ € o comprimento do condutor na direcdo de propagacao,
J =J(z,t) é a densidade volumétrica de corrente e z é o eixo de
propagagao do sinal eletromagnético. Neste artigo usamos a
notagéo do sistema internacional de unidades.

@)

3. PROPAGAGAO DE SINAIS NUM CILINDRO CONDUTOR OCO .

Suponha uma casca cilindrica condutora, com se¢ao
reta circular de raio a, e comprimento longitudinal 7, tal que:

?>>a. (3)

Suponha que existe nela uma densidade superficial de
corrente K(z,7)Z e uma densidade superficial de carga o ,(z.),
onde z é o eixo longitudinal do cilindro.

Em [BA98, eq.(2.13)], temos a auto-induténcia de um
cilindro com corrente axial:

¢ g
L=ttt (4)
2t a

Em [Ass00, eq. (19)] temos a capacitancia do cilindro

0co:

2me /¢

C= 0. 5
n(¢/a) ©)

Podemos verificar que L e C satisfazem a relacao
[Jac75, pag. 362]:

LC 1
—=— (6)
/ c
Substituindo L e C naeq.(2), obtemos:
9’J 1 9’J _ 2me,R dJ

7)

3z7  ¢? ar?  (in(/a) ot
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Vamos ver agora como esta equagao é obtida com a
eletrodindmica de Weber.

3.1. Potenciais e forcas

O potencial gerado pelas cargas superficiais o, (z,7) no
ponto de observagao (r,¢, z), em coordenadas cilindricas, sera dado
por (lembrando que nao deve haver dependéncia do angulo poloidal
¢, pela simetria do sistema):

a (x, P o,(Z.t)dz
SR e et L
4re, o 2.[r* +a* =2racos¢'Hz -7
a 14
=ao_,-(z,t)1= EGf(w)ln_a—’ ree @)
4re -a—o'f(z,t)lnf—, r>a.
E r

0
Na segunda passagem acima, seguimos o0
procedimento de aproximacao utilizado por Kirchhoff [Kir57]. A idéia

principal é que, na integral acima, o denominador

u=/r*+a*-2racos¢'+(z—z')* se torna da ordem de ¢ para
2 muito longe de z (ou seja, |c-z|>>a). Ja para z'=z o
denominador é da ordem de a. Como estamos supondo />>a
vem que o integrando é muito pequeno, exceto para z'=z. Isto
permite remover O'f(z',t) do integrando, tomando seu valor em

z'=z . Apresentamos o célculo da integral / no apéndice A.
A componente longitudinal da forga elétrica devida a
este potencial, agindo sobre uma carga-teste ¢,, é dada por:

Jd0 ;
a¢ _ﬂln_(__a_r_, r<a’
e >
Fe(rzi)=-q5t={ %o 9% ©)
0z qia, £00;
——In——, r>a.
& r 0z
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A componente longitudinal da forca de Weber, que
envolve a aceleragédo a_(z,r) da densidade superficial de carga de
conducdo o, agindo sobre uma carga-teste ¢,, é dada pela
expressao:

aql#() 2% ' ‘12 ﬁZA — ' '
F¥(r,z,t =——j d J o,~——#.-a(z',t)d
r2) am o O LpC T U
_ aq,,uoo'(.a(.(z,z)l,= - aquo.a.(z,t)In(¢/a), r<a, -
4r —aq,uo.a.(z,t)in(l/r), r>a,
onde 1, é o vetor que aponta da posi¢ao da carga-teste ¢, até a
posi¢éo de integragao na carga de condugdo dg, e, novamente, na
ultima passagem, utilizamos a aproximagao de Kirchhoff.
Apresentamos o célculo da integral /' no apéndice A.
O potencial vetor de Weber é dado por:
1 (. p) 208 [ g (2 R(t)-(F=F) (=)
Alrzt)= 47r-[) d J.

2 [r2 +a*—2racos¢'+(z—z') 2] iE

| mgaK (z,t)n(¢/a);, r<a,
N ugak (z.o)n(¢/r);, r>a, ("
onde K =0.v, =0,v.Z, € podemos verificar que:
: Ay
F} =-q—%-2. (12)
) ot

3.2. Equacao da telegrafia

Suponha que a carga-teste g, considerada nas se¢ées
anteriores seja um elétron de condugéo: ¢, =—e=-1.6x10"""kg .
Podemos aplicar a segunda lei de Newton neste elétron, onde as
forcas que estao agindo sao a eletrostatica (9), eletrodinamica (10)
e resistiva. Esta ultima é do tipo —bv_, onde b é a constante de
amortecimento com a forma b = ¢,2maRc, /¢, e R é a resisténcia da
casca cilindrica. Obtemos a seguinte equacao:

ea 90 dK ¢  2meaR

14
Lln—+eap, —In—+
a o  a

K=m,a_, (13)
€ 0z

onde m, é a massa inercial do elétron. Podemos desprezar o lado
direito da equagéo anterior comparado com o segundo termo do lado
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esquerdo, pois usualmente temos |eapt,o. In(//a)|>>m,. Por
exemplo, para um metro de fio de cobre com 1 milimetro de
diametro, com o, =-1C/m* , vem: |eapt,0, In(¢/a)| =8 x10 kg ,
que é muito maior que a massa do elétron m, =9x10""kg .
Utilizando a equacéo da conservagao de carga, na forma:
0K _ do,
az o’
na eq.(13), chega-se a eq.(7), fazendo J —»o,. Note que as
grandezas ¢(r,z,t), K(z,f) e A (r,z,t) obedecem & mesma eq.(7).

(14)

4. PROPAGAGAO DE SINAIS NO FIO CONDUTOR MACICO

Suponha agora a existéncia de um fio macico reto de
comprimento ¢ e segéo reta circular de raio a, tal que />>a . O fio
conduz uma corrente i(z,z), uniforme em sua secao reta, e com uma
distribuicdo de carga superficial o, (z,f), onde z €& o eixo
longitudinal.

4.1. Calculo da auto-indutancia

A férmula de auto-indutancia entre elementos
superficiais e volumétricos pode ser dada por, respectivamente
[BA9S, eq.(2.1)]:

o1 [+k27 1=k (-2 )7,
d4M,J=5—7(z'wwl: = - /+ 2 (./ 3..(1 J)da,‘daj, 15)
L} ~ i ij
dom, =Ho ] '”"7""?/'+"k('°‘f'?')(ﬁf'zf)d‘/,dv,, (16)

onde w, e w; sao as larguras por onde passam as correntes
superficiais K =1/w, A e A, sao as areas por onde passam as
correntes volumétricas J =1/A, ¢, e ¢, s@o as direcoes dos
elementos de corrente (K =K( e J=J/), r,=r,—r, é a diferenca
vetorial das posicoes dos elementos interagentes, da, e da; séo os

elementos diferenciais de area, e dV, e dV, sédo os elementos
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diferenciais de volume. A constante k& é um numero da ordem da
unidade cujo valor depende da formula que estivermos usando
[BA98, secdo 1.7]: para k =1 vem a expressao de Neumann, k = -1
a de Weber, k=0 a de Maxwell e k =-5 a de Graneau.

No caso da auto-indutdncia do fio maci¢o, usamos a
forma dada pela eq.(16) , com:

2

A'_=Aj=7w-, ’éi=%j=2’ dV=rdrd(pd:.,
; = (r, cos @, —rjcos ;) 2+ (nsing, —rising;)9+(z.—z,)2,

WL ()6 ,)s G i)t 17)

r'./

Com isto podemos calcular as integrais J, e J,, cujos
valores s@o apresentados no apéndice B. O resultado final é
independente de & :
L=M[ln—2—€+ljzuln£, (18)
2r a 2 2r  a
A capacitancia do fio macico € a mesma de um fio oco,
eq.(5), e a equacgao da telegrafia, usando a eq.(2), resulta idéntica a
eq.(7).

4.2. Potenciais e forgas

Analogamente ao que foi feito no caso do fio oco,
podemos encontrar para este caso do fio cilindrico macico o
potencial ¢ devido as cargas superficiais, a forca elétrica F devida
ao potencial ¢, a componente longitudinal da forca de Weber F"
que envolve a aceleragéo dos elétrons de conducgéo agindo sobre a
carga-teste ¢g,, e o potencial vetor magnético A, . Resolvendo as
integrais para este caso obtém-se respectivamente:

—O'f (A,,r)ln —, r<a,
a

o(r.2.1)=1 %0 ! (19)
;:)—a s (z.t)in 7 r>a,
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— a— e Y i <ty s
F#(r.z,t)={ %0 % 4 (20)
. qia 90 ;
In—, r>a,
€y 0z r
2 3 55
F¥r,zt)= i # p (21)
qiHoa”
-=—p.a/lzt) In——1 >a,
s patn(nit)
2 2 2
M%J(:,,)(mﬁ_l_i_/a_)z, r<a,
Aw (", Z, f)= & = (22)

2
yla—-](z.t)(lnﬁ—l)z. r>a,
2 i

onde p,. é a densidade volumétrica das cargas de condug&o no fio,
e a,. (z,t)é € a aceleragao das cargas de conducao.

Supondo que a carga-teste seja um dos elétrons de
condugao (g, =—e ), aplicamos nele a segunda lei de Newton, com
uma forca de resisténcia dada por —bv,, com b=gqm asz(,/i.
Desprezando o termo que envolve a massa do elétron e usando a
equacao da continuidade na forma:

j a0 ;
LR : (23)
0z ot
obtemos a equacao da telegrafia usando a eq.(3):
0’c, 1 9%, 2me,R 39, (24)

922 c? o _“n(ﬂ/a) ot

5. PROPAGACAO DE SINAIS NO CABO COAXIAL

Agora vamos supor a existéncia de um cabo coaxial,

composto de duas cascas cilindricas de raio interno a e externo b,
e comprimento /¢, tal que valem as aproximagoes:

{>>b>a, e 1557 (25)
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Vamos assumir que o condutor externo tenha
resisténcia nula. Neste cabo existem densidades superficiais de
corrente (K, (z.1) e K,(z.t)) e de carga (0§ (z.r) e 0(z.t)) nos
condutores interno e externo. Um sinal eletromagnético caminha
pelas cascas cilindricas na mesma direcao longitudinal z, sob as
condigoes:

2rnac ¢ (z,t)=-2nbo ! (1), (26)
1.(z,t)=-1,(z,t), ou 2nmakK,(z,t)=-2mbK,(z,t)  (27)

Em [BA98, eq.(2.18)], temos a auto-indutancia de um

cabo coaxial:
AN (28)
2t a
A capacitancia de um cabo coaxial é dada por:
€ =2iut (29)
In(b/a)

Novamente, temos que L e C satisfazem a relagéo a

(6) . Substituindo na equacéo da telegrafia (2), temos:
9°J 1 9°J 2me,R, dJ
32 ¢ o (in(b/a)or’

onde R, é a resisténcia do cabo interno (pois a resisténcia do

condutor externo é nula).
Agora vamos obter esta equacdo com a eletrodinamica

(30)

de Weber.

5.1 Potenciais e forcas

O potencial elétrico, a forga elétrica, a componente
longitudinal da forca de Weber aplicada a uma carga-teste g,
(levando em conta o potencial coulombiano e a componente da forga
de Weber que depende da aceleragdo), e o potencial vetor
magnético séo, respectivamente:
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#(r.z.t)=

FY (r,z,t)=

a b
—0O.£\2,t)In—, <a,
o £ )na r<a
a b

—o0 ,(z,t)In—, < b,
-2 _,( )nr a<r<

0, r>b,
Jdo ;
. et # lné, r<a,
80 az a
Jdo
—ﬂ—flné, a<r<b,
80 az F
0, r>b,
oK, b
- qilga——In—, r<a;
ot a
oK, b
—q,Mpa In—, a<r<b,
ot r
0, r>b,

toaK, In(b/a)2, r<a,
Ay (r,z,t)=1{ toak, In(b/r)2, a<r<b,

0, b>r.

(33)

Aplicando a segunda lei de Newton num elétron de
conducdo (g, =—e), impondo uma for¢a resistiva —bv., onde a
constante b é a mesma que na se¢ao 4.2, e desprezando o termo
que envolve a massa do elétron, obtemos(30), com J — &, onde &

representa qualquer uma das seguintes quantidades: 0_‘,’~(z,t),

O-I; (Z’t)’ Kﬂ(z’t)’ K,)(Z,,t), Ia(z’t)’ lh(Z’t)' ¢(r,z,t) ou AW,z(r’z’t)'

16
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6.PROPAGACAO DE SINAIS ELETRICOS NA PLACA
RETANGULAR

Suponha a existéncia de uma placa condutora de
dimensdes /¢ e [ _, respectivamente nos eixos x e z,onde z €0

eixo de propagacao do sinal elétrico. Utilizamos a aproximacao:

L. 551, 55 x 7.2, (35)
onde r = (x, y,z) é a posicao de observacgao.
Vamos calcular a auto-induténcia de uma placa, usando
(15) :
o= =1 ?,=A€, Z, da = dxdz,

B=06—x)2+(z-z;)2
(O SR P T I k) (36)
i
Substituindo em (15), temos:

g o [1rk 1 1k @)y 0 g

Uy, | 1+k 1-k
= —I{a=0)+——1(a=0)/[ 37
4,;5_1[ 2 (a=0)+ 5 ,(a=0) (37)

No apéndice C apresentamos a resolugao das integrais
1, e I, envolvidas na equagdo acima. O resultado é:

28, £, . L,
pedlo g gy e g 8 L Bobs g 5o (38)
2r ly 12 2t 4,
A capacitancia do sistema, de acordo com (6), é:
.. . (39)
In(./¢,)

e a equacao da telegrafia, usando que R .é a resisténcia da placa,
fica:
0°J 10°J _ 2me,R_ dJ

= —. 40
az> ¢t o’ 4, In(¢,/0,)or (40)
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6.1. Potenciais e forgcas
Supomos que a densidade superficial de carga o, nao

depende de x. O potencial elétrico devido as cargas superficiais é
dado por:

o(x. . 2.t)=

G2 gt dz'o(z',1)
47r£ k\/2de':/2 - g pt 2
0 J(x x)+y +(z—Z)

:O-f(zwt)lpz Gf {[r[lni—:+]n2+l}_nl.‘|} (41)

4re, 2me,

onde utilizamos a aproximagao de Kirchhoff para tirar o, (z',r) do
integrando. A integral /, esta calculada no apéndice D.

A componente longitudinal da forca elétrica devida as
cargas superficiais em uma carga-teste ¢, é:

¢ g, 90, (,
F?(x,y,2,t)=- sl ¢ Vin-L4M2+1 l~mhil (42
2 (x,y,2.6)=—q, iy L L bl 42

A componente longitudinal da forca de Weber que
envolve a aceleragéo dos elétrons de conducao é dada por:

Wi Ve M@ O (12 T ‘§ 2
FY(x,y,z1t)= A L‘/zdx J‘_} /7a' = 7 a (2t} (43)
onde novamente utilizamos a aproximacao de Kirchhoff para tirar
a.(z',t) do integrando. A integral / ', esta calculada no apéndice D.

> 1

Finalmente, o potencial vetor magnético de Weber é dado por:
L. %
Ay (x,y,2,1)= L] {K\.(ln,—"+ln 2] y:'z. (44)
2r (

Aplicando a segunda lei de Newton, com uma forca
resistiva do tipo —bv_, onde b=¢q0o R/ [/ , e R a resisténcia da
placa, subtituindo ¢, =—e e usando (35):

el, , £, 99, epl, ¢ K _eR
eme, (., Oz 2 (.ot (],

X X

Usando (14) e desprezando o termo que envolve a
massa do elétron obtemos a equacdo da telegrafia (40), com
J—>o,.

K=m,a,. (45)
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7.PROPAGACAO DE SINAIS ELETRICOS EM DUAS PLACAS
PARALELAS

Suponha que a transmissao do sinal elétrico seja agora
feita por duas placas condutoras paralelas, idénticas e com
dimensdes ¢, e (, nos eixos z e x, respectivamente. As placas
n&o tém espessura e estdo localizadas em y=a/2 e y=-a/2.0
eixo z é o eixo de propagagdo do sinal. A aproximagdo que
utilizamos é:

£ 2L, > X004 (46)

As hipoteses auxiliares que utilizamos sao:
O-f,—a/Z(Z’t):_O-f,u/Z(th)zo-f(Z’t)’ (47)
K_a/z(z,l)=—Ka/z(z,t)= K(z,t). (48)

Calculamos a auto-indutancia deste sistema de duas
placas. Para isso, temos:

w=0,=0(, %,:%,:2, da = dxdz,
7r=(n—x;)2+a9+(z-z;)2
A ~ S . 2
ZRES S O B (R ) SR (o)
Substituindo em (15), obtemos:
1+k 1 1-k(z—z;)°
d*M =- Ho sl —— \dx,dx dzdz;,
| 2 2 r ¢ i
M=— /102{1+k11+1—kh} (50)
am* | 2 g o

No apéndice C apresentamos a resolucao das integrais
I, e I, envolvidas no problema. A indutancia mutua entre as duas

placas resulta:

M=_£€_:(zg_r1n%€i—2m+k[‘.} (51)

X X

de tal modo que a auto-indutancia total do sistema fica:

L=2L +2M =u(,%, (52)

X
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onde L, é a auto-indutancia de uma placa, dada por
(38) sem sua ultima aproximacao.

A capacitancia de duas placas é dada por:

'
€ =g tL, (53)
a

Substituindo na eq.(2):
2 2
0y _19_ &R ¥ (54)
dz> c¢® o al [t ot

onde R é a resisténcia total do sistema ( R =2R,, onde
R, é aresisténcia de uma placa).

6.2. Potenciais e forgas

Mais uma vez vamos obter esta equacao com a
eletrodindmica de Weber. O potencial e as demais grandezas sao
dadas por:

Lo, (-4y/nt.), y>af2,
280 ;

o(x, y,z,1)= Slo-f (-2a/nt,), -a/2<y<al2, (55)
0

—LG,»(1+4y/7r€_r), y<-a/2,
2¢&,

_49090;
2. % (1-4y/nt,), y>al2,
F!(x,y,2,t)= —%%(1—2#71’6‘.), —af2<y<a/2, (56)
92 99, =
9% oo (l+4y/7r€v‘.), y< a/2,
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_GeadK g 4iime),  y>af2,

2 ot
F¥(x,y,2,t)= _‘Ihuoyaa—[t((l"za/”f.r)’ —af2<y<af2, (57)
_‘1"2‘0“%_’[((1+4y/n€,\.), y<-af2,

%K(l_‘l)’/’wr)ﬁ, y>a/2,
Ay(x,v,2,t)=4 woyK(-2a/mt )2, —af2<y<al2, (58)
—H—SEK(1+4y/ﬂ:€X)2, y<-af2.
Seguindo o procedimento ja apresentado, fazendo as
subtituicdes b=q,0 R/ [l. e g =—e:
ea a0, + ;uoea.a_K_i_ eR,
2e, 02 2 ot ()¢,

Novamente usando (14) e desprezando o termo da
massa do elétron, chegamos a (54), com J -0, .

K=m,a,. (59)

7. CONCLUSAO

Neste trabalho derivamos a equacgao da telegrafia para
condutores de geometrias diversas, conduzindo sinais
eletromagnéticos. Utilizamos para isso a abordagem de Kirchhoff e
Weber, calculando as forgas que agem sobre as cargas de
condugéo, i.e., a forca de Weber. Podemos concluir que esta
abordagem levou aos mesmos resultados conhecidos do
eletromagnetismo classico em todos os casos discutidos.
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Apéndice A: Calculo das integrais dos cilindros

A integral 7, eq. (8), pode ser calculada usando as
aproximagdes />>a e [>>r:

2 . 2 dz'
I=] d
J; 4 J.-’/2 JrP+a*—2racos@'+(z—7')*
0/2—z+r* +a* —2racos p'+(¢/2 - z)?
—(0/2+z)+r? +a* —2racosp'+(¢/2 + z)?

2 _[4zIn(¢/a), r<a,
r2+a?—2racosQ' arin(l/r), r>a.

2
=i do'ln

= J:" do'ln (60)

A integral I', eq. (10), também pode ser calculada
usando a aproximagao (3):

o (z—2) %
‘J. dg L/v [ +a2 2racosp'+(z—2) ]
2 _2racos¢')dz'
=1- =
j (PL/, r +a —2rac05(p+(z Z) ]
e arin(t/a), r<a,
- " axin(/r) r>a

(61)
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Apéndice B: Calculo das integrais da auto-indutancia do fio
macico

As integrais envolvidas no calculo da auto-indutancia do

fio macico (18) sdo J, e J,, que surgem da integracdo da eq.(16)

usando (17). Suas resolucdes, apresentadas abaixo, usam a

aproximagao />>a:
dv.dyv,
==
dZ,'

- J.: dri.‘::l dr, J:” r’d(pi.'.(fﬂ r,-d(p_,-JZ’ a’z,-[: 2412 =251, cos( ‘ =)+ (z—2;)?

=2'[;'r,dr,-[:'rjdr/f”d(o,Jj”d(p/[‘/rf+r =2rr; cos (pj \[ +r =2rr cos (p].)+€2

€+\/r,2 +rf =2nr; COS(fp,- —%)+ &

+ (1
! —£+\/ri2 +r} —2nr, cos(o, —(pj)+€2

a( R 25 26
::ZKJ;) rier‘o r,drj d(P,-_L dg;|1+In ‘/r2+r2—2rr COS((P — )H
i j i'j i j
=2m2a4(m£+a (62)
a
A segunda integral é:
" (zi—z;)%dVidV;
1= sl
= fd;rfdr frdgq f’rdqo. E‘dz-ﬂ )y
Tk B e costa— g H o T
~ 2 rdr [ rdr,["do.["d [ =
= J:) L riJ:) T r.i,[) (p".[J ?; =1F n\/r_2+r2—2rr cos((p - )
Rens i'j i
= 2,67r2a4(1n%—i] (63)
a 4
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Apéndice C: Calculo das integrais da auto-indutancia das placas
As integrais envolvidas no calculo da auto-indutancia
das placas (51) séo /, e I,, onde podemos tomar a =0 no caso da

placa unica(37). Para obter a auto-indutancia das placas temos de
integrar a eq.(15) . Disto surge:

= [l

r

o N - ‘. dz;
_J; dx,-.[O dx.fJ; dz,-_[o \/(x,.—x‘,)2+alz+(2i—zf)2

:J,o/‘ dx,-'[(:‘ dx = x) a2 —x) @+ 2

. =Xy ) o>
+0,In €~+\/(x, AJ) +a*+/0; .
=0+ —x;) +a*+ 02

(66)

Usando a aproximacao (35), obtemos:

2 £ g 2,
11~2e;f0 dx,jo d/\_,|:ln 5o 2+a2+1}

=20 2n—2e 41 |-2mat e, (67)

‘/é’i +a’
A segunda integral é dada por:

—2;) dada,
1= [[ ez dade,

£y fu ¥ Zi—2;)2dz;
:J‘() dX,J'“ dX,V[’ dZiJ.” [(Xi_X/)2+azj+)(zi—jzj)z]l/z

2/
dp—ie 1 |-2mat 1. | (68)

) \M’_‘:+az

~ é

= N
o~
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Apéndice D Calculo das integrais da placa condutora

Aintegral /, envolvida na eq.(41) pode ser resolvida na

aproximagéo ¢, >>/( >>x,y,z:

2 . 0./2 dZ'
I,= d.
1 J:’x/z xJ.’\/z\/(x—x') 4y +(z-7)2

J~/\/2 2l £:/2—z+\/(x—x') 2+ y? +(€:/2—Z)2
0.2 _(g:/2+z)+\/(x—x')2+ v +(0.2+7)°

/. s ) _ 'V 2
zj’/zdx'{l {2 -4z +(x x') +y:|

(22 n(x—-x') 492 (0.-27)2

=2€z(1n§i+ln2+l]—2n|yl. (64)

X

A integral I', envolvida na eq.(43) também pode ser
resolvida na mesma aproximagao:

(/2 (/2 (Z— Z') 2d7'
F= '
P Lx/zdx -[—f:/2 [(x—X') 24 yz +(Z—Z') 2J 32
T /2 a2 (x—x') 24 yz '
RO P P oy ey

‘.
~1,-20, :2€x(ln7—+]n2]—7z|yl. (65)

X
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