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RESUMO
Alguns conceitos e ferramentas matemáticas fundamentais da teoria quântica de sistemas

de muitas partículas, indispensáveis ao estudo da física do estado sólido sâo apresentados.
Entre os conceitos, destacam-se os de escitações coletivas e quasi-partículas. No que se refere
às ferramentas matemáticas, a Mecânica Quântica é apresentada na sua formulaçâo geral.
independente de representação, e o problema de muitas partículas é considerado na repre-
sentaçâo de número de ocupação ou segunda quantizaçáo, Finalmente, como uma aplicação,
a interação entre elétrons e as vibrações de uma rede cristalina, descritas em termos de
excitações elementares de ondas coletivas, ou fonons, é expressa e discut.ida dentro dest.e
esquema.

SUMMARY

Borges da Costa, J.A.T., 1990. An introduction to the quantum t heory of many parti-
eles applied to solid state physics. Ciência e Satura, 14: 35-45, 1992.

Some fundamental concepts anel mathemat ical tools of the quant um theory of rnany-
particle systerns, which are indispensable to the st udy of soliel st.ate physics. are presenteei.
The concepts of collective excitations and quasi-particles are stressed. Concerning the mathe-
matical taols, Quantum Mechanics is preseuted in its general, representation independent.
formalism. The many-particle problem is approached in the occupation nurnber represent.a-
tion, or second quantization. Finally, as an application.the interaction between elertrons anel
tbe vibrations of a crystal lattice, described in terrns of element ary excitations of collective
waves, i.e., phonons, is expressed anel discussed within this frarnework.

INTRODUÇÃO
Os sólidos são compostos por um grande número de átomos mantidos em torno de posições

de equilíbrio determinadas por ligações químicas ele natureza variada. A Física do Estado
Sólido refere-se àquelas propriedades físicas que resultam de uma ação coletiva deste sistema
de muitas partículas, a saber: a condutividade elétrica, a susceptibilidade magnética, o calor
específico, as transições de fase etc.

Uma descrição teórica das propriedades dos sólidos requer, portanto. o uso de métodos
apropriados ao tratamento de sistemas de muitos corpos. Assim os métodos abstratos da
Teoria Quântica de Campos (matriz densidade, funções de Green, teoria de espalhamento,
diagramas de Feynmann etc.) foram crescentemente utilizados nesta grande área da física
durante as últimas décadas.

Não é possível no entanto, mesmo a nível introdutório, abordar em tão pouco espaço
toda a variedade de aproximações e métodos matemáticos empregados. Por isso vamos nos
restringir a alguns conceitos e ferramentas matemáticas fundamentais da teoria quântica de
muitas partículas que sào indispensáveis ao estudo da Física do Estado Sólido. Em especial
os conceitos de excitações coletivas e quasi-partículas têm ocupado o cenário da área de tal
forma que muitos de seus ramos podem ser entendidos a partir de uma particular interação
entre estas.

A descrição das excitações elementares em Mecânica Quântica , que é a teoria que busca
descrever os fenômenos físicos em escala atômica e subatôrnica", torna-se muito mais clara
quando se emprega a chamada representaçào de número de ocupação. também conhecida
como segunda quantização. Na verdade, esta abordagem tornou-se tão largamente empre-
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gada que quase todos os livros de teoria quântica dos sólidos incluem, quando não um
capítulo, pelo menos um apêndice que trata da. sua apresentaçào. Nào é por outro motim
que nosso objetivo essencial aqui é familiarizar o leitor com a notação e o significado da
segunda quantizaçâo.

As seções seguintes não constituem de nenhum modo uma abordagem nova aos conceitos
acima mencionados mas apenas uma compilação resumida da forma como são enunciados nos
livros texto da área. Primeiramente introduzimos as noções de excitações colet ivas e quasi-
partículas (segundo, principalmente, Madelung? e Taylorê]. Em seguida fazemos uma breve
apresentação (que segue aproximadamente Messiah") da formulação da Mecânica Quântica
na notação de Dirac", que trata os estados do sistema como vetores em um espaço abstrato.
e as variáveis dinâmicas como operadores que atuam sobre este espaço. A partir daí torna-
se imediata a introdução das idéias relativas à segunda quantização de sistemas de muitas
partículas (dentro do espírito de uma abordagem sem grandes preocupações formais como
a de Taylorê - como referências complementares citamos Fetter & Walecka6 e Merzbacher"].
Esta, por sua vez, vai acompanhada de uma discussão das propriedades estat ísticas das
partículas (todos os livros que abordam a Estatística Quântica tratam das diferenças entre
bósons e férmions - ver por exemplo Alonso & Finn"). Finalmente, como um exemplo de
aplicação, discutiremos o problema da interação entre elétrons e fonons, que preparam o
caminho para a compreensão de fenômenos como a ocorrência de supercondutividade em
metais.

EXCITAÇÕES COLETIVAS E QUASI-PARTÍCULAS
Um dos exemplos mais simples de movimento coletivo refere-se às vibrações de uma ca-

deia de elementos de massa conectados por molas. O estudo do comportamento deste sistema
é ilustrativo e de fato constitui-se na primeira aproximação para o estudo dos movimentos
atômicos em um sólido. Para descrever os complicados modos de oscilação deste sistema, as
equações de movimento são escritas em termos de um conjunto de coordenadas generaliza-
das, as coordenadas normais, escolhidas de forma que cada uma executa um movimento de
oscilação independente das demais. A solução do problema pode ser. então. expressa como
uma combinação linear de ondas, de freqüência e comprimento de onda bem definidos, que
se propagam por toda a cadeia.

Em se tratante de partículas que obedecem às leis da Mecânica Quânt ica. como é o caso
dos íons de uma rede cristalina, um modo de oscilação só pode absorver ou emitir energia
em quantidades finitas elementares ou quanta. Aos quanta de excitação das vibrações de
uma rede cristalina chamamos [onons. Um fonon é o análogo quântico de uma onda que-se
propaga em uma cadeia de massas pontuais. Um fonon de freqüência angular ",' transporta
uma quantidade de energia lu» (onde h é a constante de Planck, h = 6,62-1X 1034 J.s, dividida
por 211-). Uma onda clássica de grande amplitude corresponde à situação quântica em que
há muitos fonons presentes em um modo de oscilação.

Uma coleção de fonons guarda alguma similaridade com um gás de partículas: quando
duas partículas colidem o momentum total é conservado ao passo que quando dois fonons
interagem o vetor de onda é conservado num certo sentido que incorpora as propriedades
periódicas da rede cristalina. Por essa razão os fonons são algumas vezes chamados de quasi-
partículas. Seguindo a maioria dos autores, preferimos aqui reservar essa nomenclatura para
outro tipo de interaçâo coletiva que descreveremos a seguir.

Consideremos agora o caso de uma partícula carregada (um elétron, por exemplo) que
se move em um gás de partículas igualmente carregadas. Obviamente, a repulsào coulornbi-
ana impede que consideremos o movimento da partícula que estamos seguindo independente
do movimento das demais. Isto seria desejável já que, neste caso, o problema de mui-
tas partículas interagentes seria equivalente à solução de muitos problemas de uma única
partícula que, no entanto, seriam mais simples e idênticos, o que significa que bastaria re-
solver apenas uma das equações de movimento resultantes. Assim, de maneira análoga ao
tratamento dado para as oscilações de rede, onde se abandona a observação do movimento
dos íons individuais para se adotar um ponto de vista que destaca os movimentos da rede
como um todo, escolhendo coordenadas que executam movimentos independentes, mas que
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contém a informação sobre as interaçôes entre as diversas partes do sistema. também aqui
se pode encontrar uma solução deixando de lado a tentativa de acompanhar a part ícula real
e criando uma partícula virtual, uma ouasi-particula, cuja dinâmica seja independente das
demais mas cujo comportamento exiba o resultado das interações do sistema.

Um modelo apropriado para solucionar o problema em questão seria, por exemplo, con-
siderar o movimento de uma quasi-partícula livre de interações que estaria constituída pela
partícula original mais uma nuvem circundante de carga elétrica de sinal oposto ao das
partículas que compõem o gás. O efeito das demais partículas sobre aquela que original-
mente acompanhávamos estaria, então, substituído pela inércia da nuvem de cargas que ela
passaria a ter que carregar.

Não há, uma receita única para a composição de uma quasi-part ícula. No caso de elétrons
que se movem em um sólido, estes podem estar sujeitos a uma variedade muito grande de
interações. Dependendo das aproximações feitas acerca dessas interações. o elétron pode
aparecer na forma de diferentes quasi-part iculas, estando entre elas o elétron qunsi-Iirre, o
elétron de Bloch, o elétron blindado e o elétron de Hortra-Fock.

Há inúmeras outras situações no estudo do comportamento dos sólidos em que conceitos
semelhantes de excitações elementares são int reduzidos. Assim surgem. por exemplo. os
plasmons como oscilações coletivas dos elétrons de valência em metais. os lIIagl10118 como os
quanta associados às ondas de spin e os ercit ons como excitações dos elétrons de valência
em semicondutores.

A A FORMULAÇÃO GENERALIZADA DA :\IEC.\:\"ICA
QUA TICA

A unificação das diversas represent.ações possíveis da Mecânica Quântica. entre as quais se
destacam a Mecânica Ondulatória de Schrõdinger e a Mecânica Matricial de Heisenberg. Born
e Jordan", arnbas de 1925, é feita pela estrutura matemática dos Espaços Vetoriais Lineares.
Qualquer livro de Álgebra Linear pode ser usado para introduzir o leitor nas propriedades
desta estrutura matemática. Uma visão mais aprofundada e apropriada à aplicação em
questão pode ser encontrada em Friedrnan". O princípio fundamental dessa formulação é o
princípio da superposiçào dos estados de acordo com o qual os possíveis estados dinâmicos
de um sistema quantizado possuem a seguinte propriedade característica de qualquer onda
em geral: os estados podem ser superpostos linearmente e, consequentemente, representados
como vetores em um certo espaço linear. Da mesma forma, a cada variável dinâmica está
associado um operador linear neste espaço .

•• O vetor que representa um estado dinâmico do sistema é chamado de ke! e 'representado
pelo símbolo I >. Para distinguir os kets entre si inserem-se letras que podem assumir,
dependendo do caso, valores discretos ou contínuos. Assim, o ket 1/ é denotado por lu >.
Os kets formam um espaço vetorial linear: qualquer combinação linear de kets (estados
dinâmicos) é também um ket (estado dinâmico).

Neste ponto cabe introduzir algumas propriedades fundamentais dos Espaços Vetoriais
Lineares. Diz-se que os vetores de um dado conjunto são linearmwtt independentes se
nenhum deles pode ser expresso uma combinação linear dos demais. O espaço vetorial
é dito de dimensão 11 se puder conter no máximo 11 vetores linearmente independentes.
Então, tomando neste espaço um conjunto de 11 vetores linearmente independentes (conhe-
cido como base) qualquer vetor pode ser expresso como uma combinação linear dos vetores
deste conjunto. Se não há limite para o número de vetores linearmente independentes do
espaço então diz-se que este tem um número infinito de dimensões.

A fim de introduzir uma métrica no espaço dos kets, supõe-se, como é usual em Álgebra
Linear, que exista uma correspondência biunívoca entre os vetores deste espaço e aqueles de
um espaço dual, cujos elementos são conhecidos como bras e representados pelo símbolo < I.
O produto escalar do ket lu> pelo ket Iv> é definido como o número (em geral complexo)
< ulv > que é um particular valor da função linear, v(lu », associada ao bra conjugado a
Iv>.

Tomemos como exemplo o caso das funções de onda que correspondem 'às soluções da
equação de Schrõdinger independente do tempo para o átomo de hidrogênio', 'l'n.l,m(r,Ii,q,l.
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ou simplesmente, llIn,l,m(i''), conhecidos em Química como orbitais atômicos. O estado
dinâmico do sistema está completamente caracterizado pelos números quânticos n, f, m
e o ket correspondente pode ser denotado por [n, f, m >. Na linguagem desta formulação
geral da Mecânica Quântica, as funções complexas IItn.l.mU;') nada mais sâo do que a repre-
sentação de posição, i,do vetor abstrato correspondente ao estado do sistema na base li »,
onde li> são os estados nos quais a posição é bem determinada.

Em analogia com o espaço Euclideano tridimensional, onde a terna ordenada (.T,y.=)
representa um ponto no espaço, Ir >, dada a base normalizada li >, IJ ». 11.- >. onde :r =<
ilr >, y =< jlr >, z =< klr >, a função de onda IItn,l.m(T) pode ser vista como um conjunto
infinito inumerável de números complexos (a função lIt associa um número complexo a cada
valor de T) que representa o ket In,f,m. > na base li>, isto é, IItn.l,m(T) =< i'ln,{,m >.

O espaço vetorial de infinitas dimensôes formado pelas funções de onda é conhecido como
espaço de Hilbert (para uma definição mais precisa ver Friedrnan"). O produto escalar de
dois vetores (funções) neste espaço é definido como

< viu >= J t,-(T)u(T)d'i

ou, pelas considerações feitas no parágrafo anterior

(1)

< viu >= J < vli>< i'lu > d3i (2)

Olhando atentamente para a equação (2) pode-se notar que os dois lados da igualdade
tornam-se idênticos se removermos, do lado direito, todo o conjunto de símbolos f li ><
i'ld'i. Este representa, de fato, um operador constituído pelo somatório de um infinito
inumerável (integral) de díadas Ir>< i'I.Uma díada é o operador formado pela justaposição
de dois vetores. Quando a díada é formada por um par de vetores norrnalizados, como é
o caso dos kets da base de posição que estamos analisando, o resultado da operação desta
díada sobre um vetor qualquer lu >, do espaço (operação multiplicação escalar pelo vetor)
é a componente de lu > ao longo de li >. A díada funciona então como um projetor.
Agora, se forem somadas as componentes de um vetor sobre toda uma base, o vetor original
é recuperado, isto é,

lu >= J Ii>< i'lu > d'i.

É neste sentido que se escreve

(3)

JIi>< i'ld3i= I (4)

onde I é o operador identidade, isto é, Ilu > = lu >.
A equação (4) é conhecida como relação de clausul'a. Nos casos em que os vetores da

base são enumeráveis, a integral do lado esquerdo é substituída por um somatório. Qualquer
conjunto de vetores que satisfaz a relação de clausura é dito completo. Em vista da equação
(4) o lado direito da equação (2) indica apenas qual a representação, isto é. qual a base. a
ser empregada no cálculo do produto escalar. Como este produto nâo depende da psrticular
escolha da base, para muitas finalidades podemos simplesmente omiti-Ia da notaçào e mani-
pular diretamente os vetores abstratos empregando os e kets de Dirac que formam produtos
esclares na forma de brakets,

Na formulação geral, os observáveis físicos são representados como operadores lineares.
O resultado da medida de um observável, Q, é obtido pela soluçào da equação de autovalores

Qlq >= qlq > (5)

onde q é um número real.
Os kets Iq > que satisfazem a equação (5) são os autovetores do operador Q, e representam

os autoestados da variável dinâmica correspondente, isto é, aqueles estados do sistema físico
cuja medida, Q tem como resultado um valor bem determinado, q.

O estado quântico do sistema antes de se medir Q é uma combinação linear dos seu,
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autoestados, O resultado de uma medida pode ser qualquer um dos autovalores da equação
(5) com uma probabilidade proporcional ao coeficiente da combinação linear que corresponde
ao autoestado correspondente. É fácil demonstrar a partir daí que o valor esperado de uma
medida de Q, isto é, a média sobre o resultado de várias medidas de Q realizadas sobre um
conjunto muito grande de sistemas igualmente preparados, é dado por

< Q >=< \IIIQI\II > (6)

Se existe um conjunto completo de autovetores simultâneos de dois ou mais operadores
R, S, ...,etc. então estes são ditos compatíveis. Para este conjunto de estados quânticos é
possível conhecer com precisão absoluta os valores dos observáveis físicos correspondentes.
Este é o caso, por exemplo, das soluções da equação de Schrõdinger do átomo de hidrogênio,
cujas funções de onda \IIn.l.m(i") são auto-estados dos operadores de energia total. H. mo-
mentum angular, L, e orientação do momentum angular, L" os quais são enumerados pelos
índices n,e e m. É fácil mostrar que operadores de observáveis compatíveis comutam, isto é,

[R, S) = RS - SR = O (7)

e, inversamente, que operadores que comutam representam observáveis compatíveis.
Assim, observáveis representados por operadores que não comutam não têm autoestados

comuns e portanto não podem ser medidos simultaneamente com precisão absoluta. Este é
o caso dos observáveis posição e momenturn, que guardam entre si uma relação de incerteza,
e cuja regra de comutação é

[x.p] = ih (8)

Como exemplo Jistamos na Tabela a seguir os operadores correspondentes aos observáveis
físicos posicâo, r, momentum linear, p, momentum angular, t, e energia cinética T na
representação de posição.

OBSERVÁVEL OPERADOR
r

- P.. _
L = r x p

T = P'/2m

r
-ihV'

-ihrx V'
-W/2m)V'2

- Da Mecânica Clássica sabemos que a função Hamiltoniana do sistema, H (que representa
a energia total, E = T + V, sob certas condições), controla a dinâmica do sistema. físico. Este
também é o caso na Mecânica Quântica com a diferença de que aquela função é substituída
pelo correspondente operador linear. A equação que controla a dinâmica quântica é escrita
na formulação geral como

(9)
A equação (9) é a própria equaçào de Schrôdinger escrita na forma independente de

representação. De fato se tomarmos H =T + V, e escrevermos os operadores de energia
cinética e potencial bem como os estados do sistema na representação de posiçào conforme
a Tabela obtém-se

_ih
2

V'2\11(r, t) + V(r')\II(r, t) = -ih-ôÔ \11(r, t)
2m t

(10)

A REPRESENTAÇÃO DE NÚMERO DE OCUPAçAo -
SEGUNDA QUANTIZAÇÃO

A descrição quântica de um sistema de muitas partículas interagentes exige a inclusão
dos potenciais de interaçâo na equação de Schrôdinger que, então, toma a forma:
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(ll)

Em princípio a função de onda de N partículas, W(rl,rl, ... ,rN,t), contém toda a in-
formação que se pode obter sobre o sistema mas, no entanto, não é possível resolver a
equação (ll) exatamente de forma a encontrar esta função. Assim é preciso recorrer a
técnicas de aproximação que vão depender do particular aspecto do sistema que se deseja
evidenciar. Entre estas destacam-se a introdução dos conceitos de excitações elementa-
res e quasi-partículas, apresentados anteriormente, que desacoplam o problema de muitas
partículas em muitos problemas de partícula única.

O conceito de segunda quantizaçâo, essencial na teoria relativística para descrever a
criação e a destruição de partículas, simplifica o tratamento de sistemas não relativísticos
de muitas partículas interagentes. A idéia básica que encontra suas raizes na teoria de per-
turbação, é reescrever os vetores de estado e os operadores que descrevem os observáveis
de um sistema de muitas partículas em termos de seus análogos para o sistema constituído
por uma única partícula. Esta reforrnulaçâo do problema encontra sua fundamentação ma-
temática na noção de produto tensorial de espaços vetoriais.

A hipótese básica feita para definir o espaço vetorial de estados quânticos de um sistema
de N partículas idênticas é que qualquer conjunto completo de variáveis dinâmicas Q, que
descreve o comportamento de uma partícula única, pode ser também empregado para N
partículas da mesma espécie ainda que em presença de interaçôes entre elas. Se os kets
Iq >(1) representam os autoestados de Q da partícula 1, Iq >(2) os autoestados de Q da
partícula 2 e assim por diante até N, o produto Iq >(1) Iq >(2) ... Iq >(N) comutativo e
distributivo em relação à soma, define o espaço vetorial dos estados do sistema formado
pelas partículas cujos vetores

(12)

representam auto-estados simultâneos dos observáveis Q(l), Q(2), ... , Q(.Y) que medem o
valor da variável dinâmica Q das partículas 1,2, ... ,N, respectivamente. Dito de outra forma,
o ket definido pela equação (12) representa o estado em que, as partículas 1.2, ... ,IV ocupam os
autoestados de partícula única de Q caracterizados, respectivamente, pelos autovalores, q(l),

q(2), ... , q(N). Nesta descrição, as partículas estão sendo tratadas como se fossem distinçuiueist:

isto é, pode-se diferenciar duas partículas idênticas de forma a dizer qual partícula se encontra
num certo autoestado.

Antes de incluir a indistinguibilidade das partículas quânticas na construção dos vetores
de estado do sistema de muitas partículas, exemplifiquemos o significado da aproximação
acima considerando o caso dos átomos de muitos elétrons. Estes são descritos em termos da
ocupação dos orbitais atômicos, Wn,l,m(r"'), que nada mais são do que estar'r-s de partícula
única. A regra de "preenchimento" dos orbitais fornece o estado de energia mais baixa, ou
estado fundamental, deste sistema de muitos elétrons. O primeiro elétron a entrar no orbital
ls, tem números quânticos q(1) = {n(l), f(l), m(l), m(I)} = {I, O, O, +il- onde m. dá o estado
de orientação do spin eletrônico. O segundo elétron também entra no estado Ls, mas com
orientação diferente do spin, de modo que seu conjunto de números quânticos, q(2), difere
do anterior apenas pelo valor de m., que assume o valor -to Analogamente, definem-se os
conjuntos de números quânticos q(3), , q(N), que caracterizam completamente o estado do
átomo de muitos elétrons, Iq(1), q(2); , q(N) >

Não se pode distinguir entre elétrons para dizer qual elétron ocupa determinado orbital
atômico. Esta regra tem validade geral para outras partículas e sistemas quânticos, sendo
estas partículas chamadas de indistinguíveis. Do ponto de vista de nossa descrição do sistema
em termos de estados de partícula única, portanto, só se pode conhecer quantas partículas
ocupam cada um dos estados.

A regra de preenchimento dos orbitais atômicos descrita acima exclui a possibilidade
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de dois elétrons ocuparem um mesmo estado quântico, Este é o Princípio de Exclusão de
Pauli. Entretanto há partículas e quasi-partículas que podem, simultaneamente, ocupar o
mesmo estado quântico. As partículas que obedecem o Princípio de Exclusão, conhecidas
como [érmions, são descritas por funções de onda anti-simétricas, enquanto as que não são
restritas por aquele Princípio, conhecidas como bósons, são descritas por funções de onda
simétricas. A evidência experimental indica que todas as partículas fundamentais com spin
semi-inteiro são férmions e todas as com spin inteiro ou nulo são bósons.

Para descrever o sistema em termos dos números de ocupação dos diversos estados de
partícula única, associa-se a cada possível auto-valor, qU) de Q um operador a úmero de
ocupação, Ni, cujos auto-vetores caracterizam os estados em que um número definido, ni,
de partículas fornece para a medida de Q o valor q(i). Os autovalores de N, sào os números
de ocupação ni'

O postulado fundamental para construir o espaço de vetores de estado do sistema de
muitas partículas, também conhecido como Espaço de Fock, é que, neste espaço, os vetores

IIlJ,n2,'" >= I{nd », (13)

que associam o autovalor q(J) a nJ partículas, q(2) a n2 partículas etc., constituem um
conjunto completo ortonormal de vetores de base do sistema de partículas idênticas, isto é,

2: I{no} >< {ao}l

< {ni}l{nj} >

I (14)

(15)

onde 8i,j = 0, para i i j e 8i,j = 1 quando i = j.
O estado mais geral do sistema é formado por uma combinação linear de kets (13).
Para se representar um observável físico em segunda quantização o operador correspon-

dente é multiplicado à esquerda e à direita por operadores identidade (o que não altera o
operador original) escritos na forma da equação (14). Assim, um observável li pode ser
representado por

v (2: I{no} >< {ndl)V(2: I{nj} >< {nj}l)
j

i,j

2:V"jl{ni} >< r-.n
i,j

(16)

onde os v"j, v"j = < {ndIVI{nj} > são os elementos de matriz do operador V.
O resultado da aplicação (produto escalar) dos operadores diádicos que aparecem sob

o somatório do lado direito da equação (16) sobre os kets I{nd > é (de acordo com a
equação (15)) zero quando k i j e I{no} > quando k = j. Podemos, portanto, interpretar
I{ni} >< {nj}1 como removendo o sistema do estado descrito pelos números de ocupação
{nj} e colocando-o naquele descrito pelo conjunto {nd.

Da forma como está representado na equação (16) o resultado da atuação do operador
V sobre um estado do sistema é transferir simultaneamente um certo número de partículas
de alguns estados de partícula única para outros de forma que o conjunto de números de
ocupação do sistema passa de {nj} para {ni}'

Uma forma alternativa de se descrever esta alteração nos números de ocupação provo-
cada por V é considerar as mudanças unitárias provocadas pela entrada ou a saída de uma
partícula em cada um dos estados de partícula única que compõem o sistema. Isto é feito
dentro do formalisrno aqui apresentado com a introdução de operadores de criação e aniqui-
liação de partículas. Estes devem incluir a estatística das partículas consideradas uma vez
que há diferentes restrições para os possíveis valores a serem assumidos pelos números de
ocupação para férmions e bósons.
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Para ilustrar o modo como podem ser definidos os operadores de criação e aniquilação de
partículas em segunda quantização é usual introduzir o conceito de estado de vácuo I{O} >
que representa a ausência total de partículas (todos os estados de partícula única estão
desocupados e, todos os ni são nulos).

Também para este estado valem as condições definidas pela equação (15), ou seja, <
{ni}I{O} > = O e < {O}I{O} >=1. Para simplificar a apresentação que segue, consideremos
um sistema constituído por uma única partícula. O conjunto completo dos vetores de estado
do Espaço de Fock que representa este sistema é

10,0, ... ,nk = 1, ... >= Ik > (17)

onde k = 1, 2, ... etc. enumera todos os possíveis estados dinâmicos da partícula.
O efeito de um potencial V sobre o estado dinâmico de uma partícula que se move sob a

sua ação pode ser representado, de acordo com a equação (16), pelo operador

v = L:Vk,k'lk >< k'1 (18)
k,k'

onde Vk,k' = < klVlk' >. Agora, inserindo entre o ket e o bra do lado direito da equação
(18) o número 1, escrito convenientemente na forma do produto escalar do estado de vácuo
por si mesmo, isto é, < {O}I{O} > = < 010> = 1, obtém-se:

V L:Vk,k'lk >< 010 >< k'l
k,k'

L:Vk,dlk >< OIHIO>< k'l)
k,k'

(19)

O resultado da aplicação das díadas 10 >< 1.:'1sobre os estados Ik > é zero quando k"f k' e
10> quando I.: = k', Assim, as díadas 10 >< k'l atuam sobre os estados Ik' > transformando-
os em estado de vácuo, o que equivale a dizer que a partícula considerada, que ocupava o
k'-ésimo estado quântico, foi aniquilada! Analogamente, o resultado da aplicação das díadas
Ik >< 01 sobre todos os estados lI.: > é zero. No entanto, quando aplicadas sobre o estado
de vácuo, 10 >, fornecem o estado Ik >. As díadas Ik >< 01, portanto, atuam sobre o estado
de vácuo transformando-o em um estado Ik >, o que equivale a dizer que uma partícula
foi criada no k-ésimo estado quântico. Assim, o resultado da aplicação de lI.: >< k'l ou,
equivalentemente (de acordo com a equação (19)), o resultado líquido da aplicação sucess!'ya
de 10 >< k'l e Ik >< 01, é a transferência da partícula do estado Ik' > para o estado Ik >
ou, na linguagem um tanto mais dramática introduzida acima, a aniquilação da partícula
que se encontra no estado Ik' > e a criação de uma partícula no estado 11.->.

Esta forma de descrever a atuação de um operador V sobre os estados quânticos na re-
presentação de número de ocupação é explicitada pela identificação dos operadores diádicos,
que aparecem do lado direito da equação (19) pelos seus efeitos sobre os estados quânticos
do sistema. O primeiro, 10 >< k'l, é chamado de operador de aniquilação e denotado pelo
símbolo Ck' o segundo, 10 >< kl, é chamado de operador de criação e denotado por cl. In-
troduzindo esta notação na equação (19), resulta que o operador V pode ser representado
na forma

V = L:Vk,k'clck'
/c.k'

(20)

Se desejarmos, agora, generalizar a noção de operadores de criação e aniquilação para
sistemas constituídos por mais de uma partícula, removendo a restrição imposta pela escolha
de estados definidos pela equação (17), há dois pontos a considerar. Em primeiro lugar, como
o único efeito da atuação destes operadores sobre um estado de muitas partículas deve lier
uma alteração unitária do número de ocupação de apenas um dos estados de partícula única
e existem infinitas maneiras de se ocupar os demais estados, estas devem ser levadas em conta
somando-se sobre todas as combinações dos demais ni' Em segundo, como já assinalamos,
é preciso considerar a diferença entre o comportamento estatístico de férrnions e bósons
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restringindo, no caso dos primeiros, os valores de n; a O e 1. Assim, a fim de satisfazer o
Princípio de Exclusão, deve-se impedir que um operador de criação de férrnions crie uma
partícula em um estado já ocupado. Estas exigências são satisfeitas pelas definições que
seguem.

Para um sistema de férmions, os operadores de criaçào, cl, e de aniquilação, Ck, são
definidos, respectivamente, por

4= L (-lt"lnI>1l2, ... ,nk=1, ... ><n\,n2, ... ,nk=0,···1
{n.},.~k

Ck= L (-lt"lnl>n2, ... ,nk =0, ...>< n\,n2, ... ,nk = 1,..·1
{n.}#k

(21)

(22)

Para um sistema de bósons, os operadores de criação, al, e de aniquilaçào, ak, são
definidos, respectivamente, por

ai = L !N:ln\,n2, ... ,nk, ... >< n\,n2, .. ·,nk -1, .. ·1 (23)
{n.}#k

ak= L !N:111.\,11.2, ... ,l1.k-1, ... ><11.1>11.2, ... ,nk, ... 1 (24)
{n;}#k

É fácil mostrar, empregando as definições acima e considerando a ortonormalidade dos
vetores de estado que aí aparecem, que os produtos clck e alak, representam os operadores
número de ocupação para férmions e bósons respectivamente. Os operadores definidos acima
satisfazem as seguintes regras de comutação ([A, BI = AB - BA) e anti-comutação ({A, B}
= AB + BA):

{clo q.} = Ók,k'

[ar, a..,I= Ók,k'

(25)

(26)

As relações acima constituem as regras básicas que devem ser empregadas para a mani-
pulação algébrica dos operadores quânticos expressos na linguagem de segunda quantizaçâo,

UM EXEMPLO: A INTERAÇÃO ELÉTRON-FONON EM
~EGUNDA QUANTIZAÇÃO

Estamos agora, e finalmente, em posição de apresentar um exemplo de aplicação da se-
gunda quantização, para expressar o comportamento de um sistema de partículas e excitações
coletivas que interagem entre si. O exemplo escolhido, qual seja, o problema da interaçâo en-
tre elétrons e fonons, prepara o caminho para a compreensão de fenômenos como a ocorrência
de supercondutividade em metais.

O Hamiltoniano de Frôlich, que descreve o comportamento de um gás de elétrons inde-
pendentes interagindo com um gás de fonons tem a forma (ver Taylorê)

H = LêkCh + Lnwqah+ LMk,k.{a~q+aq)ch.
k q k,k'

(27)

onde q = k - k'.
O primeiro termo do lado direito da equação (27) representa a energia total do sistema

de elétrons. De fato, sendo êk a energia de um autoestado de momentum do elétron, êk=
1i21k12/2m, enumerado pelo vetor de onda k e uma vez que o produto c}Cí fornece o número
de partículas que ocupa o estado Ik >, este termo nada mais é do que a soma do número de

elétrons em cada estado (O ou 1) multiplicado pela sua respectiva energia, isto é, o somatório
das energias dos elétrons do sistema. O segundo termo é análogo ao primeiro com a diferença
de que se refere ao sistema de fonons. Cada produto a~q fornece o número de fonons com
energia Iiw, e vetor de onda q.
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Finalmente, o terceiro termo é aquele que dá conta das interações elétron-fonon. O
potencial de interaçâo eletrostática entre elétrons e íons da rede que vibra está embutido no
elemento de matriz MU" O termo interativo pode, ainda, ser separado em dois: um que
envolve produtos a~qC1~k' o outro com produtos Qqe1ck' representados, respectivamente p••los
diagramas a) e b) da Figura abaixo.

-+

k

a)

-k
b)

Figura. No diagrama a) um elétron é espalhado do estado de vetor de onda k para aquele
de vetor de onda kl com a emissão de um fonon com vetor de onda -q = k' - k. No

~iag!ama b) o elétron com vetor de onda k' absorve um fonon com vetor de onda ij =
k - k' e passa para o estado de vetor de onda k.

De acordo com a descrição apresentada na seção anterior, cada produto a ~;"}Ck' repre-
senta a aniquilação de um elétron no autoest ado de momentum caracterizado pelo vetor de
onda k' com a criação de um elétron no estado de vetor de onda k e um fonon com vetor de
onda -ij = k' - k, que conserva o momentum total.

Por outro lado, cada produto oqe1ck' representa a aniquilação de um elétron no estado
de vetor de onda k' e de um fonon com vetor de onda ij = k - k' com a criação de um elétron
no estado de vetor de onda k.

O efeito líquido da interação eletrostática entre os elétrons que se movem independente-
mente e a rede que vibra é descrito, portanto, como uma sucessão de espalhamentos destes
elétrons entre os seus diversos estados de momentum acompanhados de trocas de quanta
de energia que excitam ou desexcitam os modos de vibração coletiva da rede. Dito. ainda.
de outra forma., os elétron são espalhados de um estado de momentum para o outro com a
"emissão" ou "absorção" de um fonon.
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