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RESUMO

Desde 1983, um grupo de professores do Departamento de Me
todos Matematicos da Universidade Federal do Rio de Janeiro, preocu
pados em despertar vocagoes para pesquisa e estimular o espirito cien
tifico nos alunos de Graduagao, vem desenvolvendo um projeto de Ini
ciagao Cientifica de carater extra-curricular que se baseia no estu
do por meio da formulagao de modelos matematicos.

Esta atividade e oferecida nao so a alunos de Matematica
mas também a alunos de outras areas que usam a Matematica como fer
ramenta basica e atende tanto ao aspecto informativo quanto ao as
pecto formativo da educagao pois, por ter carater predominantemente
ativo, transforma o aluno de paciente em agente do processo aducati
vo. ‘

Dentro do Projeto desenvolvido os modelos matematicos sao
usados como forma de levar os alunos a adquirirem e/ou aprofundarem
seus conhecimentos ao mesmo tempo em que reconstroem por si mesmos
todas as etapas do processo criativo que levam em ultima analise ao
desenvolvimento da Ciencia.

Este projeto também fornece subsidios para que um metodo
ativo semelhante possa ser pelo menos em parte, aplicado nos cursos
regulares da Graduagao, visando a melhoria da qualidade do Ensino
da Matematica.

SUMMARY

SANTOS, A.R. dos., 1988. One non-traditional strategy the the teaching

of mathematics for the third grade. Ciencia e Natura, 10:

13-23.

In this paper, we report a teaching experience which has
been done in Mathematics Institute of Universidade Federal do Rio
de Janeiro since 1983 by a group of teachers.

This activity has been presented as an extra-course of
Scientific Initiation and its main purpose is to develop the
Scientific though and the searching vocation of the undergraduated
students.

In this project, mathematical models have been used by
teachers and students as a way of acquiring or improving their learning
while they rediscover by themselves all the steps on the creative
process that lead to scientific development.
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This scheme is important because it valorizes two aspects
of education - the informative and the formative one-changing the
focal point of the educational process from the teacher to the
students.

UMA ESTRATEGIA NAO-TRADICIONAL PARA O ENSINO DA MATEMATICA NO 39 GRAU

0 que sao Modelos Matemdaticos?

Um modelo, de modo geral, e tudo que tenta imitar atraves
de um meio qualquer (um prototipo, um mapa, uma equagao matematica)
0 que ocorre na natureza.

0s modelos devem ser adaptados e ajustados a situagao que
se quer estudar ou para qual sao construidos. Por exemplo, nao e na
tural se tentar achar uma determinada estrada ou rodovia em um mapa
de relevo. Esta informagao devera ser procurada (e encontrada) num
mapa rodoviario da regiao em que estamos interessados. Portanto ao
se construir qualquer modelo € importantissimo saber com clareza o
proposito a que se destina.

Um Modelo Matematico, por sua vez, € uma tentativa abstra
ta e simplificada de se descrever a realidade ou uma parte dela,usan
do a linguagem matematica.

Como se formula um Modelo Matematico

0 procedimento cientifico adotado ao tentarmos matematizar
um problema real qualquer envolve essencialmente tres etapas inter
relacionadas:

(i) Formulagao de hipoteses;
(i) Resolucao do problema matematico;
(iii) Interpretagao critica dos resultados obtidos;

A primeira etapa compreende a observagao do fenomeno, a definigao

das variaveis envolvidas e de suas interrelagoes.

A definigao das variaveis, por sua vez, consiste na sepa
racao das varias partes do universo em:

a) coisas cujos efeitos sao despreziveis: essas, o Modelo ignora -
sao as chamadas hipoteses simplificadoras;

b) coisas que afetam o Modelo mas cujo comportamento nao & objeto
de estudo - sao as chamadas variaveis independentes, parametros
ou variaveis de entrada;

c) coisas cujo comportamento o Modelo tenta explicar - variaveis de
pendentes ou de saida.

Essas tres categorias (variaveis despreziveis, variaveis
dependentes e independentes) sao importantes no processo de modela
gem. Se as variaveis erradas sao desprezadas, o Modelo nao sera bom;
se muitas variaveis forem levadas em consideracao, o Modelo resul
tante sera extremamente complexo e provavelmente requerira uma incrivel
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quantidade de dados.

As vezes um matematico precisa negligenciar certos efeitos
nao porque os considera despreziveis, mas simplesmente porque nao
sabe como manusea-los e, esperar que essa simplificagao nao invali
de os resultados finais.

Assim, por exemplo, quando Galileo estudou o problema da
queda dos corpos, desprezou a resistencia do ar por ser esta um efei
to secundario comparado com a agao da Gravidade. Esta € uma hipote
se que simplifica enormemente o problema pois, para considerarmos movi
mentos em meios onde a resistencia seja nao-desprezivel, como por
exemplo, na agua, devemos primeiramente saber que tipo de resistég
cia e de que elementos depende.

Esta informagao nao nos e dada pela Matematica, mas pela
Fisica.

Atualmente sabe-se que a resistencia € uma forma que atua
em conjunto com outras, tais como a forga da Gravidade, e depende de
muitos fatores como a densidade do meio, a forma e a velocidade do
objeto. Para se obter uma expressao precisa para a resistencia do
meio, todos esses fatores devem ser levados em consideragao, como &
feito por exemplo, no projeto de avioes.

Se Galileo nao tivesse desprezado este efeito ao estudar
as leis da queda dos corpos, nao teria chegado a nenhum resultado ja
que a Matematica necessaria para tratar esses problemas, nao estava
suficientemente desenvolvida naquela época.

Ao montarmos um Modelo, devemos ter em mente tambem os fins
que queremos atingir, pois e impossivel minimizar ao mesmo tempo ge
neralidade, realismo e precisao como em economia nao se consegue um
investimento que nos de ao mesmo tempo seguranca, liquidez e renta
bilidade maximas.

A definicao das variaveis e de suas interrelagoes consti
tuem as hipoteses do Modelo que devem ser formuladas baseadas em ex
perimentos e observacoes e tendo em mente o fim que queremos atin
gir.

As interrelagoes entre as variaveis, como ja dizemos, em
geral nao nos sao dadas pela Matematica mas pelas outras Ciencias-
Fisica, Quimica, Biologia, por exemplo. A Matematica contribui com
a sua linguagem.

Neste ponto chega-se naturalmente ao estudo da Teoria das
Equagoes Diferenciais que se constitui essencialmente na Tlinguagem
da Ciencia Moderna. Ha outras maneiras de tentarmos descrever o mun
do real, mas nenhuma tao flexivel, tao versatil, tao facil de mani
pular analiticamente e tao conveniente para o uso de computadores.Atra
ves das Equacoes Diferenciais. conseguimos estudar simples e rapida
mente importantes classes de fenomenos das mais diversas Ciencias.
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A segunda etapa inclui os calculos necessarios a resolugao
matematica do problema e conseqlientemente o estudo da Teoria Matema
tica necessaria a esta resolugao. Essa etapa inclui tambem o uso
de computadores para obter solugoes aproximadas onde solugoes anali
ticas nao sao possiveis.

A Ultima etapa consiste na comparagao dos resultados ted
ricos obtidos com os resultados experimentais a fim de se comprovar
a validade do Modelo e possivelmente tentarmos aprimora-lo. Se os
resultados tedricos n3ao coincidem com os experimentos ent3ao devemos
voltar as etapas (i) e (ii) para tentarmos reformular e/ou aprimo
rar o Modelo.

Esta fase & usada tambéem para tirar conclusdes e prever o
futuro.

Este € um processo dedutivo; se as hipoteses sao verdadei
ras, as conclusoes devem ser verdadeiras. Predigoes falsas implicam
que o Modelo deve estar errado em algum aspecto.

Infelizmente as coisas nao sao tao simples assim. Nossos
Modelos sao idealizados para tentar descrever fenomenos reais que
sao constituidos por processos iterativos de natureza bastante com
plexa e portanto nao se pode esperar previsoes perfeitas de Modelos
que sao apenas uma grosseira aproximagao da realidade.

Nesse caso como podemos julgar um Modelo?

Em primeiro lugar os resultados devem estar de acordo com
os dados teoricos e o senso comum, embora nao seja muito aconselha
vel se basear exclusivamente no senso comum pois ele pode estar er
rado. Deve-se comegar com predigoes faceis. Se elas sao ruins entao
volta-se as etapas (i) e (ii) e reformulamos o Modelo (ou o aprimo
ramos). Se ‘essas predigoes sao boas isso nos da o sentimento que o
Modelo se aplica aos nossos propositos. Se a precisao & mais baixa
do que esperavamos & bom tentar compreender porque, pois isso pode
estar encobrindo hipoteses falsas. As vezes & impossivel testar o
Modelo, por exemplo um Modelo para medir os efeitos de uma guerra
nuclear. Isto acontece mais freqllentemente em campos de estudo onde
as leis nao sao precisamente formuladas (Ciencias Humanas). Aqui a
experiencia € essencial.

Neste ponto o Modelo esta pronto para ser usado, mas com
cuidado! E perigoso aplica-lo cegamente a problemas que diferem gran
demente daqueles para os quais eles foram testados. Toda aplicagao
deve ser entendida como um teste para o Modelo.

As ideias aqui expostas podem ser esquematizadas no quadro
-resumo a seguir:

A etapa (i) corresponde aos quadros 1, 2 e 3, a etapa (ii)
ao quadro 4 e a etapa (iii) aos quadros 5, 6 e 7.
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1 - Problema 2 - Hipoteses 3 - Formulagao
Real - - Matematica
A do Problema
7T
d
‘/
6 - Validagao < 5 - Interpretacgao 4 - Resolugao

Y

7 - Aplicagao:
explicar
predizer
decidir

Note ainda que no esquema acima os retangulos do lado es
querdo correspondem ao mundo real, os do lado direito ao "mundo ma
tematico" e os intermediarios, as interligagoes entre essas “dois
mundos".

EXEMPLO: um modelo matematico para o controle da poténcia da vacina

de febre amarela
0 Problema Real

A febre amarela € uma doenga epidemica causada por um vi
rus e e particularmente grave em paises tropicais, por ser transmi
tida pela picada de um mosquito. Quase sempre e muito grave e pode
causar a morte em sete a dez dias.

0 método mais eficaz de combate a doenga se baseia na va
cinagao preventiva e em medidas de profilaxia para o exterminio dos
mosquitos vetores.

A vacinagao preventiva tem por objetivo provocar nos vaci
nados a formagao de anticorpos que conferem imunidade ativa.

As vacinas se preparam em laboratdorios especializados e
autorizados e sao constituidas por linfas carregadas de virus ate
nuados por processos especiais, emulsionados em solugao salina fi
siologica.

Apos a etapa de produgao, as vacinas empregadas para imu
nizagao passam por varios testes de qualidade, entre outros: o de
pH, identidade, esterilidade e potéencia.

A potencia ou titulo mede a grosso modo o conteudo viral
da vacina a fim de garantir a sua inocuidade e eficacia e € medida
experimentalmente.

0s métodos normais usados nos laboratorios para medir a
potencia sao essencialmente de dois tipos. O primeiro & o que inocu
la a vacina diluida em cobaias vivas e o método de calculo da potencia
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consiste numa relacao percentual media entre o numero de cobaias mor
tas e o tempo de sobrevida. 0 segundo consiste em inocular uma cer
ta dose de vacina diluida em cultivos celulares e a potencia & cal
culada por meio de uma razao, dada em logaritmo, entre as celulas
destruidas apos um certo tempo por diluicao empregada no processo e
por dose humana da vacina.

0s dois métodos apresentam vantagens e desvantagens em que
sao validos mas o primeiro € mais dispendioso além de exigir o sa
crificio de animais por isso, atualmente, o segundo método tem sido
mais usado nas Instituicoes que fazem este controle.

0 nosso objetivo € definir matematicamente a potencia da
vacina formulando um modelo que descreva a relagao entre as varia
veis envolvidas no segundo metodo.

Nesse meétodo o cultivo & feito em placas esterilizadas de
24 furos onde se inocula usando tres amostras diferentes de vacina,
0,1 m1 de cada diluicao empregada. Apos uma hora, tempo necessario
para que os virus penetrem nas células uma substancia gelatinosa @
adicionada para diminuir a mobilidade dos virus e garantir que 0
ataque dos mesmos esteja restrito a uma determinada regiao da pla
ca. Cinco dias sao necessarios para que seja visivel a olho nu as
lesoes caracteristicas do grupo de células mortas. 0 numero medio
de lesoes em cada diluicao € dividido pela concentragao e multipli
cado por cinco (pois a dose humana de vacina € de 0,5 ml), o loga
ritmo decimal desse numero € entao a potencia da vacina. Para que a
vacina seja eficaz concluiu-se experimentalmente que a potencia nao
deve ser inferior a 3.

Hipoteses

(i) 0s virus e as celulas nao se reproduzem durante o processo.

(ii) A taxa de variagao das celulas lesionadas depende da relagao
virus/celula. Esta relacao aumenta e o processo se torna mais
rapido, a medida em que as células morrem. Por outro lado quan
do a diluicao e fraca todas as celulas sao destruidas no tem
po em que dura o processo.

(iii) De (i) e (ii) pode-se concluir que a taxa de variagao das ce
Tulas mortas e proporcional ao numero de células mortas em ca
da instante.

(iv) 0 numero de células destruidas no instante inicial & igual ao
numero de particulas virais presentes na dose de vacina. Esta
hipotese nem sempre € verdade pois uma mesma célula pode ser
atacada por mais de um virus, mas se a diluicao for bem feita
€ bastante razoavel.

Formulagao Matematica

Seja N(t) o numero de celulas mortas num instante t dualquer
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de tempo e V o numero de particulas virais na dose de vacina. Entao
tem-se que

%% = aN

N(O) =V
Resolugdo Matematica
Resolvendo o problema de valor inicial em (3.3) tem-se que

N(t) = veot

Interpretagao

A constante de proporcionalidade o que aparece na equagao
em 3.3 € a potencia da vacina e para t = 1h tem-se:

Validagao

A potencia assim calculada concorda significativamente com
a obtida em laboratorio. Como exemplo veja os dados da Tabela abaixo.

diluicao lesoes na placa n9 medio

(particulas/ml) A B c de lesoes
]:'4 * * * *
1:16 * * * *
1:64 24 20 19 21
1.256 12 10 8 10

A, B, C amostras da vacina
* nao foi possivel contar (todas as celulas destruidas)

Volume inoculado: 0,1 ml Dose humana: 0,5 ml

Potencia calculada no laboratorio: 3.99 log/dose humana

Poténcia usando a equacao matematica: a = 3.98, onde a @&
a media dos o obtidos para cada diluigao. 0 resultado matematico foi
convertido para logaritmo decimal.

Aplicagao

A utilidade dessa equacao e permitir o processo inverso,
isto €, conhecendo a potencia requerida para que a vacina seja efi
caz (no caso a>3.0) estabelecer para cada diluicao qual deve ser o
numero minimo de células mortas no cultivo celular inoculado. Uma
tabela desse tipo evita os calculos posteriores ao experimento labo
ratorial para confirmar a eficacia da vacina.

Como funciona o Projeto
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0 projeto se divide basicamente em duas fases. Na primei
ra comum a todos os alunos, estuda-se em forma de seminarios os mo
delos classicos tais como crescimento de populagoes, propagagao de
epidemias, diluigao de substancias, circuitos elétricos e vibragoes
mecanicas. Eventualmente entre os seminarios algumas exposigoes so
bre a teoria matematica necessaria a resolugao dos problemas & fei
ta pelo professor. 0 processo de avaliacao dos seminarios & conjun
to: todos se avaliam e sao avaliados. E avaliada também a participa
¢ao da turma como um todo e um relatorio escrito & apresentado pelo
expositor.

A segunda -fase e especifica para cada aluno ou grupo de
no maximo tres alunos. E nesta etapa que projetos especificos sao
desenvolvidos seguindo o esquema:

(1) escolha do tema;

(ii) levantamento bibliografico;

(iii) leituras;

(iv) seminarios de apresentagao dos assuntos estudados ao grupo pa
ra debate e discussao;

(v) redagao final e conclusoes.

Por que o uso de Modelos para ensinar Matematica?

,Essa pergunta leva a outras indagagoes de carater filoso
fico:
- Qual o aluno que queremos formar?
- Qual o papel da Universidade - para com o aluno e para com a socie
dade?
- Qual dos aspectos da educagao (informativo ou formativo) deve ser
enfatizado?

A principal falha da Universidade nos ultimos anos, se da
pela priorizagao do seu papel informativo em detrimento do seu pa
pel formativo, isto &, a Universidade de um modo geral, tem se empe
nhado fortemente em seu papel de transmissora de conhecimentos mas
tem sido extremamente falha em formar o aluno para que ele vénha a
participar efetiva e criativamente da construgao do conhecimento cien
tifico.

Nem a Universidade, nem a Sociedade como um todo tem defi
nido com clareza o profissional que pretende formar. Por falta des
sa definigao precisa e clara e pela inexisténcia de canais que pro
movam a discussao desta questao crucial, a Universidade tem abdica
do do seu papel de construtora do conhecimento, capaz de formar pro
fissionais criativos dentro de uma perspectiva cientifica para se
ater a um papel de mera transmissora de conhecimentos que forma téc
nicos de alto nivel.

Por outro lado, as nossas aulas em geral, privilegiam a
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funcao docente de repassar conhecimentos - o professor @8 o0 centro
do processo educativo - e raramente informam como esse conhecimento
€ gerado ou se preocupa com o fato de que a educacgao Cientifica se
se supoe ser uma atividade criativa que nao pode se desenvolver por
meio simplesmente, de exposicoes e leituras de lTivros e manuais es
critos especialmente para estudantes que raramente sao postos ante
o problema de conduzir um processo de investigacao nem de aprecia-lo
com visao critica.

Esta e uma tentativa de reverter esta situagao. De criar
condigoes para que o aluno aprenda fazendo (ou redescobrindo), trans
formando-o de paciente - que & alguem que consome, aceita, guarda,
reproduz, executa e obedece - em agente do processo educativo - al
guém que pensa, critica, questiona, reflete, dirige, decide e atua.

Para atender a estes propositos pensamos em oferecer uma
atividade que permitisse a participacao ativa do aluno de tal modo
que a todos fosse dada igual oportunidade de observar, criticar, con
cluir e principalmente criar, integrando os aspectos formativo e in
formativo da educacao e deslocando o centro do processo educativo do
Professor (conseqliencia do uso puramente de metodos expositivos) pa
ra o aluno (por meio do uso de metodos ativos).

Por seu carater ativo essa educagcao & adaptada as exigen
cias tecnologicas de qualquer especie, da sociedade contemporanea -
tarefa teécnica do ensino - e por seu liberalismo e adaptada ao sen
tido da evolugao democratica - tarefa civica da educacgao.

Vantagens do Ensino por meio de Modelos

(i) Leva o aluno a redescobrir como os problemas em que estao inte
ressados surgiram, como foram primeiramente equacionados e como, a
partir desses problemas reais o conhecimento foi gerado, conduzindo-o
a "reconstruir" o caminho cientifico produtor desse conhecimento.

(ii) Motiva fortemente os alunos de outras areas para o estudo da
Matematica porque trabalha com aplicagoes e portanto promove a ilus
tragdo concreta dos principios matematicos envolvidos. '

0 estudo da Matematica toma grande parte do Curriculo do
estudante porque ela & Util como ferramenta para resolver problemas
praticos mas, exemplos dessa utilidade raramente sao mostrados nos
cursos tradicionais de Graduagao.

(iii) A partir da observagao, resolugao, discuss3ao e analise - eta
pas essenciais na formulagao de um Modelo, usando a Tinguagem de
Piaget, gera-se condigoes de desequilibrio desencadeando-se o pro
cesso assimilagao/acomodagao por meio do qual se processa a vreal
aprendizagem.

(iv) Conduz a Interdisciplinaridade do Ensino integrando as diversas
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Ciencias Fisicas e Sociais e os diversos ramos da Matematica.

Historicamente a Matematica e a Fisica sempre estiveram
interligadas mas atualmente as demais Ciencias Fisicas e Sociais
(Quimica, Biologia, Psicologia, Economia, Sociologia) e a Matemati
ca estao tendo importantes efeitos no desenvolvimento uma da outra.

A Matematica comeca a desempenhar um importante papel no
desenvolvimento da Ciencia, assim como os problemas fisicos condi
cionaram o desenvolvimento da Matematica no seculo XVIII.

Essa especie de interagao & extremamente importante para
o desenvolvimento de ferramentas matematicas proprias. Na realidade
as mais importantes ideias de Analise, Algebra, Topologia, surgiram
de tentativas matematicas de resolver problemas naturais. Nenhuma
outra forma de trabalhar coloca tao em evidencia esse aspecto de in
terligagao entre as Ciencias.

(v) Leva de forma natural ao estudo integrado da Teoria Matematica
necessaria a resolugao do problema e ao uso do computador como ins
trumento de apoio para avaliar e calcular solugoes aproximadas onde
a teoria nao & suficiente pois a busca por solugoes sugere natural
mente o uso de algoritmos e/ou métodos numéricos e estatisticos.

0 papel do Professor

Essa e uma forma ardua de trabalhar por isso o interesse
e a participagao do professor consciente do trabalho que esta reali
zando @ essencial. Por outro lado esta forma de trabalhar oferece
ao professor a vantagem adicional de se colocar no papel do aluno e
de aprender com eles.

0 professor deve:

- inicialmente selecionar os modelos;

- incentivar os alunos;

- ceder e/ou compartilhar sua lideranga;

- conduzir o estudo das questoes matematicas envolvidas;

- promover avaliagoes periodicas do trabalho.

A construcao de modelos envolve imaginagao e habilidade.
E impossivel ensinar a criar mas podemos oferecer ao aluno condigoes
para que a sua criatividade natural se desenvolva.

Observagoes e Conclusces

Este projeto faz parte do Programa de Iniciagao Cientifica
do IM-UFRJ onde varios outros projetos com diferentes objetivos sao
desenvolvidos. Dele participa um grupo de professores do Departamen
to de Metodos Matematicos e alunos de diferentes areas com grande
aceitagao e procura. Cerca de 90% desses alunos ao se formarem, tem
ingressado em cursos de Pos-Graduagao no Brasil e no Exterior com ex
celente desempenho.
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Durante o desenvolvimento do projeto nota-se grande melho
ra nos alunos de baixo e médio rendimento. Esta melhora ocorre espe
cialmente pelo convivio de alunos de diferentes areas e pelo conta
to desses com grupos de pesquisa, participacao em congressos, edi
cao dos melhores trabalhos, etc.

Este e um metodo pouco empregado por isso carece de refe
rencias, troca de informagoes e experiencias o que aumenta muito o
trabalho e responsabilidade do professor.

Ao tentarmos aplicar este metodo em turmas normais, surgem
dificuldades adicionais como limitagoes de tempo, curriculos fixos,
pouca bibliografias, turmas grandes. No entanto alguma coisa pode
ser tentada. Sugerimos a realizagao de seminarios em algum momento
do curso; o uso de modelos classicos pre-escolhidos pelo professor
que conduza ao estudo de topicos do programa do curso; utilizagao
da ajuda de monitores especialmente treinados para que técnicas di
namicas possam ser empregadas com sucesso em turmas grandes.

E um dos objetivos deste projeto também, a edigao dos me
Thores trabalhos realizados pelos alunos, o que consistira em uma
tentativa de se suprir de material bibliografico necessario ao de
senvolvimento deste metodo.
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