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RESUMO
Desde 1983. um grupo de professores do Departamento de Me

todos Matemãticos da Universidade Federal do Rio de Janeiro. preocu
pados em despertar vocações para pesquisa e estimular o espírito cie.!!
tífico nos alunos de Graduação. vêm desenvolvendo um projeto de !n~
ciação Científica de carãter extra-curricu1ar que se baseia no estu
do por meio da formulação de modelos matemiticos.

Esta atividade e oferecida nio sã a alunos de Matemitica
mas tambem a alunos de outras ireas que usam a Matemitica como fer
ramenta bisica e atende tanto ao aspecto informativo quanto ao a~
pecto formativo da educaçio pois. por ter cariter predominantemente
ativo. transforma o aluno de p,aciente em agente do processo a du ca tj
vo.

Dentro do Projeto desenvolvido os modelos matemáticos sio
usados como forma de levar os alunos a adquirirem e/ou aprofundarem
seus conhecimentos ao mesmo tempo em que reconstroem por si mesmos
todas as etapas do processo criativo que levam em ultima ani1ise ao
desenvolvimento da Ciência.

Este projeto também fornece subsidios para que um metodo
ativo semelhante possa ser pelo menos em parte. aplicado nos cursos
regulares da Graduaçio. visando a me1horia da qualidade do Ensino
da Ma temiti ca .
SUMMARY
SANTOS. A.R. dos .• 1988. One non-traditiona1 strategy the the teaching

of mathematics for the third grad·e. Ciência e Natura. 10:
13-23.
In this paper. we report a teaching experience which has

been done in Mathematics Institute of Universidade Federal do Rio
de Janeiro since 1983 by a group of teachers.

This activity has been presented as an extra-course of
Scientific Initiation and its main purpose is to deve10p the
Scientific though and the searching vocation of the undergraduated
s tudents.

In this project. mathematica1 mode1s have been used by
teachers and s tudents as a way of acqui ri ng or improving their 1earning
whi1e they rediscover by themse1ves a11 the steps on the creative
process that 1ead to scientific d~ve10pment.
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This scheme is important because it valorizes two aspects
of education - the informative and the formative one-changing the
focal point of the educational process from the teacher to the
students.

UMA ESTRATtGIA NÃO-TRADICIONAL PARA O ENSINO DA MATEMÁTICA NO 39 GRAU

O que são Modelos Matemáticos?

Um modelo, de modo geral, é tudo que tenta imitar através
de um meio qualquer (um protótipo, um mapa, uma equação matemãtica)
o que ocorre na natureza.

Os modelos devem ser adaptados e ajustados ã situação que
se quer estudar ou para qual são construldos. Por exemplo, não e na
tural se tentar achar uma determinada estrada ou rodovia em um mapa
de relevo. Esta informação deverã ser procurada (e encontrada) num
mapa rodoviãrio da região em que estamos interessados. Portanto ao
se construir qualquer modelo é importantlssimo saber com clareza o
propósito a que se destina.

Um Modelo Matemãtico, por sua vez, é uma tentativa abstra
ta e simplificada de se descrever a realidade ou uma parte dela,usa.!!
do a linguagem matemãtica.
Como se formula um Modelo Matemático

O procedimento cientlfico adotado ao tentarmos matematizar
um problema real qualquer envolve essencialmente três etapas inter
relacionadas:
(i) Formulação de hipóteses;
(ii) Resolução do problema matemãtico;
(iii) Interpretação crltica dos resultados obtidos;
A primeira etapa compreende a observação do fenômeno, a definição
das variãveis envolvidas e de suas interrelações.

A definição das variãveis, por sua vez, con s i.st e na sep~
ração das vãrias partes do universo em:
a) coi sas c uj o s efei tos são desprezivei s : essas, o Modelo ignora

sao as chamadas hipóteses simplificadoras;
b) coisas que afetam o Modelo mas cujo comportamento não é objeto

de estudo - são as chamadas variãveis independentes, parãmetros
ou variãveis de entrada;

c) coisas cujo comportamento o Modelo tenta explicar - variãveis de
pendentes ou de salda.

Essas três categorias (variãveis desprezlveis, variãveis
dependentes e independentes) são importantes no processo de model~
gemo Se as variãveis erradas são desprezadas, o Modelo não serã bom;
se muitas variãveis forem levadas em consideração, o Modelo resul
tante serã extremamente compl exo e provavelmente requeri rã uma incrlvel
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quantidade de dados.
As vezes um matemático precisa negligenciar certos efeitos

não porque os considera desprezíveis, mas simplesmente porque nao
sabe como manuseá-los e, esperar que essa sim~lificação não invali
de os resultados finais.

Assim, por exemplo, quando Galileo estudou o problema da
queda dos corpos, desprezou a resistência do ar por ser esta um efe~
to secundario comparado com a ação da Gravidade. Esta é uma hipõt~
se que simplifica enormemente o problema pois, para considerarmos mo vj
mentos em meios onde a resistência seja não-desprezível, como por
exemplo, na agua, devemos primeiramente saber que tipo de resistên
cia e de que elementos depende.

Esta informação não nos é dada pela Matematica, mas pela
F is í ca.

Atualmente sabe-se que a resfstência é uma forma que atua
em conjunto com outras, tais como a força da Gravidade, e depende de
muitos fatores como a densidade do meio, a forma e a velocidade do
objeto. Para se obter uma expressão precisa para a resistência do
meio, todos esses fatores devem ser levados em consideração, como é
feito por exemplo, no projeto de aviões.

Se Galileo não tivesse desprezado este efeito ao estudar
as leis da queda dos corpos, não teria chegado a nenhum resultado já
que a Matematica necessaria para tratar esses problemas, não estava
suficientemente desenvolvida naquela época.

Ao montarmos um t10del o, devemos ter em mente também os fins
que queremos atingir, pois é impossível minimizar ao mesmo tempo g~
neralidade, realismo e precisão como em economia não se consegue um
investimento que nos dê ao mesmo tempo segurança, liquidez e rent~
bilidade màx i ma s .

A definição das variaveis e de suas interrelações consti
tu em as hipõteses do Modelo que devem ser formuladas baseadas em ex
perimentos e observações e tendo em mente o fim que queremos atin
g ir.

As interrelações entre as va r i áv e is , como ja di zemos, em
geral não nos são dadas pela Matematica mas pelas outras Ciéncias-
Física, QUlmica, Biologia, por exemplo. A Matematica contribui com
a sua linguagem.

Neste ponto chega-se naturalmente ao estudo da Teoria das
Equações Diferenciais que se constitui essencialmente na linguagem
da Ciência Moderna. Ha outras maneiras de tentarmos descrever o mun
do real, mas nenhuma tão flexlvel, tão ve rs â t t I, tão faci 1 de mani
pular analiticamente e tão conveniente para o uso de computadores. Atra
vés das Equações Diferenciai~ conseguimos estudar simples e rapida
mente importantes classes de fenômenos das mais diversas Ciências.
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A segunda etapa inclui os c â l culos ne ces s ar i os ã resolução
matemática do 'problema e conseqüentemente o estudo da Teoria Matemi
tica necessária a esta resolução. Essa etapa inclui tambem o uso
de computadores para obter soluções aproximadas onde soluções analI
ticas não são possíveis.

A última etapa consiste na comparação dos resultados teó
ricos obtidos com os resultados experimentais a fim de se comprovar
a validade do Modelo e possivelmente tentarmos aprimorá-lo. Se os
resultados teóricos não coincidem com os experimentos então devemos
voltar as etapas '(i) e (ii) para tentarmos reformular e/ou aprimE,
rar o Modelo.

Esta fase e usada tambem para tirar conclusões e prever o
futuro.

Este e um processo dedutivo; se as hipóteses são verdade i
raso as conclusões devem ser verdadeiras. Predições falsas implicam
que o Modelo deve estar errado em algum aspecto.

Infelizmente as coisas não são tão simples assim. Nossos
Modelos são idealizados para tentar descrever fenõmenos reais que
são constituídos por processos iterativos de natureza bastante com
plexa e portanto não se pode esperar previsões perfeitas de Modelos
que são apenas uma grosseira aproximação da realidade.

Nesse caso como podemos julgar um Modelo?
Em prime{ro lugar os resultados d~vem estar de acordo com

os dados teóricos e o senso comum. embora não seja muito aconselhá
vel se basear exclusivamente no senso comum pois ele pode estar e!
rado. Deve-se começar com predições fáceis. Se elas são ruins então
volta-se as etapas (i) e (ii) e reformulamos o Modelo (ou o aprimE,
ramos), Se 'essas predições são boas isso nos dá o sentimento que o
Modelo se apJica aos nossos propósitos. Se a precisão e mais baixa
do que esperávamos e bom tentar c omp re e n de r porquê. poi s isso pode
estar encobrindo hipóteses falsas. ~s vezes e impossível testar o
Modelo. por exemplo um Modelo para medir os efeitos de uma guerra
nuclear. Isto acontece mais freqUentemente em campos de estudo onde
as leis não são precisamente formuladas (Ciências Humanas). Aqui a
experiência e essencial.

Neste ponto o Mo?elo está pronto para ser usado. mas com
cuidado: t perigoso aplicá-lo cegamente a problemas que diferem gra~
demente daqueles para os quais eles foram testados. Toda aplicação
deve ser entendida como um teste para o Modelo.

As idei as aqui expos tas podem ser esquema ti zadas no quadro
-resumo a seguir:

A etapa (i) corresponde aos quadros 1. 2 e 3. a etapa (ii)
ao quadro 4 e a etapa (iii) aos quadros 5.6 e 7.
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1 - Problema ~ 2 - Hipóteses ---?>- 3 - Formulação
MatemáticaReal do Problema

/-;r
/

/

6 - Validação ~ 5 - Interpretação f-+- 4 - Resolução

+
7 - Apl i cação:

explicar
predi zer
decidir

Note ainda que no esquema acima os retângulos do lado es
querdo correspondem ao mundo real, os do lado direito ao "mundo ma
temático" e os intermediários, is interligações entre essas "dois
mundos" .
EXEMPLO: um modeLo matemático para o controLe da potência da vacina

de febre amareLa

O Pr o b l ema Re a l:

A febre amarela e uma doença epidêmica causada por um ví
rus e e particularmente grave em países tropicais, por ser transmi
tida pela picada de um mosquito. Quase sempre e muito grave e pode
causar a morte em sete a dez dias.

O método mais eficaz de combate â doença se baseia na va
cinação preventiva e em medidas de profilaxia para o extermínio dos
mosquitos vetores.

A vacinação preventiva tem por objetivo provocar nos vaci
nados a formação de anticorpos que conferem imunidade ativa.

As vacinas se preparam em laboratórios especializados
autorizados e são constituídas por linfas carregadas de vírus
nuados por processos especiais, emulsionados em solução salina
siológica.

Após ã etapa de produção, as vacinas empregadas para imu
nizaçio passam por vários testes de qualidade, entre outros: o de
pH, identidade, esterilidade e potência.

A potência ou título mede a grosso
da vaci na a fim de garanti r a sua inocui dade
experimentalmente.

Os meto dos normais usados nos laboratõrios para medir a
potência são essencialmente de dois tipos. O primeiro é o que inocu
la a vacina diluída em cobaias vivas e o mê t o do de cálculo da potência

e
a te

fi

modo o co n t e iido
e eficãcia e e

vi ra 1
medida
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consiste numa relação percentual media entre o numero de cobaias mor
tas e o tempo de sobrevida. O segundo consiste em inocular uma cer
ta dose de vacina diluída em cultivos celulares e a potência é cal
culada por meio de uma razão, dada em logaritmo, entre as celulas
destruídas apos um certo tempo por diluição empregada no processo e
por dose humana da vacina.

Os dois meto dos apresentam vantagens e desvantagens ~ que
são vãlidos mas o primeiro e mais dispendioso alem de exigir o sa
crifício de animais por isso, atualmente, o segundo meto do tem sido
mais usado nas Instituições que fazem este controle.

O nosso objetivo e definir matematicamente a potência da
vacina formulando um modelo que descreva a relação entre as variã
veis envolvidas no segundo método.

Nesse meto do o cultivo e feit~ em placas esterilizadas de
24 furos onde se inocula usando três amostras diferentes de vacina,
0,1 ml de cada di luição empregada. Após uma hora, tempo necessãrio
para que os vírus penetrem nas células uma substância gelatinosa e
adicionada para diminuir a mobilidade dos vírus e garantir que o
ataque dos mesmos esteja restrito a uma determinada região da pl~
ca. Cinco dias são necessãrios para que seja visível a olho nu as
lesões características do grupo de celulas mortas. O numero médio
de lesões em cada diluição e dividido pela concentração e multipli
cado por cinco (pois a dose humana de vacina e de 0,5 ml), o loga
ri tmo decimal desse número e então a potência da vacina. Para que a
vacina seja eficaz concluiu-se experimentalmente que a potência não
deve ser inferior a 3.
Hipóteses

(i)
(ii)

Os vírus e as células nao se reproduzem durante o processo.
A taxa de variação das células lesionadas depende da relação
vírus/célula. Esta relação aumenta e o processo se torna mais
rãpi do, a medi da em que as c ê lu l as morrem. Por outro lado qua!:.
do a diluição é fraca todas as células são destruídas no tem
po em que dura o processo.
De (i) e (ii) pode-se concluir que a taxa de variação das ce
lulas mortas é proporcional ao número de células mortas em ca
da instante.
O numero de células destruídas no instante inicial é igual ao
numero de partículas virais presentes na dose de vacina. Esta
hipótese' nem sempre é verdade pois uma mesma célula pode ser
atacada por mais de um vírus, mas se a diluição for bem feita
é bastante razoãvel.

(iii)

(i v)

Formulação Matemática

Seja N(t) o numero de células mortas num instante t qualquer
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de tempo e V o numero de partlculas virais na dose de vacina. Então
tem-se que

dN
<IT aN

N (O) = V

Resolução Matemática

Resolvendo o problema de valor inicial em (3.3) tem-se que
N(t) = Veat

Interpretação

A constante de proporcional idade a que aparece na equação
em 3.3 e a potência da vacina e para t = lh tem-se:

a = ~n ~V

Va l i daç a o

A potência assim calculada concorda significativamente com
a obti da em laboratório. Como exemplo veja os dados da ~abela abaixo.

diluicao lesões na placa n9 medio
(partí culas/ml) A B C de lesões

1: °4 * * * *
1: 16 * * * *
1: 64 24 20 19 21
1.256 12 10 8 10

Ao, B, amostras da vaci na
* não foi possível contar (todas as células destruídas)

Vol ume inoculado: 0,1 ml Dose humana: 0,5 ml
Potência calculada no laboratório: 3.99 logldose humana
Potência usando a equação matemãtica: a = 3.98, onde a é

a medi a dos a obti dos para cada di 1ui ção. O resul tado matemãti co foi
convertido para logaritmo decimal.
Aplicação

A utilidade dessa equação é permitir o processo inverso,
isto e, conhecendo a potência requeri da para que a vacina seja efi
caz (no caso a~3.0) estabelecer para cada diluição qual deve ser o
numero mínimo de células mortas no cultivo celular inoculado. Uma
tabela desse tipo evita os cãlculos posteriores ao experimento labo
ratorial para confirmar a eficãcia da vacina.
Como funciona o Projeto
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o projeto se divide basicamente em duas fases. Na primei
ra comum a todos os alunos, estuda-se em forma de seminãrios os mo
delos clãssicos tais como crescimento de populações, propagação de
epidemias, diluição de substâncias, circuitos elétricos e vibrações
mecânicas. Eventualmente entre os seminãrios algumas exposições so
bre a teoria matemãtica necessãria ã resolução dos problemas é fei
ta pelo professor. O processo de avaliação dos seminãrios é conjun
to: todos se avaliam e são avaliados. r avaliada também a particip~
ção da turma como um todo e um relatório escrito é apresentado pelo
exposi tor.

A segunda ·fase é especifica para cada aluno ou grupo de
no mãximo três alunos. r nesta etapa que projetos especificos são
desenvolvidos seguindo o esquema:
(i) escolha do tema;
(ii) levantamento bibliogrãfico;
(iii) leituras;
(iv) seminãrios de apresentação dos assuntos estudados ao grupo p~

ra debate e discussão;
(v) redação .final e conclusões.
Por que o uso de ModeZos para ensinar Matemática?

Essa pergunta leva a outras indagações de carãter filosó
fi co:
- Qual o aluno que queremos formar?
- Qual o papel da Universidade - para com o aluno e para com a socie
dade?
- Qual dos aspectos da educação (informativo ou formativo) deve ser
enfatizado?

A principal falha da Universidade nos Gltimos anos, se dã
pela priorização do seu papel informativo em detrimento do seu p~
pel formativo, isto e, a Universidade de um modo geral, tem se empe
nhado fortemente em seu papel de transmissora de conhecimentos mas
tem sido extremamente falha em formar o aluno para que ele venha a
parti ci par efeti va e cri ati vamente da cons trução do conhecimento cien
t Tf i co .

Nem a Universidade, nem a Sociedade como um todo têm defi
nido com clareza o profissional que pretende formar. Por falta des
sa definição precisa e clara e pela inexistência de canais que pro
movam a discussão desta questão crucial, a Universidade tem abdica
do do seu papel de construtora do conhecimento, capaz de formar pr~
fissionais criativos dentro de uma perspectiva cientifica para se
ater a um papel de mera transmissora de conhecimentos que forma tec
nicos de alto nivelo

Por outro lado, as nossas aulas em geral, privilegiam a
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função docente de repassar conhecimentos - o professor é o centro
do processo educativo - e raramente informam como esse conhecimento
é gerado ou se preocupa com o fato de que a educação Científica se
se supõe ser uma atividade criativa que não pode se desenvolver por
meio simplesmente, de exposições e leituras de livros e manuais es
cri tos especialmente para estudantes que raramente são postos ante
o problema de conduzir um processo de investigação nem de apreciã-lo
com visão crítica.

Esta e uma tentativa de reverter esta si tuação. De criar
condições para que o aluno aprenda fazendo (ou redescobrindo), t ra ns
formando-o de paciente - que é alguém que consome, aceita, guarda,
reproduz, executa e obedece - em agente do processo educativo - al
guém que pensa, critica, questiona, reflete, dirige, decide e atua.

Para atender a estes propõsitos pensamos em oferecer uma
atividade que permitisse a participação ativa do aluno de tal modo
que a todos fosse dada igual oportunidade de observar, criticar, c0.!l.
cluir e principalmente criar, integrando os aspectos formativo e in
formativo da educação e deslocando o centro do processo educativo do
Professor (conseqOência do uso puramente de metodos expositivos) p~
ra o aluno (por meio do uso de metodos ativos).

Por seu carãter ativo essa educação e adaptada ãs exigên
cias tecnolõgicas de qualquer espécie, da sociedade contemporânea -
tarefa técnica do ensino - e por seu liberalismo e adaptada ao sen
tido da evolução democrãtica - tarefa cívica da educação.
Vantagens do Ensino pop meio de Modelos

(i) Leva o aluno a redescobrir como os problemas em que estão inte
ressados surgiram, como foram primeiramente equacionados e como, a
partir desses problemas reais o conhecimento foi gerado, conduzindo-o
a "reconstruir" o caminho científico produtor desse conhecimento.
(ii) Motiva fortemente os alunos de outras ãreas para o estudo da
Matemãtica porque trabalha com aplicações e portanto promove a ilus
tração concreta dos princípios matemãticos envolvidos.

O estudo da Matemãtica toma grande parte do Currículo do
estudante porque ela é útil como ferramenta para resolver problemas
prãticos mas, exemplos dessa utilidade raramente são mostrados nos
cursos tradicionais de Graduação.
(iii) A partir da observação, resolução, discussão e anãlise - eta
pas essenciais na formulação de um Modelo, usando a linguagem de
Piaget, gera-se condições de desequilíbrio desencadeando-se o pr~
cesso assimilação/acomodação por meio do qual se processa a real
aprendi zagem.
(iv) Conduz a Interdisciplinaridade do Ensino integrando as diversas
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Ciincias Fisicas e Soci~is e os diversos ramos da Matemitica.
Historicamente a Matemitica e a Fisica sempre estiveram

interligadas mas atualmente as demais Ciincias Fisicas e Sociais
(Quimica, Biologia, Psicologia, Economia, Sociologia) e a Matemiti
ca estão tendo importantes efeitos no desenvolvimento uma da outra.

A Matemitica começa a desempenhar um importante papel no
desenvolvimento da Ciincia, assim como os problemas fisicos condi
cionaram o desenvolvimento da Matemitica no seculo XVIII.

Essa especie de interação e extremamente importante para
o desenvolvimento de ferramentas matemiticas próprias. Na realidade
as mais importantes idéias de Anilise, Algebra, Topologia, surgiram
de tentativas matemiticas de resolver problemas naturais. Nenhuma
outra forma de trabalhar coloca tão em evidincia esse aspecto de in
terligação entre as Ciincias.
(v) Leva de forma natural ao estudo integrado da Teoria Matemitica
necessiria ã resolução do problema e ao uso do computador como ins
trumento de apoio para avaliar e calcular soluções aproximadas onde
a teoria nao e suficiente pois a busca por soluções sugere natural
mente o uso de algoritmos e/ou métoGos numéricos e estatisticos.
O papel do Professor

Essa é uma forma irdua de trabalhar por isso o
e a participação do professor consciente do trabalho que
zando é essencial. Por outro lado esta forma de trabalhar
ao professor a vantagem adicional de se colocar no papel do
de aprender com eles.

interesse
es ti rea 1 i

oferece
aluno e

o professor deve:
- inicialmente selecionar os modelos;
- incentivar os alunos;
- ceder e/ou compartilhar sua liderança;
- conduzir o estudo das questões matemiticas envolvidas;
- promover avaliações periódicas do trabalho.
A construção de modelos envolve imaginação e habilidade.

r impossivel ensinar a criar mas podemos oferecer ao aluno condições
para que a sua criatividade natural se desenvolva.
Observações e Conclusões

Este projeto faz parte do Programa de Iniciação Cientifica
do IM-UFRJ onde virios outros projetos com diferentes objetivos são
desenvolvidos. Dele participa um grupo de professores do Departame~
to de Metodos Matemiticos e alunos de diferentes ireas com grande
aceitação e procura. Cerca .de 90% desses alunos ao se formarem, tim
ingressado em cursos de Pós-Graduação no Brasil e no Exterior com ex
celente desempenho.
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Durante o desenvolvimento do projeto nota-se grande me1ho
ra nos alunos de baixo e medio rendimento. Esta melhora ocorre esp~
cia1mente pelo convlvio de alunos de diferentes ãreas e pelo conta
to desses com grupos de pesquisa, participação em congressos, edi
çao dos melhores trabalhos, etc.

Este e um metodo pouco empregado por isso carece de refe
rencias, troca de informações e experiencias o que aumenta muito o
trabalho e responsabilidade do professor.

Ao tentarmos ap1 i car es te mê t o c o em turmas normai s , surgem
dificuldades adicionais como limitações de tempo, currlcu10s fixos,
pouca bibliografias, turmas grandes. No entanto alguma coisa pode
ser tentada. Sugerimos a realização de seminãrios em algum momento
do curso; o uso de modelos c1ãssicos pre-esco1hidos pelo professor
que conduza ao estudo de tópicos do programa do curso; utilização
da ajuda de monitores especialmente treinados para que tecnicas di
nâmicas possam ser empregadas com sucesso em turmas grandes.

E um dos objetivos deste projeto tambem, a edição dos me
1hores trabalhos realizados pelos alunos, o que consistirã em uma
tentativa de se suprir de material bib1iogrãfico necessãrio ao de
senvo1vimento deste metodo.
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