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RESUMO
Neste trabalho, serão abordados os principais aspectos da

Teoria da Amostragem e explicitados os processos de câlculo u t i l t za
dos na determinação da amostra nos casos de amostragem aleatõria sim
ples, estratificada com distribuição proporcional e õtima.
SUMMARY
CAMARGO, M.E., 1987. Statistical Sample. Ciência e Natul'a,9:7-19,1987.

Principal aspects of sampling theory Nand calculating pr~
cesses used in determining the size of a sample, categorized and
group with proportional and optimum distribution in case of a random
sample, are presented in this paper.
INTRODUÇJ\O

Os pesquisadores de todo o mundo, na realização de pesqui
sas cientificas, em qualquer setor da atividade humúna, utilizam as
tecnicas de amostragem no planejamento de seus trabalhos, não sõ p~
la impraticabilidade de poderem observar, numericamente, em sua to
talidade determinada população em estudo, como devido ao aspecto eco
nõmico dessas investigações, conduzidos com um menor custo operaci~
nal, dentro de um menor tempo, alêm de possibilitar maior preclsao
nos respectivos resultados, ao contrãrio, do que ocorre com os tra
balhos realizados pelo processo censitârio (COCHRAN, 1965; CRUZ;
1978) .

A tecnica da amostragem, a despeito da sua larga utiliza
ção, ainda necessita de alguma didãtica mais adequada aos pesquis~
dores iniciantes. Assim, neste trabalho serão abordados os princl
pais aspectos da Teoria da Amostragem e explicitada os processos de
cãlculo utilizados na determinação do tamanho da amostra nos casos
de amostragem aleatõria simples, estratificada com distribuição pr~
porcional e com distribuição õtima. (GMURMAM, 1984; HOEL, 1962; DI
XON & MASSEY, 1969; TUKEY; Y.W., 1977).
DESENVOLVIMENTO
ESPERANÇA MATEMÁTICA DE UMA FUNÇÃO LINEAR

Consideremos uma variãvel Z que seja função linear de n
outras variãveis aleatõrias Xl' X2, Xn' isto é,

+ a Xn n
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onde os "ai" sao constantes quaisquer.
A sua esperança matemãtica ê dada por
E(Z) = alE(Xl) + a2E(X2) + .... + anE(Xn)
Representando a esperança matemãtica de E(Z) por Z e a de

E (Xi) por X, tem-se
Z = alxl + a2X2 + .... + anXn
Substi tuindo esta ultima da l~, vem
Z - Z = al(Xl - Xl) + a2(X2 - X2) + ... + an(Xn - Xn)

depois de se colocar os ai em evidência.
Fazendo,
(Xl - Xl)

pode-se escrever:
Z = Z = a 1 Wl + a 2 W2 + ..... + a n Wn
Elevando-se ambos os membros ao quadrado,
(Z - Z)2 = (alWl + a2W2 + .... + anWn)2

e desenvolvendo o 29 membro, resulta:
- 2 n 2 2(Z - Z) = 1: a,'W,. + 1: a,.aJ.W,.wJ.i= 1 i;lj

Substituindo W pelos seus valores:
- 2 n 2 - 2(Z - Z) = 1: a,' (X,, - X,.) + 1: a,.aJ. (X,, - X,.) (XJ.-XJ.)i= 1 i;lj

Tomando a esperança matemãtica de cada membro:
n

E(Z-Z) = 1: a.E(X.-X.) + 1: a.a.E(X.-X.)(X.-X.) (1)i=l ' " i;lj' J , , J J
Sendo, por definição, o coeficiente de correlação igual a

E [(X - X) ( Y - Y)]
Pij °i 0j

tem- se que
Pijoi02 E [(X - X) ( Y - Y)]

Substituindo o 20 m em bro na igualdade (1 ):

E [( Z Z)]> 2 E (Xi X. )2- a. - + a .a . p .. °i 0ji= 1 1 1 i;lj 1 J 1J

ou, sabendo que
E[(Z - 1)]2 =02 e E(X - X)2

W
O~

1
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(2 )

Se as variãveis X. e X. sao independentes duas a duas, o
1 J

coeficiente de correlação sera nulo e a fórmula S€ reduz a
2

ow
n 2
L ai
i = 1

(3 )

As fórmulas (2) e (3) permitem calcular as variâncias das
medias das amostras, tanto no caso de "extração sem reposição" qua~
to no de "extração com reposição".
MtDIA E VARIÂNCIA DA DISTRIBUIÇÃO DE MtDIAS

Extração com reposição

Seja uma população qualquer da qual se extrai uma amostra,
com reposição do elemento extraldo, de tamanho n. A media aritmeti
ca dessa amostra serâ dada por

n
X = l/n (xl + x2 + .... + xn) = (l/n) .L xi

1 = 1
e representa uma estimativa da media da população.

Extraindo-se grande número de amostras obtem-se valores di
versos para xi' nesse caso, a media aritmetica X pode ser considera
da uma variãve1 aleatória, uma vez que cada amostra extralda corres
ponde a um valor de X com determinôda probabilidade. Nessas condi
ções, pode-se escrever:

n
X = (l/n) (X1+X2+ .... +Xn) = (l/n) L (Xi)

i = 1
sendo que os Xl' X2' ... ,Xn representam agora variãveis aleatórias
e nao mais os valores obtidos numa amostra.

Tomando a esperança matemãtica de ambos os membros,

(4 )

(5 )

Assim, pelas próprias condições da amostragem E(Xi) = Xme
dia da população para qualquer que seja o lndice i.

Supondo-se que tivessem sido extraldas todas as amostras
posslveis, com reposição, de um universo determinado, poder-se-ia,
então, associar a cada extração uma certa variâve1: ã extração de
ordem 1, uma variâve1 aleatória Xl; ã extração de ordem 2, uma va
riãve1 X2; â de ordem i, uma variãve1 Xi' e assim por diante.

A variãve1 X. assumirã todos os valores x. da extração de1 1 _

ordem i em cada amostra, de modo que resulta E(X1) = X media da PQ
p~lação para qualquer um dos valores i.

Ana10gamente se mostra que as variâncias das amostras são
iguais as variâncias do universo, ou seja, 02 = 02

Para calcular a variância da distribuição das medias
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reconsidere-se a expressão dada em (4) e note-se que ela
com a variãvel Z em que todos os ai são iguais, isto e,

coincide

; a
n 1/ n (6 )

Mas, no caso de amostras com reposição, as variãveis Xl
sao independentes, o que equivale dizer que os coeficientes de cor
relação são nulos, prevalecendo, assim, a expressão dada em (3). O~
serve-se, porem, que todos os o' são iguais ã variância da popula
ção. O termo a2, em face de (6), e igual a l/n'. Substituindo esse~

1

valores em (3), resulta:

ot- L (1 / n 2) o 2

somat6rio de n termos constantes. Logo,
0t- (1 /n2) n02; 02/n

expressão que fornece a variãncia da media da amostra em função da
variãncia da população e do tamanho n da amostra. Como se vê, a va
riância da distribuição de medias e igual ã variância da população
dividida pelo numero de elementos da amostra. A raiz quadrada a am
bos os membros fornece o erro padrão da media.
Extração sem reposição

No caso de amostra sem reposição do elemento extraido, as
extraç6es não são independentes, de modo que o coeficiente de corr~
lação não e nulo, mas constante. Significa isto que se forem extraI
das todas as amostras possiveis de uma população, sem reposição, e
considerados os valores obtidos em todas as primeiras extrações co
mo uma variãvel aleat6ria Xl; os valores obtidos em todas as segu~
das extrações como uma variãvel aleat6ria X2, etc. Os coeficientes
de correlação entre Xl e X2, Xl e X3, .... Xl e Xn, X2 e X3, X2 e
X4, .... Xn_l e Xn serão iguais.

Fazendo na expressão geral (2) ai ; l/n e aj l/n e subs
tituindo o e o por o, visto que eles são constantes, e p por o, re
sul ta

01-
x

n
L (1/n)2 + 02 L (l/n) (l/n) p 02

i;l itj
isto e, todos os termos no interior de cada somat6rio são constan
teso Sendo n o numero de termos do 19 somat6rio e n(n-l) o do 29 uma
vez que no caso de extrações sem reposição não figuram elementos
repetidos, a expressão assume a forma:~

o~ ; (n /n 2 )02 + (o 2/ n2 ) p. n (n - 1)
ou, simplificando,

o; ; (o 2 / n) [1 + p (n - 1)] (7 )
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A fim de determinar o valor de p supõe-se que n = N, ou
seja, que são extraldas amostras compostas de todos os elementos da
população. Nesse caso, =rn que a amostra esgota a população, a variâ~
cia da media da amostra e nula, pois a media da amostra coincide com
a da po pu le ç à o , não havendo. por conseguinte. dispersão em torno des
sa medida.

Substituindo n por N em (7 ) e 02 por O. vemx

O =o 2/ N [1 + p (N - 1 )]
o qu e conduz, no caso de ser 02# O. a

O = 1 + p (N - 1
donde

p = -[(l/(N-l)]
Substituindo em (7) o valor de P. resulta:
o~ = 02/n[1 - (l/(N-l) (n-l)]= 02/n[1-(n-l)/(N-l)]

ou, simplificando
o~ = (02/n) (N - n)/(N - 1) (8 )

expressao que fornece a variância da media da amostra, no caso de
extração sem reposição. em função da variância, do tamanho da amos
tra e do universo. Quando N = 00 a fôrmula (8) se reduz a

o~ = 02/n
utilizãvel no caso de extração com reposição (população infinita).

Se N e muito grande e n e pequeno em relação a N a fração
(n-l) (N-l) corresponde praticamente a n/N = p, de modo que a expre~
sao anterior pode ser substitulda por

o~ = (o 2/ n) (1 - p )

onde p representa a fração de amostragem da população. Seu inverso.
N/n. fator pelo qual o valor total da amostra e multiplicado, cor
responde ao fator de expansão. Observe-se. finalmente, que quando
não hã reposição a variãncia da media e menor que quando hã reposl
ção, po s to que (N - n)/ (N - 1) e sempre inferior ã unidade.
VARIÂNCIA DAS MtDIAS

Em vez de se considerar a população como um todo indeco~
ponlvel. resultados mais satisfatôrios podem ser obtidos subdividi~
do-o em grupos ou estratos. A Amostragem feita com base nesses es
tratos constitui a amostragem estratificada. Cumpre notar qUE esses
estratos em que foi dividida a população. devem ser formados. tanto
quanto posslvel. de elementos homogêneos, de modo a reduzir ao mlroi
mo a variância dentro de cada um deles (variância interna). jã que
com a estratificação fica completamente eliminada a variância entre os
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estratos (variância externa).
Considere-se, pois, uma população de tamanho N, subdivid~

da em k estratos, contendo cada amostra Ni elementos. Representando
por Xi a media de cada estrato e por X a media da população, a ex
pressão desta será:

X L NiXil LNi = (1/N)(N1Xl + N2X2+ ..... + NkXk)
A melhor estimativa para a media da população e o valor

x que resulta ao se substituir na expressão anterior cada x pela me
dia xi de cada estrato obtida na amostra, isto ê,

X = (l/N) (N1Xl + N2X2 + .... + NkXk)
ou

X (Nl IN )Xl + (N2/N )'12 + ..... + (Nk/N )lík

Fazendo ai Ni/N e substituindo acima, resulta:
lí = a 1 Xl + a 2X 2 + + a kX k

Sendo a variância da variável aleatória Z dada por
2 = L 2 2z ai axi

no caso de serem independentes as variáveis Xi' e substituindo,

por a';' ,
vem

Sendo a variância das medias Xi' no caso de extração sem
reposição, igual a

a~ = (a iI n i) (N i - n i )I (Ni - 1)
e substituindo na expressão anterior, resulta:

k
L (Nj/N) (Ni' - ni)1 (Ni - 1) aj/ni
i = 1

a~x

ou
0.1. =

x
k
L
i = 1

ou, finalmente,
kai = 1 I N 2 L ( N i) (Ni - n i )I ( Ni - 1) (a j I n i )
i = 1

(10)

expressão que fornece a variância das medias no caso de amostragem
estratificada, na qual N representa o tamanho do universo; Ni o ta
manho do estrato i; ni o numero de elementos do estrato i e a va
riância do estrato i.
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Variância das médias no caso de amostragem estratificada com distri
buiçâo proporcional

Consiste este processo em retirar os elementos da amostra
proporcionalmente ao tamanho dos estratos em que foi dividido o uni
verso.

De modo geral, deve-se ter a seguinte relação:

(11 )

Subtra i ndo ambos os membros de Ni, resu 1 ta:

(12 )

Dividindo ambos os membros de (12) por (11):

(Ni - ni )/ni ~ Ni (1 - n/N)/ (n/N )Ni (13 )

Dividindo ambos os termos do 29 membro e simplificando o~
tem-se:

(Ni - ni )/ni ~ [(N - n )/N2
/ [(n/N2)] ~ (N - n )/n (14)

Substituindo-se Ni - 1 por Ni na formula (11), o que não
afetara sensivelmente o resultado, sobretudo se N for grande, ob
tem-sE:

ou

o~ ~ (1 /N2
) [ [Ni (Ni - ni )/niJ 0i

ou, a i n da, s u b s ti tu i n d o ( Ni - n i ) / n p e 1o seu va 1o r da d o em ( 1 4 ) :

of ~ 1 / N2 [[ Ni (N - n) / N )] o i

Passando l/N para dentro do somatorio e retirando dele
f r a ç à o (N - n )/n, que e constante, resul ta, ap ó s simpl t f í c a ç ó e s :

[(N - n)/(Nn)][[ Ni 0i/ [ NiJ (15 )

expressão que fornece a variancia das medias, no caso de amostragem

proporcional mais facilmente que com o emprego da formula (11), pQ.
rem, ai nda s u s c e t í v e l de nova simpl ifi cação. Com efei to, substi tu i n
do-se o N que figura no denominador da l~ fração por N - 1, ter-se-a:

of ~ [( N - n) / (N - 1) z Ni o i / [N i] (1 / n ) (16 )
,

Sendo a variancia total, no caso de amostragem estratifl
cada com distribuição proporcional, igual a variancia interna pode-
-se escrever:

o~
1 (17 )

ou,ainda,
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a~ = (N - n/ (N - 1) (a Í/n )
valendo notar que essa f6rmula foi deduzida para o caso de
çao finita (extração sem reposição). Para população infinita
ção com reposição), a l~ fração do 29 membro desaparece e a
sao da variância das medias se reduz a:

(18 )
po pu 1~
(ex tr~
expre~

af = aUn (19 )
Comparando-se as express6es (18) e (19) com as equivale~

tes no caso de amostragem aleat6ria simples, onde
a2 = aí + aÉ

constata-se que mediante a estratificação elimina-se a variância ex
terna.

Variância das médias no caso de amostragem estratificada com distri
buição ótima

Na ausência completa de informaç6es a respeito da variân
cia dos estratos em que foi subdividida a população, emprega-se a
amostragem proporcional vis~o que proporcionarâ resultados mais sa
tisfat6rios, que a amostragem aleat6ria simples. Conhecendo-se a va
riância dos estratos, resulta mais eficaz adotar-se a amostragem es
tratificada com distribuição 6tima. De acordo com esse criterio o
numero ni de elementos do estrato sera dado pela expressão:

(20)
onde n representa o tamanho da amostra total.

Evidentemente, se os desvios padrões dos estratos
iguais entre si, recai-se na amostragem proporcional.

Sendo E Ni ai constante, pode-se escrever
a = l/E Ni a i donde ni = a Ni a i n (21 )
Substituindo ni na f6rmula geral da variância das medias

dada em (10) resul ta:

forem

af = 1/ N 2 E Ni (Ni - a Ni a in / (Ni - 1) (ai/a Ni a in )
Substituindo Ni - 1 por Ni e simplificando, vem
a~ = 1/N2[(E Ni ai/an) - E Ni ai] (22)
Mas
í: Ni ai/a n = (l/a) (E Ni a/n)

Todavia, de (21) extrai-se
l/a = E Ni a i
Portanto,
E Ni a/a n = ENi ai(E Ni ai) n
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'Substi tuindo em (22) o valor acima obtido, apos
simplificações, resulta:

algumas

ai = (1 I n) ( L Ni a i I N ) 2 - (1 I N) ( L

Somando e s u b t r a indo f(N - n )/Nn- .
d a e x p r e s são a n te r i o r e s u b s t i tu i n d o N do 1 9

i ai I N)

L Ni ai/N
termo por

ao 29 termo
L N., vem

1

ai l/n-(LNia;lLNi)2+(N n)/Nn[(LNiai/N)]-

- (N - n)/Nn [(LNi ai/N) - l/N (L Ni ai/N)]

ou, al terando a ordem,

ai (N - n) I Nn [( L Ni a iI N)] + li n (L Ni a jl2 I L Ni -

- L Ni ai/N[(N - n)/Nn] - l/N (L Ni ai)/N (23)

Os dois últimos termos do 29 membro podem ser assim escri
to:

(L Ni ajl/N[(N-n)/Nn] + l/N

+ n I Nn)

- (LNi ai )/N{ [(N-n )Nn] +

ou

- [(L Ni ai )/N] (N/Nn) = - (L Ni ai )/Nn

Substituindo em (23), resulta: sucessivamente

ai (N-n)/Nn[(L Ni ai/N)] + l/n (LNi ai)IL Ni)2 - Ni ai/Nn

ai (N-n)/Nn (L Ni ajl/N] {[LNi ai/Nn] - [l/n (L Ni a;l LNi]l2

02-
x (N-n )/Nn (L Ni ai IN]

ou

(24 )

onde se verifica que a variância das medias da distribuição ótima e
menor do que a variância das medias da distribuição proporcional, n~
tando-se. finalmente, que a expressão

o~ = L Ni ai/Ni - (L Ni ai/L Ni)2 (25)

fornece a variância dos desvios padrões dos diversos estratos em que
foi subdividida a população.

Substituindo o 19 termo do 29 membro pelo seu valor dado
em (16), vem

a;(ot) = (N - n)1 (N - 1) [LNi ai IL Ni] In-a~/n

ou tendo em vista a expressão dada em (17):

a;(ot) = [(N - n)1 (N - 1 )]aÍ/n -a~/n (26)

no caso de extração sem reposição. 8n se tratando de universo infinito
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desaparece a l~ fração do 29 membro e a expressão anterior se reduz
a

2
°x(ot) (o~ -o~ )/n (27 )

DIMENSIONAMENTO DO TAMANHO DA AMOSTRA

Amostragem aleatória simples

Denomina-se tamanho da amostra ao numero de elementos que
constituem a amostra. Demonstra-se que a média aritmética das médias
de todas as amostras posslveis extraldas de uma população coincide
com a média aritmética da própria população, resultado que se apl~
ca a amostras de qualquer tamanho, extraldas com reposição ou sem
reposição do elemento extraido, independentemente da forma da pop~
lação.

No tocante ã distribuição das médias das amostras é opo~
tuno ressaltar dois aspectos: o de que sendo normal a população,
a distribuição das médias também serã normal, e o de que embora nao
sendo normal o universo ainda assim a distribuição das médias das
amostras é aproximadamente normal, e tanto mais próxima da normali
dade quanto maior for o tamanho da amostra.

Suponha-se que foram extraldas diversas amostras, sufi
cientemente grandes, de um universo infinito. Sendo, nesse caso, no~
mal a distribuição das médias pode-se utilizar na determinação do
tamanho da amostra a própria curva normal de probabil idade. Tomando
por base a aproximação fornecida por essa curva, facilmente se cal
culam as frações do total de amostras possiveis em que a média da
amostra defira da média do universo de um, dois, três, etc. desvios
padrões para mais ou para menos. Assim, por exemplo, sabe-se que
cerca de 68,3% das amostras dão lugar a médias que diferem da média
da população, para mais ou para menos, de um desvio padrão, cerca
de 95,4% dão lugar a médias que diferem de 2 desvios padrões e99,7%
aproximadamente, dão lugar a média que diferem de 3 desvios padrões.

Extração co~ reposição

Sendo ~ a média da população, os resultados acima exempli
ficados podem ser simbolicamente representados assim:

~~0;~~20;~::30

Desejando-se extrair uma amostra de uma população qualquer
para estudar, por exemplo, a caracterlstica idade, de tal modo que
95% das amostras extraidas nas mesmas condições não difiram da me
dia da população de mais ou menos 0,5 ano, escrever-se-ã

1 ,960 x < 0,5
De modo gera 1 ter-se-ã:
k o x <
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em que E representa um valor qualquer predeterminado.
ambos os membros ao quadrado tem-se

Elevando-se

k' o'" < E'x - (28 )
mas, sendo

0i o'/n

vem
k' o'/n < E'

donde
n .:: k' o'/E' (29 )

Ex t r !,>ão sem reposição

Nesse caso, a variância das medias e dada por
oi = (o' I n) (N - n) I (N - 1)

a qual, sub s t í tu Ioa em (28), fornece:
k'o'/n[(N - n)/(N - 1)] .::.E'
Mul tipl icando ambos os membros por n (N - 1), resul ta, su

cessivamente,
k' o' (N - n) < E' n (N - 1 )-
k' o'N - nk' o' < E' n (N - 1 )

E' n (N - 1 ) + nk' o' < k' o'N
donde, finalmente,

n > k' o' N/E' (N - 1) + k' o' (30 )

Conforme antes assinalado, a variância das medias no caso
de extração sem reposição e menor do que a variância das medias no
caso de extração com reposição, pois a fração (N - n )/(N - 1) e me
nor do que a unidade. Conseq~entemente, mediante uma amostragem alea
tória simples, sem reposição, obtem-se a mesma precisão forneci da
pela amostragem com resposição adotando-se uma amostra de tamdnho
menor, ou maior precisão para o mesmo tamanho da amostra.
Amostragem estratificadc com distribuição proporcionaL

Extr>ação com reposição

Para determinar o tamanho de uma amostra deve-se ter, se
gundo a (28):

k' o'" < E'x -

Substituindo variância da media pelo seu valor dado em
(19), vem

k' 0Í/n < E'
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do nde
(31 )

Substituindo a variãncia da media pelo respectivo
dado em (18), resulta, sucessivamente:

valor

k' (N - n)/(N - 1) (oÍ/n) :: E'

K'(N- n)al < E' (N-l) n

k'oÍN- k'oIn< E' (N-l)n
k'oí:: n [E'(N - 1) + k'olJ

ou, finalmente,
n .:. (k' a ÍNI (E' (N - 1) + k' o Í (32 )

a qual, para N infinito, se transforma na expressão (31).

Substituindo a variãncia das medias pelo seu valor dado
em (27), vem:

k'(oÍ/n) - (o~/n) 2 E'

(k'oí/n) - (k' ,,'/n) E'

k' aí - k' a' <° - n E'

ou
(33 )

Substituindo a variãncia das medias pelo seu valor
em (26), vem

k'[(N - n)/(N - 1) (oÍ/n) -o~/nJ :: E'
Efetuando a operação e multiplicando ambos os membros por

dado

n(N - 1), resulta:

k' (N - n) aí - k' °~(N - 1) < E' n (N - 1)
donde, apos algumas simplificações,

n ~ (k' aí N) - (k' o'(N - l)/E'(N - 1) + k'oÍ
que para N infinito se transforma na expressão (33).

(34 )

CONCLUSOES SOBRE OS TIPOS DE AMOSTRAGEM
Em regra, na amostragem aleatoria simples o numero de ele

mentos a extrair do universo para constituir amostra e sempre
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superior ao numero correspondente na amostragem proporcional. Na
amostragem estratificada com distribuição otima o tamanho da amos
tra ainda e menor do que na proporcional. A redução cons ideráve l que
as vezes se verifica ao passar de um tipo de amostragem para outro
encontra explicaçao no fato de as medias dos estratos apresentarem
uma grande variabilidade, bem como os desvios padrões. Conseqaent~
mente. a variância externa (entre os estratos) e muito grande. Ora,
a variancia total no caso da amostragem e lea t o r i a simples é igual
ã variância interna (dentro dos estratos) acrescida da variância e~
terna, dai o tamanho da amostra ser relativamente elevado em comp~
raçao aos outros tipos de amostragem. Na estratificada com distri
buição proporcional a variância total fica reduzida somente ã variân
cia interna. pois a estratificação elimina completamente a variância
externa. O tamanho da amostra, graças ã eliminação de uma das cau
sas de variabil idade, sofre por isso uma redução senslvel em rel~
ção ã amostragem aleatoria simples. Na amostragem estratificada com
distribuição ó t í m a , a le n de ficar eliminada a variancia externa,
ocorre t amb em a el iminação da variância dos desvios padr ó e s , o que
conduz a um tamanho de amostra aind; menor do que nos demais tipos.
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