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RESUMO

Dada uma seqliencia de numeros reais, nao necessariamente
distintos, r=(1i)?=], diz-se que um polinomio P interpola uma funcao
f em 1 quando, para cada T4 de 1, que ocorre m vezes, tem-se

Py = ¢ (), jo1,..m
onde P(J']) e f(J'1) representam, respectivamente, a derivada de or
dem j-1 de P e de f.

Define-se a k-ésima diferenca dividida de f, nos pontos
de 1, como sendo o coeficiente 1ider do polinomio de

T'i""’Tii_rk
grau no maximc k que interpola f em Tiseern Ty ke

Tendo em vista a definicao de k-ésima diferenca dividida,
inicialmente, no presente trabalho, estuda-se a unicidade do po]in§
mio de interpolacao.

A seguir, apresenta-se a definigao e algumas propriedades
da k-é€sima diferenca dividida e, finalmente, demonstra-se que, se f
& de classe cX em
[a,b], onde a =min{r,...,1,,,} e bemax{ty,. .oty b entao a defi
nicao anterior de k-ésima diferenca dividida € equivalente a

1 e, ¢
() Jdt, ...dt
L FU Tt (1 Tkt )t ot (T 7Ty) + T3ldty. . dt
‘070 ‘0
SUMMARY
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Given a sequence of real numbers, not necessarily distinc
tive, 1=(ri)?=], it is said that a polynomial P interpolates,a function
f in t© when, for each T; of t, that, occurs m times, in results

P(J-])(T.‘) :f(j-])(Ti)’ j=l,...,m

were pUI71) apg £(3-1) respectively represent the derivative of order
j-1 of P and f.
The kth divided difference of f becomes defined, in the

points of TioeeonTiLp
mial of degree of maximum k that interpolates f in Tioeees Ty e

Having in mind the definition of kth divided difference,
initially, in this paper, the uniqueness of polynomial of interpola

of 7, as being a leader coefficient of polyno
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tion is studied. Furtheron, the definition and some properties of
kth divided difference are presented, and finally it is demonstrated
the if f is at a class od CX in [a,b], where a=min{t ,...,7; 1 and
b=max{ri,...,11+k} then previous definition of kth divided difference
becomes equivalent to

1 [t t
1 k-1 (k)
f [tk(Ti+k_T1'+k-'l)+"'+ t](Ti+]-Ti) + Ti]dtk"'dt'l X
JoJo Jo
INTRODUGAO
Seja r=(1i)?=] uma seqliencia de pontos nao necessariamente
distintos.

Dizemos que um polindmio P interpola uma fungao f em 1, se
para cada t; de T que ocorre m vezes temos

P(J—]) T]) = f(J_.')(T“), 32 Ligee o o gl
1)

(
onde p(3-1) ¢ ¢(J
dem j-1 de P e f.

representam respectivamente a derivada de or

Teorema 2

Seja t= (Ti)?:} e f uma fungao dada que possui tantas de

rivadas consecutivas em cada ponto de T, quantas forem as vezes que
esse ponto ocorre em t, menos uma. Entao, existe um unico polinomio
PN(x) de grau no maximo N, que interpola f em .

DEMONSTRAGAO

Seja y=(yj)§=], k<N+1, a seqliencia formada somente pelos
pontos distintos de t. Consideremos os inteiros, mj,j=1,...,k, que
indicam respectivamente o numero de vezes que yj ocorre em t. E cla
ro que mi+...+m = N+1. Assim pela definicao 1, basta mostrar que
existe um unico polinomio

PN(x) = aptagxt.. .+ aNxN,

de grau no maximo N=m]+...+mk-1, que em cada yj, j=1,...,k satisfaz
as condigoes

(1.1) P

De fato:

Para cada j fixo, as condicoes impostas em (1.1), produ
zem mj equacoes lineares nas N+1 incognitas ags- sy Entao, fazen
do j variar de 1 até k, obtemos um sistema de N+1 equacoes lineares
com N+1 incognitas.

Indiquemos esse sistema por Ay=b, onde A e a matriz dos
coeficientes das incognitas,
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7
y = [agse...nay]

b = [f(Y]),f'(Y]),....,f(ml—])(y]),f(yz),....,f(m2_])(y2),

. T
NUN - % (mk'])(ka

Mostremos que o sistema homogeneo, Ay=0 tem somente a so
lugao trivial.

Sem perda de generalidade, fagamos f(x)=0. Assim, passamos
a procurar um polinomio p(x), de grau no maximo N, tal que

p(i-])(yj)=0, Tl ypun gy B felipes gl

Desde que, y. € uma raiz repetida de ordem mj, temos que
p(x)=a.(x-y1)m1...(x-yk)mk onde o € uma constante. Se o#0, entao p(x)
€ um polinomio de grau N+1, o que & um absurdo, pois p(x) tem grau
no maximo N. Logo, o=0 e, entao, p(x)=0 quando f(x)=0.Em particular,
a0=a]=...aN:0, e dai resulta que o sistema Ay=0 tem somente a solu
gao trivial. Portanto, Ay=b tem uma unica solugao, ou seja o polino
mio procurado existe e € unico.

Observagao 2-a

Em particular, se 1 e estritamente crescente, entao para

w(x)=(x—r1).(x-12)...(x-rN+]),

(1.2) Pyl

que € a formula de interpolagao de Lagrange (ver [1], pagina 30).
DESENVOLVIMENTO

Definigao 3

A k-ésima diferenga dividida de uma funcao f nos pontos
STk e definida como sendo o coeficiente 17der do polinomio

A; grau no maximo k, que interpola f em Tioee o Tipye
NOTACAO: f[g,...ﬂi+@
Observagao 3-a
Decorre da definigao 3, que se T€Ts < <Ts 4k entao
Tj)

3R W)

itk f(

(1.3) f[Ti,....,Ti+k

que € o coeficiente 17der do polinomio P (x) de grau no maximo k, da
do por (1.2).
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a de Newton)

o~

Proposigao ¢ (formu

Dados Tioe-- o polinomio de grau no maximo n que in

R PR
i+n
terpola uma dada funcao f nesses pontos, pode ser representado por

i
(-4 pylx) -

n-

! (x-ri)...(x-rj_])f[ri,...,Tj]

ne-+

onde, (x-rj)...(x-xs)=l se j>s e f[Ti]= ;).

DEMONSTRAGA
Seja Pk(x) o polinomio de grau no maximo k que interpola
femt.,...,15,, e P _q(x)o0 polinomio de grau no maximo k-1 que in

terpola f em t.,...,7; , 1, k=1,...,n. Assim, Pk(x)—Pk_](x) € um po

linomio de grau no maximo k que se anula em T;,...,T;,, 1, Cujo coe
ficiente 1ider € dado por f[Ti,...,Ti+k] e pode ser representado por

(1.5) P (x) - Pk_](x)=(x-ri)...(x-ri+k_])f[11,...,ri+k].
Portanto, desde que

x)=Pg(x) + [P](x) - Po(x)] +...+[Pn(x)4

’ n-1

(x)]

nl

e _ r - - B =
Po(x)=flo J+ (x-13)flty, 15,9) + (x-745)(x ri+])f[ri, Ti410Tie2 4

o H(Xx-Ts) . (x-T [T, L]
(x 11) (x 1+n_])fbk1,....,r1+n_l

e dai, resulta (1.4).
Exemplo 4-a

0 polinomio de interpolacao para uma dada funcao f nos
pontos -1,2,3,5, com f(-1)=2 f(2)=5, f(3)=1, f(5)=3 €

P3(x)=2+(x+])-(x+])(x-2)% +(x41) (x-2) (x-3) 35 .
De fato:

Por (1.4)

P3(x)=f(-1)+(x+1)f[-],2]+(x+1)(x-2)f£—1,2,3]+

+(x+1).(x-2).(x-3)f[-1,2,3,5],

por (1.3)
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f[-1,2] = _l:ll_ _f(2)
S1-2)  (241)

f[1.2,3] = —FEN f2) ,_ £(3) 5
(-1-2)(-1-3) (2+1)(2-3) (3+1)(3-2)

+

£[-1,2,3,5])= f-1) + f(2)
(-1-2)(-1-3)(-1-5)  (2+1)(2-3)(2+5)

+ f(3 . f(5 _ 35
+ - - 5+ - -3) T2

Portanto, substituindo esses valores em P3(x), obtemos o
resultado desejado.

Proposigao 6

f[ri,...,ri+k] € uma funcao simétrica de seus argumentos

TioeeoeosTi g isto e,nao depende da ordem em que eles se apresentam.

DEMONSTRAGAO

Se (Jis---adiup) € uma permutacao de (i,...,i+k), temos
que {t; ""’T1+k} {1 PRy }. Assim, pela unicidade do polino
mio de interpolagao e pe]a def%n*gao 3, temos
(1.6) f[T_i,...,'[_i+k:]= f[:Tji,...,Tji+k]

Proposigao 6

Se Ty # T4k entao

f 3 9 e eyl . PP R .
(1.7) f[Ti,__ ’T1+Kj = [T1+] T1+k] f[11, ’T1+k-1]

DEMONSTRAGAO
Consideremos os polinomios:

Pk_1(x) que interpola f em Tie1o 2Tk 3

Qk_](x) que interpola f em 1.,...,T

i j+k-1 °

Pk(x) que interpola f em TioeeosTiap »
Assim,

Pk(x)= Qk_](X)‘*(X‘Ti)---(x

Ty sk- _I)fLT 2 o ’Ti+k]
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Pk(x)= Pk_](x)w‘(x—r].”)...(x-‘.1.+k)f_T1.,... 35 okd -
Portanto

Qg OO =Pyoq () =(xmm ) ety ) T Ot ) ety VTP ]
2Ot ) O ) (T ) DT d

Logo, se f:?i,..., # 0 entao Qk_](x)-Pk_](x) tem grau k-1 e seu

-f

Ty k-

coeficiente 1ider € f[ -3Ti,) e dai decorre

: SR SRt A T A S PY R

( . - N o
(1.7 sg f Ui"""1+k-_0 eqtac Qk_1(x) Pk_]fx) e seus coef1c1entei
lideres sao iguais, isto e, fL]i""’Ti+k-lJ'fL’i+1""’ri+kJ=0 e dai

decorre (1.7).

Dados 1.,... # T para r,s E{i,...,i+k}
temos .
- - ’ki+k--f:i""’ S—],tS+]""’li+k]
(A-B) Pl siemnmalld 15n= L o
i i+k < Tr
0 corolario decorre da proposicao 6 e da propriedade de
simetria.

Se £ & 'de classe CF & 51, =7

- $3] Seer Ty EAtad,
1.9 [ 7 - 8
( Z ) fL[i""’T'i+k-J = Ty
Pela definicao 3, f:'l"“"i+k: € o coeficiente 1ider do

polinomio P (x) de grau no maximo k que satisfaz Pk(]_]%r):fﬁ-” (t)
=g [P o 5 Kbl
- - 2
Por (1.4), Ppix)=flo)e(x-m)f [ryomy g J+ Ox=m)  f gy g0 440]

kst 2
. + ...+ (x-1) f-‘i""’yi+ki'
Assim, P "(x)=k! flt.y...,7.., ], para todo x. Em particular,
(k) K (k) =i i+k-
Pk (z)=F (t) e dai decorre (1.9).
Decorre das proposicoes 6 e 7, a tecnica de calculo para
a k-esima diferenca dividida de uma funcao f em TioeeesTi ke quando

dcis ou mais de seus argumentos cocincidem.

Mostremos que

fJJ,2,3,3,3:= S f(1)-f(2) + }% f(3) + 1 £401) -
8

i £1(3) +4F"(3).

1
2
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De fato:

por (1.9) F{1,11=F"(1): £[3.3]= £'(3); £[3,3,3]= “f3) e por
(1.7)

£[1.1.2.3,3,3]= fhle1.2,3,3)- £01,2,3.3,3]

1 -3
1 f0,1,2,3]-f(1,2,3,3] £(1,2,3,3]-f[2,3,3,3]
=2 ol = )
2 1 -3 1-3

v of[1.1,2]-701,2,3] £[1,2,3]-f[2,3,3]
T e ( - .
4 1-3 1.-3

f[1.2,3]-f[2,3,3] f[2,3,3]- f[3,3,3]
+

1-3 2~ 3

=5 (- f1.1,2] + £01,2,3]+ £[1,2,3]- £[2,3,3]
+ f[,2,3]-f[2,3,3]- 2f[2,3,3]+ 2f[3,3,3])
= % (-f01.1.,2]+ 3F[1,2,3]- 4f[2,3,3]+ 2f[3,3,3])

1 f1.1]-f[1,2] f,2]-f[2,3]
== (- — 4+ 3 - - .

8 1= 2 1 -3

f[2,3]-f[3,3] 2f"(3)
-4 + )
2 -3 2

= L ema)-en2g- 2ep,2]e 3 £(2.3]4 af[2,3]-
g = % 2 2 -

-4f03,3]+ £"(3))

=l erny - 20,2 B oraa]- a60(3) + £4(3))
8 2 2

= l(f’(])_ 5 f(1)-f(2) + 11 £(2) - f(3) -4f{3)+f"(3))
8 2 1-2 i 2-3
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= Leernye 2 ey Beq2)- Mega) + X (ay-ae(3)+£7(3))
8 2 2 2 2
-5 60 1 1. s .
= L FUH (2] 4 2k FB] 4 BN~ £ (3% A FY(3)
16 16 2 8
Se f & de classe Ck em [a,b], onde
a=min*Ti,...,zi+k1 e bcmax{:i,...,~1+kﬁ entao,
t1 £
- 1 r k=1
(1.10)  fl1.seuu,t, ., ]= ) (k) )
=i i+k- 0 Jo 0 d B (T 4k Ykt
borwk B {Tg4q “Tylerglet, dt,.
DEMONSTRACAO
Demonstraremos usando ifiducao sobre k.
Para k=1,
se Ty # T entao
1
L e Tt = 1 4 -
o Lo Ty = tyhingldty = ———— | £ty {1, 0 ~yhnllnggmryey
i+l i 0
: . _‘t]:]
- o iyl Tgling
i+1 7Y [t =0
il
f(‘[iﬂ) f( 1)
i1 T
pl R N
Se =T entao
M I
i £t -r1)+r1.7dt] e | f'(r;)dt,
10 ‘0
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= £{ry) = flrgamial-

Suponhamos provado para k e mostremos que vale para k+1.
Para isso consideremos TioeeooTiikel"

10 caso

Existe j tal que 1. # T ] * Pela propriedade de sime

J i
tria, podemos fazer S.P.G., Ts ok 1

(1“] (tk_] lftk

i+k+1° assim,

(k+1) B .
e ] 0 e (i ™ Tid* BTk ) e
3= i) Jo

L+ tl(Ti+1-Ti)+Tintk+1'dtk L dt]
L LR I S R PP Sy SR spu I L S
o ; S R RS B EY SRS AU I B EASS TR
7| | A dt, ...t
nlo  Jo Tiek+l T ik [
b =0
1 (t t

= L { ! { k-]f(k)& (% -1 Yenzt
- K\ Tieke1 Thiak-1/T0

Tieksl TNik fo fo )y

c Ty ) mijdtk Tl

i 1
Ny It
o I R LU SRR v
Yiekel Tk JO JO I i+ i+k-
* b (rgy -ty)ingddy, a4ty
. Iy Tk Tiakad” Pl Tid T 5
= Tl 2Tisk+1d -

Tivk+l T T4k
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Observe que as duas uUltimas igualdades, provem respectivamente dahi
potese de inducao e de (1.8).

20 caso

Nao existe j tal que Tj # Tigka]? logo 1.=1

J
Y j, j=i,...,i+k. Assim,

1 [t [t
e k o(k+1) o -
‘. | ans T [tm(rm” ‘i+k)+...+t](1i+]-.i)+ri]dtk+]...dt]
oo 0
{] {t] {tk (][t] [tk
‘ (k+1) _ (k1)
‘ !0 . f (1)dty q.--dty = f (1) \ [P dt ,q---dt,
JO )0 0j0  jO
k+1) 1 -
£ (1) ———— = flt ,. ..y, .
(k+1) ! - 1+k+1]

Exemplo 9-a
No exemplo 8-a, usando a definicao por integral obtemos

- r [ f
£0.1,2,3,3,3]= [V /5 [t [t3 [ty f(s)(t3+t2+l)dt5...dt

Jo Jo }0 o Jo 1

CONSIDERAGODES FINAIS

A teoria das diferencas divididas e um instrumento que ser
ve de base para o estudo dos polinomios Splines, os quais sao muito
utilizados na aproximagao de fungoes.

Geralmente os autores definem diferenca dividida atraves
do coeficiente 1ider do polinomio de interpolacoes ou atraves de in
tegrais multiplas, sem a preocupacao de mostrar a equivalencia das
suas definigoes.

Neste trabalho, demonstramos esta equivaléncia.
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