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RESU~10

Dada uma seqUência de numeros reais. não necessariamente

distintos. T=(Ti)~=l' diz-se que um polinõmio P interpola uma função
f em T q ua n d o , para cada, i de • que ocorre m vezes. tem-se

p(j-l)(t.) = f(j-l)(_). j=l •...• m
1 1

onde p(j-l) e f(j-l) representam. respectivamente. a derivada de or

de m j - 1 de P e de f .

Define-se a k-êsima diferença dividida de f , nos pontos
Ti •...• Ti+k de T. como sendo o coeficiente l Ide r do p o l i n óm í o de
grau no máxime k que interpola f em i.··· '-i+k.

Tendo em vista a definiçao de k-êsima diferença dividida.
inicialmente. no presente trabalho. estuda-se a unicidade do polin~
mi o de interpolação.

A seguir. apresenta-se a definiçao e algumas propriedades
da k-êsima diferença dividida e. finalmente. demonstra-se que. se f
ê de classe Ck em

~a.bJ. onde a =mi n Ti.···. i+kl e b=max{ i •... "i+kl. então a defi
niçao anterior de k-êsima diferença dividida ê equivalente a

r 1 (t 1 r t k-lI ... 1
. O J O . O

SUMMARY

GAZZONI. A. and GAZZONI. A.T.F .• 1934. Oivided difference. Ciência
e Natura. 6:31-40. 1984.

Given a sequence of real n umb e r s , not necessari ly d i s t i n c
tive. T=(Ti)~=l' it is said that a polynomial P interpolates.a function
f in - when. for e a c h i of T. th a t , occurs m times. in results

p(j-l)() =f(j-l)(T.). j=l •...• m
1 1

were p(j-l) and f(j-l) respecti vely re p r e s e n t the derivative of order
j-l of P and f.

The kth divided difference of f becomes defined. in the

points of -i.· ..• i+k of • as being a leader coefficient of polyn~
mial of degree of maximum k that i n t e rp o l a t e s f i n i •...• Ti+k.

Havi ng i n mi nd the defi ni ti on of k th di vi ded di f f e r-e n c e ,
i n i t i a l l y , in this p a p e r , the uniqueness of polynomial of i n t e r p o l a
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tion is studied. Furtheron, the definition and some properties of
kth divided difference are presented, and finally it is demonstrated
the if f is at a class od Ck in [a,bJ, where a=min{T., ... ,T. k} and

1 1 +
b=ma x Lr , ,... ,Ti+k} t he n previous definition of kt.h divided difference
becomes equivalent to

INTRODUÇJlO
u e: fini ção

Seja F(Ti )~=l uma seqUência de pontos não necessariamente
distintos.

Di zemos que um polinômio P i.n t e rp o l a uma função f em T, se
para cada Ti de T que ocorre m vezes temos

p(j-l)(Ti) = f(j-l)(Ti), j=l, ... ,m.
onde p(j-l) e f(j-l) representam respectivamente a derivada de or
dem j -1 de P e f.

Teol'ema 2

. ()N+l f - d d . dSeja T= Ti i=l e uma funçao a a que pOSSUl tantas e
rivadas consecutivas em cada ponto de T, quantas forem as vezes que
esse pontu ocorre em T, menos uma. Então, existe um unico polinõmio
PN(x) de grau no mãximo N, que interpola f em T.
DEMONSTRAÇÃO

Seja y=(y.)k_l, k<N+l, a seqUência formada somente pelosJ J- -pontos distintos de T. Consideremos os inteiros, mj,j=l, ... ,k, que
indicam respectivamente o numero de vezes que Yj ocorre em T. E cla
ro que ml+ ... +mk = N+l. Assim pela definição 1, basta mostrar que
existe um unico polinõmio

de grau no mãximo N=ml+ ... +mk-l, que em cada Yj' j=l, ... ,k satisfaz
as condi ções
( 1. 1 )

De fato:
Para cada j fixo, as condições impostas em (1. 1), prod~

zem mj equações lineares nas N+l incógnitas aO' ... ,aN0 Então, f a ze n
do j variar de 1 até k, obtemos um sistema de N+l equações lineares
com N+l incõgnitas.

Indiquemos esse sistema por Ay=b, onde A é a matriz dos
coeficientes das incógnitas,
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y

b

Mostremos que o sistema homogêneo, Ay=O tem somente a so
1ução trivial.

Sem perda de genera1i dade, façamos f(x)=O. Assim, passamos
a procurar um p o l i n om i o p(x), de grau no máximo N, tal que

(i-1)( )-0 '-1 e '-1 kP Yj-,l-, ... ,mj J-, ... ,.

Desde que, y. ~ uma raiz repetida de ordem m·, temos quem J m J
p(x)=a.(x-Y1) l.,,(x-Yk) k onde,~ uma constante. Se a#O,então p(x)
~ um po1inômio de grau N+1, o que ~ um absurdo, pois p(x) tem grau
no mà x t rno N. Logo, a=O e, então, p(x)"O quando f(x) O. Em particular,
aO=a1= ... aN=0, e daí resulta que o sistema Ay=O tem somente a s o l u
ção trivial. Portanto, Ay=b tem uma única soluçao, ou seja o po1in~
mio procurado existe e ~ único.

Ol:oe "varã, 2-a

Em particular, se 1 ~ estritamente crescente, então para
w(x)=(x-T1)· (x-T2)'" (x-1N+1),

(1.2)

que e a fôrmu1a de interpo1açao de Lagrange (ver [lJ, pagina 30).

DESENVOLVIMENTO

A k-ésima di f e re n ç a dividida de uma função f
'i, ... ,Ti+k, ~ definida como sendo o coeficiente l i de r
de grau no mà x í mo k , que interpo1a f em Ti"" ,Ti+k.

NOTAÇAO: f[Ti""'Ti+kJ

nos pontos
do po1inômio

Obs e "varão J-a

Decor~e da definiçao 3, que se Ti<1i+1<" .<1i+k, então

( 1 .3)

que ~ o coeficiente l i de r do po1inômio Pk(x) de grau no máximo k, d~
do por (1.2).
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Dados Ti"" ,Ti+n, o polin~mio de grau no miximo n que i~
terpola uma dada funçao f nesses pontos, pode ser representado por

(1.4)

Seja Pk(x) o polin~mio de grau no máximo k que interpola

f em i"" '-i+k e Pk_l(x) o p o l i n om i o de grau no máximo k-l que i~
terpola f em Ti"" ,Ti+k_l' k= I , ... ,n. Assim, Pk(x)-Pk_l(x) ê um p~
l i n ómt o de grau no máximo k que se anula em Ti"" ,Ti+k-l, cujo coe
ficiente l í de r ê dado por f[Ti , ,Ti+kJ e pode ser representado por

( 1. 5 ) P k ( x) - P k _ 1 ( x ) = ( x - Ti) ( x - T i + k _ 1 ) f [T i ' ... , T i + kJ .

Portanto, desde que

temos

e daí, resulta (1.4) .

..' ,..... :z-Q

o polin~mio de interpolação para uma dada função f nos
pontos -1,2,3,5, com f(-1)=2 f(2)=5, f(3)=1, f(5)=3 ê

P3(x)=2+(x+l )-(x+l )(x-2)2 +(x+l )(x-2)(x-3) 354 Tl

De fato:

Por (1.4)

P 3 (x) =f (-1) + (x+ 1) f ~-l ,2 =+ (x+ 1) (x- 2) f [-1,2,3>

+ ( x + 1 ) . ( x - 2) . ( x - 3 ) f :- 1 , 2 , 3 , 5J '

por (1.3)
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f [-1 .2 i1:..!.L + ~ = 1
(-1-2) (2+1)

f[-1.2.3J
f(-l) + _--,-f..l..( -'=..2 )1--

(2+1)(2-3)
+ f( 3) 5- 'f

(-1-2)(-1-3) (3+1)(3-2)

f [- 1 .2.3. 5J = f ( -1 )
(-1-2)(-1-3)(-1-5)

+ __ ---'-f..l..(.=.2.L) __ +
(2+1)(2-3)(2+5)

+ f~3~ f(5j 35
(3+1)( - )(3-5) + (5+1)(5-2 (5-3) = 77.

Portanto. substi tuindo esses valores em P3(x). obtemos o

resultado desejado.

Proposiç2o 5

f[Ti •...• Ti+kJ é uma função simétrica de seus argumentos

Ti , ...• Ti+k' isto é,não depende da ordem em que eles se apresentam.

DEI10NSTRAÇÃO

que

mio

Se (ji , ...• ji+k) é uma permutação de (i •...• i+k), temos

{T·, ...• T. k}= {T. , ... ,T· }. Assim. pela unicidade do po1in.§.
1 . 1 + _ Ji J i + k _

de lnterpo1açao e pela deflnlçao 3. temos

(1. 6)

Proposição 6

Se Ti F Ti+k' então

( 1. 7)

Dé'MO/lSTRAÇÃO

Consideremos os po1inômios:

P k - 1 (x)

Qk - 1 (x)

P k (x)

que interpo1a f em Ti+1 , ... ,Ti+k

que interpo1a f em Ti , ... ,Ti+k-1

que interpo1a f em Ti J' •• ,T i +k

Assim,

Pk(x)= Qk_1(x)+(x-Ti)·· .(x-Ti+k_1)fLTi•··· ,Ti+kJ
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e

Portanto

° k - 1 ( x ) - P k - 1 ( x ) = ( x - Ti) ... ( x - , i + k _ 1 ) . ~- ( X-1 i ) + ( X-1 i + k ) J. f ~i , ... , li +k=

=(X- i)"'(X - i+k-1)'('i-Ti+k) f~Ti, ... ,li+k='

Logo, se fi"'" i+k=' O entao 0k_1(x)-Pk_1(x) tem grau k-1 e seu

coeficiente líder é f= i"'" i+k-1>f= i+1 , •.. ,Ti+k= e da, decorre

(1.7) se f='i"'" i+k= ° entac Qk_1(x)=Pk_1(x) e seus coeficientes

lideres sao iguais, isto é, f= i"'" i+k_1J-f='i+1.· .. '1i+k==O e da,
decorre (1.7).

o a dos i' . ..• i + f • c om r 1- S P a r a r, s E i, ... , i + k I

temos

(l. 1) - i ' .... i-k-
f ., i •...• r-l' ::......,~~-...!..+_k_=_-_f_=_i_·_·_.. , s-l' s+ 1' ..:.i.:...+kc...-

- T r

O coro1ãrio decorre da proposiçao 6 e da propriedade de

simetria.

Se é de classe Ck e l+k e n t a o ,

( l. 9) f i ' ... ,T i +k--

Pela de f i n i c a o 3. f i "

polinômio Pk(x) de grau no máx1mo

i ' 1 • • k + 1

k- é O coeficiente líder do
1 + -. ( i-1) li-1 \

que s e t í v f a z p. ()=f I ( )

2 r -
PO r (1. 4 ), P k ( x ) = f ( ) + ( x - - ) f 1=1i' i + 1~ + ( x - ) f _Ti ' 1 i + 1 ' 1 i+ 2~

+ ... + (x- )kf= i'· ..• i+k-'

As sim, P k (f ) ( x ) = k ' f ., i ' . ..• i + k=' P a r a to d o x. Em p a r t i c u 1 a r ,

P k ( k ) ( - ) = f ( k ) ( - ) e daí d e c o r re (1. 9) .

Decorre das proposicoes 6 e 7, a tecnica de cálculo para

a k -é s t ma d i f e r e n c a dividida de uma funçao f em Ti , ... , i s k ' quando

dois ou mais de seus argumentos ccinc1dem.

f1ostremos que

(1.1,2,3,3,3> 5
16

f ( 1 ) - f ( 2) + +k f ( 3) + 1 f' ( 1) - 1 f' ( 3) +.lf" ( 3) .
8 2 8
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De fato:

"( 3)por (1.9) f=l.(=f'(l); f).3j= f'(3); f).3.3J=-y----

(1. 7)
e por

f -1 1 Z 3 3 3- f"l. 1 • Z.3.3:- f:1. Z. 3.3.3=
_ ••••• "= 1-3

f=1.1.Z.3>f=1.Z.3.3= f:1.Z.3.3]-f:Z.3.3.3_

Z 1 - 3 1 - 3

f~l.l.Z=-f~l.Z.( f~1.Z.3]-flZ.3.3]
(-------

4 1 - 3 1 - 3

f=1.Z.3]-fCZ.3.3] f[Z.3.3]- f[3.3.3]
+--------

1-3 Z-3

8 1-Z 1-3
( - + 3 ---------

f=Z.3>(3.( 2f"(3)
- 4 + - __ )

Z - 3 Z

-4(3.3:+ f"(3))

1 (f' ( 1) _ 5
8 2

=1•2J + Ll f ~2.3> 4f ' ( 3) + f" ( 3 ) )
Z

~(f'(l)- 5 f(l)-f(Z) +.!.l f(Z) - f(3) -4f';3)+f"(3))
8 Z 1-Z Z Z-3
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.!(f'(l)+ 5 f(l)- ~f(2)- .!.!f(2) + 11 f(3)-4f'(3)+f"(3))
8 2 2 2 2

5 f(1)-f(2) + 11 f(3) + 1 f'(l)- 1 f'(3)+ 1 f"(3).
16 16 8 2 8

Se f ê de classe Ck em > ,b=, onde

a=min i" .. , i +k e b=ma x i'" . i +k entao,

(1. 10)
·1 t1

f i"'" i + k- , O ' O

+ •.. +

D i:, : l?Ai;'A.

Demonstraremos usando i~ducao sobre k.

Para k=l,

se - F i+1 entao

.1

JOf'=t1(Ti+1-
i+ 1

--'--- f=t1(liol-1 _Ti)+ ;-
Ti+ 1 -Ti

=f =- i' i+1 - •

Seoi= i+l então

r 1 '1

f'=t1(Ti+1 -Ti)+Ti=dt1 f'(Ti)dt1
J O ) O
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Suponhamos provado para k e mostremos que vale para k+l.

Para isso consideremos Ti, ... ,Ti+k+l.

19 caso
Existe j tal que Tj f 'i+k+l' Pela propriedade de sime

tria, podemos fazer S.P.G., 'i+k f 'i+k+l' assim,

r
l

r
tl

'i+k+l -'i+k ) O )0 io

'i+k+l - i+k
(k) r _

f Jk( i+k - i+k-l)+"'+
iO )0 )0

i+k+l i+k
f =1 i' ... " i +k+ 1= .
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Observe que as duas ~ltimas igualdades, provem respectivamente da hi
p ó t e s e de i nduçao e de (1. 8).

29 caso
Não existe j tal que 'j to 1i+k+l, logo = 1

V j, j=i ,... ,i +k. Assim,

(tk
(k+l)O f ()dtk+l·· .dtl

)

dtk+ 1 ••.dtl
j O

(k+ 1) :

.. "f ....,.<- 1

o exemplo 8-a, usando a definiçao por integral obte~os

CO SIDERAÇOES FINAIS
A teoria das diferenças divididas é um ir.strumento que ser

ve de base para o estudo dos polinõmios Splines, os quais sao muito
uti 1 i zados na aproximaçao de funçóes.

Geralmente os autores definem diferença dividida através
do coeficiente líder do polinõmio de interpolaçoes ou através de i~
tegrais m~ltiplas, sem a preocupaçao de mostrar a equivalência das
suas definiçoes

este trabalho, demonstramos esta equivalência.
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