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RESUMO
A noção de sistema axiomãtico supõe as noções de propri~

dade efetiva e de regra efetiva. De fato, tem-se que saber se uma
seqUência de simbolos é ou não um axioma ou se é ou não a aplicação
correta de uma regra. Como a Teoria das Funções Recursivas estuda
essas noções de propriedade efetiva e regra efetiva, sua aplicação
ao estudo de sistemas axiomãticos possibilita demonstrar resultados
profundos.

Neste trabalho, aplica-se a teoria de funções recursivas
ao sistema lógico mate~ãtico Aritmética Elementar, para mostrar que
o conjunto de sentenç' falsas constituem uma teoria indecid;vel e
não axi omãti ca.
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The notion of axiomatic systems assumes the notions of

effective property and effective rule. In fact, what we really want
to know is if a given sequence of symbols is an axiom or if it is
not a correct application of a rule. Effective property and effective
rule are subject to the recursive function theory. Therefore, the
application of this theory to dxiomatic systems leads to the demons
tra ti on of important resul ts.

The present work, deals with the application of recursive
function theory to the logical systems elementar arythmetic, in
order to demonstrate that a set of false statments constitutes an
un decidable theory and is not axiomatic.
INTRODUÇJlO

Pela técnica de G6del de designar numeros a simbolos e a
séries finitas de simbolos, ver (4) e (7), todos os problemas que
dizem respeito a sistemas lógicos matemãticos tornam-se problemas
que dizem respeito a conjuntos de inteiros. Em particular, um co~
junto de fórmulas constitui um sistema axiomâtico se o corresponde~
te conjunto de numeros de Gôdel é recursivamente enumerâvel. O sis
tema axiomãtico e decidivel se esse conjunto e recursivo, indecidi
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vel se ele não ê recursivo. A existência de sistemas axiomãticos in
decidlveis e assim equivalente ã existência de conjuntos recursiva
mente enumerãveis que não são recursivos.

Entende-se por um conjunto Recursivo, um conjunto que po~
sui uma função caracterlstica recursiva. Isto quer dizer, um conju~
to A e recursivo se e somente se existe uma f'unção recursiva f tal
que

Vx, xEA-f(x) = 1 e xEA >f(x) O,
onde J e c conjunto complementar de A.

Intuitivamente, A e recursivo se existe um procedimento
efetivo para decidir, dada algum x, se ou não x€A.

Um conjunto A e Re c ure i.uame n t:e Enume ràv el: se A = cp ou se
existe uma função f recursiva t a l que A e igual a imaç,em de f. Intui
tivamente, isto quer dizer que existe um procedimento efetivo para
listar os membros do conjunto. Aqui, uma função n-esima cujo doml
nio e o conjunto de todas as n-uplas e chamada Funç50 total.

Para os propósitos deste trabalho, salienta-se os seguin
tes resul t a do s , ver (2) e (3), onde A e um conjunto qualquer:.

i) se A e recursivo, então A e recursivamente enumerãvel.
ii) A e recursivo se e somente se A e A são ambos recursi

vamente enumerãveis.
iii) A ê recursivamente enumerãvel se e somente se A e o do

mlnio de uma furção recursiva cp
(Isto e, (3x) (A = domlnio de <px)).

iv) A e recursivamente enumerãvel se e somente se A e a ima
gem de uma função parcial recursiva.
(Isto e, (3x) (A = imagem de <px)).

v) O conjunto K = {x/<Px(x) e convergente} ={x/xE~x} e re
cursivamente enumerãvel mas nao recursivo, onde Wx e o
domlnio de <px(x).

Embora o conjunto K seja recursivamente enumerãvel, demons
tra-se em (2), que K não ê recursivamente enumerãvel. Dando-se um
sentido construtivo ao fracasso do conjunto K em ser recursivamente
enumerãvel Post, define a importante classe dos conjuntos criativos
e produtivos, ver (6).

Um conjunto A e Produtivo se existe uma funçao ~ recursi
va parcial tal que

(VX)(\lxCA => (I/!(x) ê convergente, l/!(x)€A-Hx)).
I/!ê chamada uma função produtiva parcial para A.

Um conjunto A e criativo se
a) A ê recursivamente enumerãvel, e
b) J ê produtivo.
Salienta-se os seguintes resultados, ver (3) e (5), onde

A e um conjunto qualquer.



25

i) se A é produtivo. então A é nao recursivamente enumera
ve 1.

ii) se A é criativo. entao A é nao recursivo.
iii) se A é produtivo. então A tem UM subconjunto infinito

recursivanente enumerãvel.
iv) A é produtivo se e somente se existe UMa funçao recur

siva total f tal que a é produtivo. com f sendo uma fun
ção produtiva parcial.

v) A é =omp í e tam e n t:e pr, dutivo se existe uma funçao recur
siva f tal que para todo x. ou
f(x) € "x-A ou f(x) € A-Wx'
f é chamada uma funçao completa para A.

vi) K é completamente produtivo com ÀX(x) como função pr~
dutiva completa.
Pa ra x € W x >x e K e x e [,x -- x € K.
pela definição de K.

TERMINOLOGIA
Nesta secção introduz-se alguma terminologia para a apl~

caçao da teoria das funçoes recursivas ao sistema lógico Aritmética
Elementar.
OfF 'i!,'Â Ch a mam-se "-rmulaa l" F rma ,as de um sistema lógico fo.!:

malizado. que denota-se por fbfs. a uma certa classe
de series fin~tas de simbolos obtidos de um certo alfabeto básico.

As fbfs sao especificadas neste sentido quando existe um
procedimento efetivo para decidir que séries finitas sao fbfs e que
series finitas nao o sao. Na investigaçao de UM sistema lógico. as
fbfs c on s t i tu i a classe de objetos básicos de estudo.
EXt:f.IPW 1. De fi n i ç a o 1( fbfJ na

a) O alfabeto o constitui-se de
b) Uma serie finita de simbolos

--,p o) (---.

Definição de fbf:
1) Po.Pl .P2.··. sao fbfs.
2) Se A e fbf entao. ( e fbf.
3) Se A e B sao fbfs entao. (A~ B) e tambem fbf.
4) Cláusula extrema. sã são fbfs aquelas séries finitas de simbolos

do alfabeto ~ cuja condiçao de ser fbf se pode demonstrar usando

-gi 'a J. 5nun'ia~ s

---,. ~-> •• ); Po·Pl·P2··· ..
do alfabeto (> e. por exemplo:

1). 2). e 3).
Assim.

i) (P2 P3) é fbf. pois P2 e P3 sao fbfs pela cláusula 1)
e (P2 ">P3) é fbf por 3)

ii) -,P2.P3) não é f b f pois. para isto tem-se que aplicar 2) ou
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3). ~'as, a cláusula 2) não se aplica pois, o s Imb o lo --. não ap~
rece e 3) também não pois, isto exigiria que o s í mb o lo = fos
se fbf porém, não é o caso.

Se uma fbf não tem variaveis livres, diz-se que é uma
sentença. Na interpretação intuitiva, as sentenças correspondem as
proposições verdadeiras ou falsas.

Para aplicar os conceitos da teorla das Funções Recursi
vas pode-se usar um cõdigo para as fbfs. Limita-se a discussão a co
aigos que são aplicações sobre N. Assim,
DEFInIçlo 2. O inteiro que esta associado com uma fbf sob um cõdigo

é chamado o númepo de G8del dessa fbf.
Assume-se como usual que as operações de codificar e des

codificar são efetivas.
Seja um sistema lõgico dado. Então, um cõdigo associa com

cada conjunto de fbfs um conjunto de inteiros. Por outro lado, seja
um conjunto de fbfs dado. Então, alguma propriedade recursiva inva
riante que vale para o conjunto de numeros de G~del obtidos sob u~
cõdigo, valera também para o conjunto de numeros de G6del obtidos
sob algum outro código. Portanto, propriedades recursivas invarian
tes podem ser diretamente associadas com conjuntos de fbfs. Pode-se
falar, por exemplo, de um conjunto recursivo de fbfs, ou de um con
junto produtivo de fbfs.

Em um sistema lõgico particular, por exemplo, um conjunto
de fbfs pode ser distinguido como "demonstravel" sob certas regras
especlficas de prova, ou outro conjunto de fbfs pode ser distingu~
do como "verdadeiro" sob alguma definição de verdade, usualmente
nao construtiva. Um conjunto de fbfs assim distinguido é muitas ve
zes chamado uma Teopia.

Demonstra-se, em (1), que as fnfs de uma teoria podem ser,
muitas vezes, listadas. Este é o caso quando a teoria consiste das
fbfs "demonstrãveis" sob certas regras formais de prova. Assim,
DPFI.vrÇÃO J. Uma teoria, isto ê, um conjunto de fnfs, é Axiol"atizá

ve7 se ela pode ser efetivamente listada, ou melhor di
to, se ela é recursivamente enumeravel.

Similarmente,
DEFInIçÃO 4. Uma teoria é dita ser decid{vel se ela é recursiva.

A existência de conjuntos recursivamente enumerãveis, mas
nao recursivos, semelhantes a K como definido acima, sugerem
sibilidade que certas teorias axiomatizaveis bem conhecidas
dem ser decidíveis. O teorema de Church, ver (2), mostra que
demonstraveis da lógica quantificacional formam um conjunto
indecidlveis.

Vé-se a seguir, que as fbfs deraon s t rà ve i s da Aritmética

po~
não p~

as fb fs
de fbfs
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Ele~entar, sob algu~as das váriós axiomatizações usuais tambe~ for
mam um conjunto de fbfs indecidivel.
o SISTEflA LÓGICO ARIHIETICA ELO:ENTAR

Consi dere-se agora, um sistema loq i co e s pe c i f i co, a Ar irmé
tica Elementar.

As sentenças da A r t t.nét t ca Elementar sao as fbfs que PE-
dem s~r construldas por:
a) s Imb o l o s variáveis para inteiros nao nesativos, +, x, 0,1, ...
b) quanti fi cadores s e n t e n c i ai s --,,/\ , V, = , < ~,

c) toda a variável em uma sentença deve ser ligada por algum quant~
fi c a do r .

Por exemplo, (Y a)(--, a = 2-· (3b) a = b x b), e uma sen
tença que cria a asserçao falsa de que todo inteiro diferente de
e um quadrado.

Por um caminho direto e inteiramente de acordo com nossa
intuiçao, e posslvel definir o conjunto de sentenças verdadeiras da
AritmÉtica Elementar. Essa teoria, o conjunto de sentenças verdade~
r a s , e chamada 1-, !,','i e ",e/,l,lr' ~. t: ,~;,--:. i', ,'. Assim, pode-se falar
de sentenças verdadeiras e sentenças falsas. Assume-se essa defini
çao de verdade tenha sido dada. Inesperadamente, uma vasta varieda
de de afirmações combinadas podem ser expressas dentro da Aritmeti
ca Elementar.

Em particular, pode-se encontrar uma expressao F com uma
so variável na o quantificada tal que, quando sibstitui-se o nune r a l

o em lugar da variável não quantificada, a sentença resultante, denE-
tada por Fx ' afirma intuitivamente, que xoEK. ~Iais precisamente, es
t a b e l e ce= s e "

x E k <,

xe <

O seguinte

~ (F x

(Fx
lema é

e verdadei ra), e
ê falsa)< =v'> ((-, Fx) e verdadeira)
básico nessa discussao.

. t
M. (S recursi vo /\ AnS produ ti v o ) '> A produti vo

Seja \Ix igual ao dominio de uma funçao parcial
,. Suponha-se UxCA. Distingue-se dois casos.

i) ,lxnS = -t "~JxC A - S. Pela produtividade de AnS existe um
objeto x tal que ,,(x) é convergente e ~(x) E AnS-:lx

recursiva

ii) wxnbt~. Dado Wx existe y tal que wy=uxns. Pela produtividade de
AnS existe uma função 'y tal que ~(y) é co n ve ro e n t e e '!'(y)EA-1"'x.

que existe uma funçao

Seja B recursivo e AnB produtivo com res~e~
to a uma função parcial recursiva Prove-se
parcial recursiva ~ tal q i.e se IlxCA ~'~(x) e
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convergente e ~(x) E A-Wx' Aqui ~x ~ igual ao domlnio de uma funçao
parcial recursiva cujo lndice ~ x.

Como B ~ recursivo, wxnB é recursivamente enumerãvel
existe uma funçao recursiva 9 tal que UxnB = Wo(x)' pela tese
Church, ver (2). Além disso, Wg(x)CAnB. Por co~seguinte -g(x) é con
vergente e o/g(x) € AnB - Wg(x)' Logo, o/g(x) € A.

Suponha-se que fg(x) E Ux' cono além disso
tão fg(~) € W IlB = II ( )' tias isto, c on t ra d i z ox 9 x
'g(x) ~ Ug(x)' Por conseguinte, f~(X) e Hx'

Logo definimos t(x) = ~g(x); ~ uma funcao produtiva p~
ra A e portanto, A é produtivo.

c.q.d.

e
de

Yg ( x) € B,
f a to de

en
que

LEI·IA z , Os conjuntos de sentenças:
a) {F/x E N}
b) {Fx/X e K}

é produtivo.

ê recursivo.
{F /F e falso}x x Fx ~ verdadeira;

DEMONf"TRAÇÃ ?a,>a <1). De fato, dado um inteiro qualquer pode-se d~
cidir se e ou nao o numero de G~del da sen

tença Fy para algum y inteiro. Pela Tese de Church o conjunto
Ign(Fx) / x E NI e recurslvo,

onde gn ~ o numero de GOdel de Fx'
Ir. t) De fato, como para cada x E N pode-se calcular o

número de G~del de Fx' obtém-se o conjunto.
A = ign(Fx) / Fx ê falso} = ign ((-, Fx))/Fx ê verdadeira)
Seja WxCA. Mostra-se que existe uma funçao recursiva pa!

cial ~(x) tal que o/(x) € A - Wx'
Pela propriedade 1, existe uma funçao recursiva parcial ç

b i u ni v o ca , mas não sobre, assin definida <t>(x)=gn(Fx)' tal que ·(R)=A.
Pela tese de Church existe uma funçac recursiva 9 tal que .-l(Ux)=
= W ( )ci<. Por hipótese, existe a funçao identidade I, que é produ

9 x -
tiva para K, tal que Ig(x) € K - Wg(x)' Logo, define-se f(x)=~lg(x),
que ê funçao produtiva para A. Portanto, A é produtivo.

c . q . d.
A s s um in do o 1e mal po d e -s e a p 1 ica r o 1em a Bã s ico para ob ter

o seguinte teorema.
(a) As sentenças verdadeiras da Aritmética Elementar for

mam um conjunto produtivo e portanto, não recursivo.
(b) As sentenças falsa. rl, ~·itm~tica Elementar fornam um

conjunto produtivo.
c • /' 7 .) Se j am
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A conjunto de sentenças verdadeiras da Aritmetica

mentar.
B conjunto de sentenças da Aritmética Elementar do tipo

(--.Fx),x€N.

Ele

AnB conjunto de sentenças da Aritmética Elementar do tipo
(-. Fx) que são verdadeiras.

Pelo lema 1, B é recursivo e AnB é produtivo, então pelo
Lema Bãsico segue que A é produtivo.

Pal"a b) Mesmo r a c i o ci n í o da demonstração para a), veja (1).
c. q. d.

CONCLUSIIO
o conjunto de sentenças verdadeiras e o conjunto de sente~

ças falsas da Aritmetica Elementar constituem uma teoria indecid;
vel e não axiomãtica. Isto é, o conjunto de sentenças verdadeiras e
o conjunto de sentenças falsas da Aritmética Elementar não são nem
axiomatizãveis, e nem decid;veis.
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