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RESUMO

A nogao de sistema axiomatico supoe as nogoes de proprie
dade efetiva e de regra efetiva. De fato, tem-se que saber se uma
seqlléencia de simbolos € ou nao um axioma ou se e ou nao a aplicagao
correta de uma regra. Como a Teoria das Fungoes Recursivas estuda
essas nogoes de propriedade efetiva e regra efetiva, sua aplicacgao
ao estudo de sistemas axiomaticos possibilita demonstrar resultados
profundos.

Neste trabalho, aplica-se a teoria de funcoes recursivas
ao sistema l1ogico matematico Aritmetica Elementar, para mostrar que
o conjunto de sentenc: falsas constituem uma teoria indecidivel e
nao axiomatica.

SUMMARY

CENTENARO, I.F., and CENTENARO, M.H.F., Recursive function theory
applied to the logical system elementar arythmetic. ciéncia
e Natura, 6:23-29, 1984.

The notion of axiomatic systems assumes the notions of
effective property and effective rule. In fact, what we really want
to know is if a given sequence of symbols is an axiom or if it is
not a correct application of a rule. Effective property and effective
rule are subject to the recursive function theory. Therefore, the
application of this theory to axiomatic systems leads to the demons
tration of important results.

The present work, deals with the application of recursive
function theory to the logical systems elementar arythmetic, in
order to demonstrate that a set of false statments constitutes an
un decidable theory and is not axiomatic.

INTRODUGAO

Pela tecnica de GBdel de designar numeros a simbolos e a
series finitas de simbolos, ver (4) e (7), todos os problemas que
dizem respeito a sistemas 10gicos matematicos tornam-se problemas
que dizem respeito a conjuntos de inteiros. Em particular, wum con
junto de formulas constitui um sistema axiomatico se o corresponden
te conjunto de numeros de G8del & recursivamente enumeravel. 0 sis
tema axiomatico e decidivel se esse conjunto e recursivo, indecidi
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vel se ele nao € recursivo. A existéncia de sistemas axiomaticos in
decidiveis & assim equivalente a existéncia de conjuntos recursiva

mente enumeraveis que nao sao recursivos.

Entende-se por um conjunto Recursivo, um conjunto que pos
sui uma fungao caracteristica recursiva. Isto quer dizer, um conjun
to A & recursivo se e somente se existe uma fhngio recursiva f tal
que

¥x, xXEA == f(x) = 1 e x€A =— f(x) = 0,
onde A & ¢ conjunto complementar de A.

Intuitivamente, A € recursivo se existe um procedimento
efetivo para decidir, dada algum x, se ou nao x€A.

Um conjunto A € Recursivamente Enumerqvel se A=¢ ou se
existe uma funcao f recursiva tal que A € igual a imagem de f. Intul
tivamente, isto quer dizer que existe um procedimento efetivo para
listar os membros do conjunto. Aqui, uma funcao n-eésima cujo domi
nio & o conjunto de todas as n-uplas €& chamada Fungdo total.

Para os propositos deste tr&ba]ho, salienta-se os seguin
tes resultados, ver (2) e (3), onde A € um conjunto qualquer:.

i) se A & recursivo, entao A e recursivamente enumeravel.

ii) A @ recursivo se e somente se A e A sao ambos recursi
vamente enumeraveis.

iii) A € recursivamente enumeravel se e somente se A € o do
minio de uma furgao recursiva ¢
(Isto &, (3x) (A = dominio de ¢x)).

iv) A & recursivamente enumeravel se e somente se A €aima
gem de uma funcao parcial recursiva.
(Isto e, (3x) (A = imagem de ¢x)).

v) 0 conjunto K = {x/¢x(x) € convergente} =(x/x€Hx} e re

cursivamente enumeravel mas nao recursivo, onde Hx e o
dominio de o (x).

Embora o conjunto K seja recursivamente enumeravel, demons
tra-se em (2), que X nao € recursivamente enumeravel. Dando-se um
sentido construtivo ao fracasso do conjunto K em ser. recursivamente
enumeravel Post, define a importante classe dos conjuntos criativos
e produtivos, ver (6).

Um conjunto A e Produtivo se existe uma fungao ¢ recursi
va parcial tal que

(VX)(HXCA —— (y(x) & convergente, W(x)EA-UH ).

Y e chamada uma fungao produtiva parcial para A.

Um conjunto A € criativo se

a) A e recursivamente enumeravel, e

b) A & produtivo.

Salienta-se os seguintes resultados, ver (3) e (5), onde
A €& um conjunto qualquer.
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i) se A & produtivo, entao A & nao recursivamente enumera
vel.

ii) se A & criativo, entao A e nao recursivo.

iii) se A e produtivo, entao A tem um subconjunto infinito
recursivamente enumeravel.

iv) A @ produtivo se e somente se existe uma funcgao recur
siva total f tal que a € produtivo, com f sendo uma fun
¢ao produtiva parcial.

v) A @ completamente produtivo se existe uma fungao recur
siva f tal que para todo x, ou
f(x) € W, -A ou f(x) € A-W .
f € chamada uma fungao completa para A.

vi) X & completamente produtivo com Ax(x) como funcao pro
dutiva completa.

Para x € wx —= x £ Ke x £ “x — x € K,
pela definicao de K.

TERMINCLOGIA

Nesta seccao introduz-se alguma terminologia para a apli
cacao da teoria das funcoes recursivas ao sistema 10gico Aritmetica
Elementar.

DEFINI¢A0 1. Chamam-se #drmulas Bem Formadas de um sistema logico for
malizado, que denota-se por fbfs, a uma certa classe
de series finitas de simbolos obtidos de um certo alfabeto basico.
As fbfs sao especificadas neste sentido quando existe um
procedimento efetivo para decidir que séries finitas sao fbfs e que
series finitas nao o sao. Na investigacao de um sistema logico, as
fbfs constituil a classe de objetos basicos de estudo.

EXEMPLO 1. Definigao de fbfs na léogica de enunciados

a) 0 alfabeto o constitui-se de — , =—=, ( , ); PosPysPps-e--

b) Uma serie finita de simbolos do alfabeto o e, por exemplo:

—P,) (—
Definicao de fbf:

1) PosPysPos--- sao fbfs,

2) Se A e fbf entao, (—A) e fbf,

3) Se A e B sao fbfs entao, (A== B) e tambem fbf,

4) Clausula extrema. SO0 sac fbfs aquelas séries finitas de simbolos
do alfabeto o cuja condigcao de ser fbf se pode demonstrar usando
1), 2), e 3).

Assim,
i) (p2 %»p3) e fbf, pois Py © Dy sao fbfs pela clausula 1)
e (p, = p3) e fbf por 3)
ii) ( »pz,p3) nao e fbf pois, para isto tem-se que aplicar 2) ou
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3). Mas, a clausula 2) nao se aplica pois, o simbolo — nao apa
rece e 3) tambem nao pois, isto exigiria que o simbolo = fos
se fbf porem, nao € o caso.

Se uma fbf nao tem variaveis livres, diz-se que @ uma
sentenga. Na interpretacao intuitiva, as sentencas correspondem as
proposicoes verdadeiras ou falsas.

Para aplicar os conceitos da teoria das Funcoes Recursi
vas pode-se usar um codigo para as fbfs. Limita-se a discussao a co
digos que sao aplicacoes sobre N. Assim,

DEFINICAO 2. 0 inteiro que esta associado com uma fbf sob um codigo
e chamado o numerc de GBdel dessa fbf.

Assume-se como usual que as operagoes de codificar e des
codificar sao efetivas.

Seja um sistema logico dado. Entao, um codigo associa com
cada conjunto de fbfs um conjunto de inteiros. Por outro lado, seja
um conjunto de fbfs dado. Entao, alguma propriedade recursiva inva
riante que vale para o conjunto de numeros de Gbdel obtidos sob wum
codigo, valera tambem para o conjunto de numeros de Gddel obtidos
sob algum outro codigo. Portanto, propriedades recursivas invarian
tes podem ser diretamente associadas com conjuntcs de fbfs. Pode-se
falar, por exemplo,-de um conjunto recursivo de fbfs, ou de um con
junto produtivo de fbfs.

Em um sistema logico particular, por exemplo, um conjunto
de fbfs pode ser distinguido como "demonstravel" sob certas regras
especificas de prova, ou outro conjunto de fbfs pode ser distingui
do como "verdadeiro" sob alguma definicao de verdade, usualmente
nao construtiva. Um conjunto de fbfs assim distinguido & muitas ve
zes chamado uma Teoria.

Demonstra-se, em (1), que as fnfs de uma teoria podem ser,
muitas vezes, listadas. Este € o caso quando a teoria consiste das
fbfs "demonstraveis" sob certas regras formais de prova. Assim,

DEFINIGAO 3. Uma teoria, isto e, um conjunto de fnfs, & Axioma
vel se ela pode ser efetivamente listada, ou melhor di
to, se ela e recursivamente enumeravel.
Similarmente,

DEFINIGAO 4. Uma teoria & dita ser decidivel se ela & recursiva.

A existencia de conjuntos recursivamente enumeraveis, mas
nao recursivos, semelhantes a K como definido acima, sugerem a pos
sibilidade que certas teorias axiomatizaveis bem conhecidas nao po
dem ser decidiveis. 0 teorema de Church, ver (2), mostra que as fbfs
demonstraveis da logica quantificacional formam um conjunto de fbfs
indecidiveis.

Vé-se a seguir, que as fbfs demonstraveis da Aritmetica
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Elementar, sob algumas das varias axiomatizacoes usuais tambem for

mam um conjunto de fbfs indecidivel.
0 SISTEMA LDOGICO ARITMETICA ELEMENTAR-

Considere-se agora, um sistema logico especifico, a Aritme
tica Elementar.

As sentencas da Aritmetica Elementar sao as fbfs que po
dem ser construidas por:

a) simbolos variaveis para inteiros nao negativos, +, x, =, 0,1,...

b) quantificadores sentenciais —,/\,V , —, «—>,

c) toda a variavel em uma sentenca deve ser ligada por algum quanti
ficador.

Por exemplo, (¥ a)(— a = 2 = (3b) a = b x b), € uma sen
tenca que cria a assercao falsa de que todo inteiro diferente de 2
€ um quadrado.

Por um caminho direto e inteiramente de acordo com nossa
intuicao, e possivel definir o conjunto de sentengas verdadeiras da
Aritmetica Elementar. Essa teoria, o conjunto de sentencas verdadei
ras, e chamada teoria elementar dos numeros. Assim, pode-se falar
de sentencas verdadeiras e sentencas falsas. Assume-se essa defini
cao de verdade tenha sido dada. Inesperadamente, uma vasta varieda
de de afirmacgoes combinadas podem ser expressas dentro da Aritmeti
ca Elementar.

Em particular, pode-se encontrar uma expressao F com uma
so variavel nao quantificada tal que, quando sibstitui-se o numeral
X, em lugar da variavel nao quantificada, a sentenca resultante, deno
tada por Fx , afirma intuitivamente, que xOGK, Mais precisamente, es
tabelece-se®

PROPRIEDADE | xEk<—> (F e verdadeira), e
xg <— (F & falsa)e—> ((—F,) e verdadeira)
0 seguinte lema e basico nessa discussao.

LEMA BASICcO (B recursivo A ANB produtivo) == A produtivo
DEMONSTRAGAO INFORMAL

Seja Mg igual ao dominio de uma funcao parcial recursiva
Y. Suponha-se HXCA. Distingue-se dois casos.

i) wxﬂB = ¢ ::»NXC A - B. Pela produtividade de ANB --—> existe um
objeto x tal que ¥(x) € convergente e ¥(x) € ANB-U .

ii) Nxﬂb#¢. Dado HX existe y tal que W =Han. Pela produtividade de

ANB existe uma funcao ?y tal que ¥(y) e converaente e W(y)EA-H{

DEMONSTRACAO (formal) Seja B recursivo e ANB produtivo com respei

to a uma funcao parcial recursiva . Prove-se

que existe uma funcao parcial recursiva ¢ tal que se HXCA —> ¢(x) e
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convergente e ¢(x) € A-HX. Aqui U € igual ao dominio de uma fungao
parcial recursiva cujo indice e x.

Como B & recursivo, W.NB € recursivamente enumeravel e
existe uma funcao recursiva ¢ tal que U NE = Ng(x), pela tese de
Church, ver (2). Além disso, W (X)CAnB. Por conseguinte Yg(x) € con
vergente e ¥g(x) € ANB - W x)* Logo, ¥g(x) € A.

Suponha-se que Yg(x) € “x’ como alem disso ¥g(x) € B, en
tao ¥g(x) € W.NB = |
¥g(x) g W

!g(x) Mas isto, contradiz 0 fato de que
g(x) Por conseguinte, ¥Yo(x) € HX.

Logo definimos 4(x) = ¥a(x); e uma funcao produtiva pa
ra A e portanto, A @ produtivo.

€. q.8s
LEMA 1. 0s conjuntos de sentengas:
a) {Fx/x € N} e recursivo.

b) {Fx/x ¢ K} = {Fx/Fx e falso}l = {(— Fx) / Fx e verdadeira!
€ produtivo.

DEMONSTRAGAO Para a). De fato, dado um inteiro qualquer pode-se de
cidir se & ou.nao o numero de Gbdel da  sen
tenca Fy para algum y inteiro. Pela Tese de Church o conjunto

{gn(F,) / x € N} "e recursivo,
onde gn & o numero de Godel de F_.

Para b) De fato, como para cada x € N pode-se «calcular o
numero de GBdel de Foo obtém-se o conjunto.

A= {gn(F ) / F, e falsol = {gn (== (F ) 4/ e verdadeira}

Seja WXCA. Mostra-se que existe uma fungao recursiva par

cial ¥{x) tal que ¥(x) € A - wx.
Pela propriedade 1, existe uma funcao recursiva parcial ¢
biunivoca, mas nao sobre, assim definida @(x)=gn(Fx). tal que ¢(K)=A.
-1 N
(W)=

Pela tese de Church existe uma funcac recursiva g tal que ¢
cK. Por hipotese, existe a funcao identidade I, que & produ

=W,
tivg\;gra K, tal que Ig(x) € K - W (x)" Logo, define-se ¥(x)=¢Ig(x),
que e funcao produtiva para A. Portanto, A e produtivo.

€ . Gsidi

Assumindo o lema 1 pode-se aplicar o lema Basico paraobter

0 seguinte teorema.

TEOREMA (a) As sentencas verdadeiras da Aritmetica Elementar for
mam um conjunto produtivo e portanto, nao recursivo.

(b) As sentencas falsas da Aritmetica Elementar formam um
conjunto produtivo.

Para a) Sejam
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A = conjunto de sentencas verdadeiras da Aritmetica Ele
mentar.

B = conjunto de sentencas da Aritmetica Elementar do tipo
(—r FX)’ x € N.

ANB = conjunto de sentencas da Aritmetica Elementar do tipo
(— Fx) que sao verdadeiras.

Pelo lema 1, B @ recursivo e ANB & produtivo, entao pelo
Lema Basico segue que A e produtivo.

Para b) Mesmo raciocinio da demonstragao para a), veja (1)
c.q.d.

CONCLUSAO

0 conjunto de sentencas verdadeiras e o conjunto de senten
cas falsas da Aritmética Elementar constituem uma teoria indecidi
vel e nao axiomatica. Isto €, o conjunto de sentencas verdadeiras e
o conjunto de sentengas falsas da Aritmetica Elementar nao sao nem
axiomatizaveis, e nem decidiveis.
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