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RESUMO
Por meio da expansão em multipolos, chegou-se ao conceito

de "momento de multipolo". São dados exemplos de momentos de multi
polos. A partir dos mesmos foi definido o "tensor momento de qua
drupolo". Partindo da distribuição clãssica de cargas p(r') e da e2:
pansão do potencial em sêrie de Taylor, onde um dos termos da expa~
são evidencia o momento de quadrupolo, construiu-se a Hamiltoniana
clãssica em termos de quadrupolo. A expressão quãntica HQ para HQ
foi obtida, substituindo-se a densidade c lâs s i c a de carga p(r') pelo
operador pOP, que descreve a situação real em uma distribuição nao
contínua de cargas.

Usando a tecnologia dos coeficientes de Clebsh-Gordan e
os tensores irredutíveis calculou-se os elementos de matriz de HQ.
Desenvolvida a relação que permite calcular os elementos de matriz
da hamiltoniana quãntica, aplicou-se a relação obtida a um caso em
que se aplica um campo forte sobre um átomo, obtendo-se uma relação
particular para o cãlculo dos níveis energeticos da interação qu~
drupolar.

Fez-se uma aplicação para um ãtomo ou íon de estado
mental 2S1/2' e spin nuclear 3/2 num campo magnetico forte,
do-se a abertura de níveis para a interação quadrupolar.

A interação quadrupolar foi examinada no efeito Mtlssbauer
para diferentes exemplos.
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SUMMARY

SCHNEIDER, S., 1982. Quadrupole interaction and its correlaction with
the Mtlssbauer effect. Ciência e Natura(4):1-20.
By means multipole expansion, we guess the concept of

"multipole momento. They are given examples of multipole moments .
We start of them to define the "quadrupole moment tensor". By starting
from the classical chargedensity distribution p(r') and from the
potential expanded in a Taylor series, in which one one of the terms
allows us to see the quadrupole moment, we construct a classical
Hami ltonian in terms of quadrupole. The quantum-mechanical expression
HQ por HQ is given, by substitution of the classical charge density
p(r) by an operator p(op), which describes adequately the real con
figuration in a non-continuous charge distribution. By use of the
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Clebsh-Gordan tecnology-coefficients with the irredutible tensors,
the matrix-elements of HQ was calculated. lhe relat~on develloped,
which allows the calcule of the matrix-elements of HQ' this is used
for an application to a specific case, of a strong magnetic field
excerted on an atom. It is obtained a particular rela~ion, for cal
culati~g the energy levels of quadrupolar interaction. lhe sequent
purpose was to work out an application for an atom or ion in the
fundamental state 2S1/2' and nuclear spin 3/2 in a strong magrietic
field. lhe result was a splitting in energy levels for the quadrup~
lar interaction.

lhe quadrupolar interaction was examined in correlation
of the Massbauer-Effect in different examples.

INlRODUÇllO
Ao estudar-se os fenômenos nucleares nao se podem consid~

rar somente as interações magnéticas do núcleo com suas vizinhança~
Considerando o efeito sobre a carga nuclear esta determina as órbi
tas eletrônicas e onde o núcleo estã situado na môlécula. Deve-se
também levar em conta alguns efeitos elétricos sobre a energia ne
cessãria para reorientar o núcleo. Que estes efeitos existem pode
ser visto ao considerar-se um núcleo não esférico. Suponhamos que
ele seja algo alongado e que seja atuado pelas cargas mostradas na
Figura 1.

+q +q

(o) (b)

Figura 1. (a) Um núcleo de forma alongada no campo de quatro cargas,
+q sobre o eixo x; -q sobre o eixo y. A configuração de
(b) é energeticamente mais favorãvel porque põe as cargas
positivas nas extremidades da forma alongada mais proximas
das cargas negativas.

A Figura l(b) corresponde a uma energia mais baixa, por
que tem colocado os tipos de carga nuclear positiva mais próximas
às cargas externas negativas. Hã, portanto uma energia eletrostãti
ca que varia com a orientação nuclear. Naturalmente, girando o nu
cleo de extremidade ã extremidade, não afeta a energia eletrostãtl
ca. ConseqOentemente, para núcleos de spin 1/2 a energia eletrostãtl



3

ca não abre a degenerãncia mio
Aqui desenvolve~os uma teoria mais quantitativa, por meto

de uma descrição em termos da densidade de carga clássica, do nu
cleo, p,. Obteremos uma resposta quãntica substituindo o p clássico
pelo seu operador quãntico.

Conseq~entemente, construímos o Hamiltoniano de quadrup~
10 que calculamos. Os resultados quantitativos serão relacionadosao
efeito M6ssbauer, por meio de exemplos apresentados.

DESENVOLVIMENTO
Expansão em Multipolos

Consideremos uma distribuição de cargas caracterizada por
p(t'); por hipótese, p(r');O apenas no interior de uma esfera de
raio R, centrada em uma origem conveniente.

Uma das maneiras possíveis de se escrever o potencial de
vido a p(r') é em termos de harmônicos esféricos, conforme Jackson
(2) :

.•. l 411 Ylm(9,4»<I>(r)= E E -- qlm
l=O m=-l 2l+ 1

A expressão [~ é chamada EXPANSKO EM MULTIPOLOS; para
1=0, temos o monopolo; para 1=1, temos o dipolo, etc ...

Nosso interesse aqui é a determinação das constantes q1m.
Para isto, podemos usar outra expressão para o potencial:

usarmos agora a expansão de 1 em harmônicos esféricos, a obse
tenção do~ qtm será imediata: It-r' 1

1 1 1 r< 1
[3 J411 E E Y*1W(9',4>')y1m(9,4»,

I~_~, 1 1=0 m=- 1 U+ 1 r> ul

Nesta expressão consideraremos r<=r' e r>=r, levando em
(2) 1

E E 1 1
21+1711=0 m=-1

os que são chamados "MOMENTO DE MULTIPOLO".
Exemplos de cálculo de q1m

Para calcularmos os q1m' necessitamos evidentemente, do
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conhecimento dos Y~m' alguns dos quais estão listados a seguir:

~=o ~=l

~=2 1 r,s 2 2i<j> li5 i<j>Y22 =4il 1** sen S ~ ; Y2l =- l-irif sene cose ~ ;

II (3 cos2s _ 11ITf "Z "Z

Teremos então

Aqui usamos a definição de momento de dipolo elétrico:

. Mas r'sene ~i<j>= r' senS cos<j>+ ir' senS sen<j> = x' - iy'

1 r15]
q 2 2 = 4rr L"2IT

[X'-iY"y dv'

Porque r,2 sen2e ~2i<j>= (r'sene~i<j»2 , 2
(x -iy') =

r conveniente agora definirmos o tensor momento de quadr~
polo:

Teremos:

Q22=J(3x ,2_r,2)p(r' )dv'; etc ...

Então:

Analogamente, obteremos:
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übs e rvaçâo : sendo Yt,_m(8,Q»=(-l)m YR:,.J8,Q», teremos:
*qt,m=(-l)mqt,m ' desde que a densidade de cargas seja real.

HAMILTONIANA CLJSSICA

Suponhamos que a distribuição de cargas p(r') esteja sUJe~
ta a um potencial devido a fontes externas. A energia de interação
entre este potencial e p(r'):

V(r') pode ser expandido em série de Tay10r em torno de uma origem
conveniente:

V(r' )= V(O) + 1: x' a v + 1 1: x ~x ~ a2v + ... [9]
(l ax' T." i,j 1 J ax!(l r=O r'=O(l 1

Observando x ' av -+-, -+- -+-, Êr' =0, podemosque 1: -r. V =-r ,
i 1 ax! r'=O1 r=O

reescrever os doi s ií1timos termos de [9J:
1 ar . (1 ~V(r)= V(O) - r', Ê - r. 1: x lx : _1 + 10
. i . 1 J ax :,J i

Na reg1ao livre de cargas, v,Ê=O. Em particular para onos
so campo externo, na região de nosso interesse, isto é sempre verda
de. Podemos então, subtrair do último termo de Gª a expressão n~
1a

-}r2v.Ê(O):

V(r')=V(O)-r'. Ê(O) - i- .1:.(3xjx : - r,2óij~ (0)+... [11J
1,J J 1

levando 11 em 8 , virã:

-+-Ê 1 .5.W=V(O)q-p. (O) - o .1:. Qij (O) + ...
1 ,J axj

Estas forma de escrever a energia tem a vantagem de
trar as diversas interações: carga e potencial, d í polo=c amp o ,
drupo10, gradiente do campo, etc.

De [1~ , podemos tirar í med i.at ame n te a Hamiltoniana
pondente ao termo de quadrupo10:

mos
qu~

corres
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[13JHQ = 'O 1: Qij ~i ,j 1

EXPRESSÃO QUÃNTICA PARA O HQ
Para obtermos o operador H , devemos substituir a densida

de clássica, p(r), pelo operador p(opp, que descreve a situação real
em uma distribuição não contínua de cargas. E fácil compreender que
tal situação é descrita por:

() Z -.._)- r,:1p op = e 1: 6(r,Kk)' para um núcleo atômico,0~
k=l .

onde temos:

e=carga dos prõtons; k=índice para os prõtons (k=l,2 ... Z).

Levando [l~ na definição de Qij' virá

Q .. (oP)=f ax : X~ - ôijr,2 ~ eô(r'-p')dv'lJ 1 J k=l k

Q .. (oP)=e 1: (3xik xj k - ôij r,2) [15J1 J k

Com [15J ' podemos escrever:
- 1 1: Qij (op) ~ (16JHQ = o i ,j a x ~

1

Nosso proxlmo passo será o cálculo dos elementos
triz de HQ' A representação que usaremos será caracterizada
seguintes números quânticos:

1. Momento angular total do núcleo:

de ma
pelos

2. As (21+1) componentes de I:m
3. Conjunto de todos os outros numeros quânticos que nao

interessa especificar aqui: T
Como estamos interessados apenas na reorientaçâo espacial

do núcleo para um dado estado de energia, necessitamos apenas eleme~
tos diagonais em 1 e T. Assim, os elementos procurados serão da for
ma:

< T

Entretanto, para o cálculo destes elementos,
coeficientes de Clebsh-Gordan, o conceito de tens ores
e o teorema de Wigner'Eckart, sobre os quais falaremos
guinte.

vamos usar os
i rredutívei s
na secção se

COEFICIENTES DE CLEBSH-GORDAN: CONCEITO

Os coeficientes de Clebsh-Gordan (C.G.) estão intimamente
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relacionados com a soma de momentos angulares, em mecânica quântica
(3) .

Considere um sistema quântico constituido de duas partes:
uma caracterizada pelos números quãnticos L, M e por ~L,M; o outro
por J',MJ" e 1/IJ',Mj•. O sistema todo serâ caracterizado por J,M

e ~JMJ' Então, a funçâo ~JMJ pode b' -ser expressa como uma com lnaçao
linear de produtos de funçoes das duas partes do sistema (se estes
produtos formam um conjunto completo~

ljJJM
J

L,M

Os C(J', L, J; MJ" M, MJ) são os coeficientes de Clebsh-
Gordan, sua determinação estã indicada nos livros de Teoria de Gru
po e na Mecânica Quântica.
Tensores irredutiveis: conceito e exempLo

Existem diversas maneiras de conceituar tensor irredutí
vel, entre elas, a que se segue nos parece a mais apropriada para
os objetivos do trabalho.

Seja um sistema quãntico cujo momento angular! tenha com
ponentes Jn, Jy e jz.

Sabemos que, a partir destes operadores, podemos definir:

f18]
Podemos também construir funções G destes operadores dos

sistemas e examinar comutadores do tipo J+,G, J-,G, Jz.G etc ...
Podemos também construir uma família de 2.Hl operadores in

diciados por M(M=L, L-l •... l -L). Esta família, denotada por TU';'
serã chamada "de operadores tensoriais irredutíveis" se as seguintes
relações de comutação forem satisfeitas:

J~, TLM L(L+l) - M(M+l) 1/2 TLM+ f1~

Jz' TLM = MTLM

Exemplo: Oe [2~ Jz' TLM = Jz' T10 = O.
demos construir uma família de tensores TLM
comute com Jz' Podemos tentar,:por exemplo,
te comuta. consigo mesmo.

Isto nos mostra que p~
partindo de um T10 que
T10=Jz que, evidentemen

Se (TV.3): J+, T10
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pois J+. Jz = - J+

J-

Teorema de Wigner-Eckart

Considere um conjunto de funções de onda ITJMJ>.IT'J'MJ'>
etc .... Estamos interessados em calcular os elementos de matriz de
operadores TLM• usando tais vetores como base. O teorema de Wigner
Eckart (1) estabelece que tais elementos de matriz estão re1acion~
dos com os coeficientes de C1ebsh-Gordan através de conjunto de qua.!!
tidades <TJIITLIITJ' >. que não dependem de M. MJ' MJ" ou:

Regras de seleção

Sabemos que. em certos casos. é possive1 deduzir e1emen
tos de matriz de operadores utilizando regras de comutação envo1ven
do estes operadores. Em particular. isto é sempre possive1 quando
os operadores estão relacionados com momento angular. r sabido que
quando um operador comuta com H (operador hami1toniano). as autofu.!!
ções são comuns.

Consi deremos um conjunto de operadores que comu tam : J2.J. z
e outros operadores com autova1ores J'~J e T.

Estamos interessados em elementos de matriz do tipo:

De 20 deduzimos que:

Mas:

Então:
(MJ-MJ' )<TJMJ ITLMIT 'J 'MJ ,>

<TJMJITLMIT'J'MJ,> = O a nao ser que MJ-MJ' = M [22J

De 19 : <T JM) J~'\M IT'J'~1J'>= L(L+1)-M(M~1) 1/2«JMJI\M+1IT'J'MJ'>

[2~
Antes de trabalharmos esta expressão. observemos que:

J_ljm> = Kljm-1>. Tomando'o conjunto hermitiano desta expre~
são. virã <jmIJ+ = <jm-1IK (K: constante. real).
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Então:
<TJMJIJ~,TLMIT'J'MJ'>

e
<TJMJITLM J~IT'J'MJ'>= J'(J'+l)-MJ,(MJ, +1

< TJMJITLMIT'J'MJ, +1>

Levando [2~ e [2~ em 23 , vi rã:

1/2 <

J(J+1)-MJ :;: 1 ) 1/2 JM :;: 1 ITLMIT'J'MJ, > J ' (J' +1) -<T J

- MJ,(MJ' ~ 1 ) 1/2 <TMJI\MIJ'MJ, ~ T'> L(L+ 1 ) -
- M(M~l) 1/2 <TJ MJ ITLM ~ 1 IT 'J 'MJ' > [26J

Os únicos termos desta equação que não desaparecem são os
que sati sfazem a equação [2~ . MJ - MJ' = M. As equações [2~ e [2~ ,
constituem um conjunto de relações de recorrência entre os TLM e e~
tre os TLM e TLM+1' Elas são suficientes para permitir o cã1cu10dos
elementos de matriz para dados J, J', T, T' em termos de um outro
elemento qualquer.

Vamos necessitar ainda
elementos de matriz de TLM' onde
ferentes.

de deduzi r uma outra relação, entre
os TL~ são funções de variáveis di

Para tanto, consideremos o operador Jz = Lz + Jz' onde

Então

Aqui, Jz atuou ã direita. Escrevendo Jz =Lz + J~ e fazendo-o atuar
ã esquerda:

e virã

que ê uma relação de recorrência para os coeficientes de C1ebsh-Gor
dan idêntica ã relação [2~ para os \M' Pode-se mostrar também que
os coeficientes de C.G. obedecem a uma relação idêntica a [2~. En
tão, podemos afirmar que os elementos de matriz de TLM e oscoeficien
tes de C.G. estão relacionados. Esta relação é o teorema de Wigner
Eckart [5J. .
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No nosso exemplo de tensores irredutfveis, vimos que, p!
ra dados L e M, podemos construir vários TLM' pois lã, es co lhenos um
deles arbitrariamente. Mas, os coeficientes de C.G. são os mesmos p!
ra tensores diferentes de mesmo L e M. Apenas a constante <T IITLIIT'J' >

dependerá das variáveis usadas.
Para ilustrar este ponto, consideremos uma partfcu1a de

spin S, momento angular orbital t e posição r. O momento angular to
tal ê dado por j=1+s.

Podemos então, usando [l~ e [2~ que são regras de com~
tação, construir os TLM para L=2, como função de j ou de r. Em vista
da relação Jz,T22 =2T22' devemos escolher para T22 uma função que,
ao comutar com J , dá ela mesma em dobre. Sabemos que funções de J+
podem vir a sati~fazer tal relação. Em particular J! satisfaz. Tere

2mos poi s , T 22=J+
De 19 J-,J~ = 6-2 1/2 T2l = 2T21 J+,Jz =-J+

e
2J-,J+ .J-J+J+ - J+J+J- Mas J-,J+ =-2Jz

Então
?J-,J+ = J-J+J+ - J+J+J- =(-2Jz+J+J-}J+ - J+(J-J+ - 2Jz)

-2(JzJ+ - J+Jz} .'. T21=-(JzJ+ + J+Jz}

De 19 J-,T21 =/6T20; J-,-(JzJ+ + J+Jz}
<,

-J-(JzJ+ + J+Jz}+(JzJ+ + J+Jz}J- = -J-JzJ+ - J-J+Jz +JzJ+J- + J+JzJ-,

2
Mas JzJ+J- Jz J-J+ + 2J z = JzJ-J+ + 2 Jz

= J-Jz - J- J+ +2J; = J-JzJ+ - J-J+ + 2J2
z

J-,T21 2J-J zJ+ -2J-J+ J 4J2 2J-J zJ+ - 2Jzz
=-2 J2 - J2 - Jz + 4J2 - 2Jz 6J2 - 2J2

z z z
Então T20 = 1 2 3J2 - J2 = 1 j 3J; - J2

16 z

De 19 J-,T20 = 6 1/2 T2,_1
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=(2/3)1/2 3J-J2 _ J_J2 -3J2J- + J2J_z z
= 16 (J-J + J-)J - J (J-J - J-)z z z z

= lÍ5 J-J J -J J J-z z z z
/6 J-J + J J-z z

6-(-1 )(-1 ,-1) T2_2 = 2T2_2

= J-(J-Jz)-(JzJ-)J- = J- JzJ- + J-

.·.T2_2=J~

J-Jz - J- J- = 2J~

Para os cãlculos acima, usamos as seguintes relações de
comutação:

Jz,J+ = J+ J-J+ J2 - Jz(Jz + 1 )

Jz,J- =-J- J+J- J2 - Jz(Jz - 1 )

J+,J- =2Jz

Podemos agora calcular os T2M(r) por analogia com OST2M(j).
Fazendo a correspondência:

J -->xx J+ = Jx + iJy --l> x + iy

J- =Jx - ijy ---l> x-iy

Jc=: Z

e verificando relações de comutação como: Jx,y =iz; Jx'Yx =izx;
2Jx'x =0, etc ...

podemos escrever: T22(r) = (x + iy)2

Então de 6~
J-,T22 =2T21; J-,(x+iy)2 =(Jx,iJ )(x+iy)2_(x+iy)2(J .J)Y X-l Y

J 2 .J 22J .J 2n'y - 1 y'X + y,yx + 1 y'y

=-2zx - 2izy - 2zx - 2izy = -4z(x+iy)

Logo T21 =-2z(x + iy)

Analogamente, calculamos T20, T2-1, T2-2 e construimos a
Tabela I.
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TABELA I. TENSORES IRREDUTrVEIS.

Tij T2M(j) T2M(r)

2 iy)2T22 J+ (x +
T21 -(JzJ+ + J+J -2z(x + iy)z
T20 l2i3 /2j3 (3z2_r2)

T 2-1 JzJ- + J-J 2z(x - iy)z
T2_2 J~ (x - iy)2

Podemos então resumir a discussão acima, observando que,
se uma função de Jx' Jy' Jz i um TLM' o mesm6 seri verdade para uma
função de x,y,z, desde que sejam verificadas relações de comutação
entre as componentes do tipo citadas acima. Deve-se tomar cuidado,
entretanto com os p os s f v e t s problemas de comutação entre as compone.!!
tes (vej~ por exemplo, T21 nas duas representações, na Tabela I).

Finalmente, consideremos a aplicação do teorema de Wigner
Eckart para elementos de T LM em duas representações quaisquer p e q:

<TJMJITLM(P)IT'J'MJ, >= C(J'LJ;MJ,~lMJ)<TJII TL(p)11 T'J'>

<TJMJITLM(q)IT'J'MJ'>= C(J'LJ; MJ,MMJ)<TJII TL(q)11 T'J'>

Comparando as duas e xp re s s é o s , vemos que os coeficientes de
C.G. são os mesmos. Assim:

CÁLCULO DOS ELEMENTOS DE MATRIZ DE HQ

HQ i dado pela expressão 16
1 (op) ~

HQ li E Q ..
i j 1 J a x i

Temos, então, de calcular os elementos de Qij(oP) na re
presentação onde os vetores base são do tipo IImT>,IIm'T>.

As componentes do momento angular total do nucleo sao Ix'
Iy' Iz' onde

E lxk + lxk + Sxk e analogamente para Iy' Iz
k
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onde Ixk = componente x do .momento angular orbital do pr5ton k
e 5xk = componente x do momento angular do pr5ton k.

As seguintes relações de comutação podem ser verificadas:

Ixk' yk = iZk ; 5xk' Yk = O etc ...

e darão origem a relações de comutação do tipo:

Ix' yk i Zk, etc ...

= e 1: (3x'k x'kk 1 J

Tabela I). Alem disso, a expressão

Observemos a.nda que os termos de Q .. (op) =
lJ

- Qij r~) são combinações lineares dos (ver

26 se aplica tambem a funções
que são combinações lineares de TLM de mesmo L.

Assim, considerando as funções

e

te remos

Fazendo então a correspondência xi-7 li e r -7 I, podemos
escrever:

2 2 2 2<Ll r ]e ~ (3zk - rk )(IIT>=C<TIII3Iz - 1 ITlI>

= C 312 - 1(1 + 1) CI(2I - 1) [3~

onde C e uma constante. C pode ser expressa em termos de um elemen
to de matriz, para o qual m=m'=1 e i=j=z:

2 2 222<TlIle l:(3zk - rk)ITlI> = C<TIII3z - I ITlI> =C 31 -1(1+1)
k

CI (21 - 1)

2 2Podemos agora definir o símbolo eQ =<T IIle 1: (3zk-rk)ITII >
k

e te remos
C eQ

I(21 -1 )
Como estamos tratando aqui de elementos de matriz internos
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a um conj unto de
[3~ e [3~ pa ra

niimer-o s quãnticos T e 1, podemos usar os resultados
substituir Qij(OP) na Hami1toniana:

ar . 3 2 [JE --I "2"(Ii1j + lj1i) - óijl 3~
ij ax i

eQ
61 (21 -1 )

A interação
orientação arbitraria
aEj
aXi = Vji

quadrupo1ar descrita acima aplica-se
dos eixos coordenados. Entretanto

a uma
o tensor

pode ser simplificado pela escolha de um conjunto de ei

xos tal que Vji o se i F j. Teremos:

H =Q
eQ

61 (21 -1 )
se usarmos a equação de Lap1ace E V .. =0, esta relação pode ser rees

i 1 Jcrita:
eQ

41 (21 -1 )

De fato, de 34, usando a equação de Lap1ace, virã:
1 V (312_12) + Vyy(31; 12)+V (312_ 12) = 1 (V 12 +V 12 +"5 xx x zz z "2" xx x yy Y

2 1 V 212 + 2 V 12 + V (312 _ 12)+ Vzzlz) = l xx x yy y zz z

obs: 212 = (312 _ 12) + 12 + 12
z z x Y

1 V 212 + V 212 + Vzz(31~ - 12)_(V + V )(12 + 12)
l xx x yy y xx yy x y

1
l

1
l V (312 - 12) + (V - Vyy)(12xzz z xx

Assim, vemos de [3~ que apenas 2 parãmetros sao necessã
rios para caracterizar as derivadas do potencial: Vzz e (Vxx - Vy).
E conveniente definir agora 2 parâmetros:
parãmetros de assimetria

n =

gradiente de campo

Se a simetria for axia1, teremos n=O pois então Vxx = Vyy
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CAMPO FORTE: EXEMPLO

Suponhamos que um campo magnético seja aplicado sobre um
ãtomo, e que tal campo tenha simetria axial (ou outra simetria tal
que Vxx = Vyy)' Suponhamos ainda que o campo seja aplicado segundo
uma direção Z', e que o núcleo seja orientado segundo Z.

A Hamiltoniana para a interação do momento magnético do
núcleo com o campo aplicado Ho, e interação quadrupolar é:

2
H = ynlÍHolz' + 4I(z~Q-1) (3I~ - 12) [3~

onde yn é o raio giromagnético do nucleo.
Trataremos aqui do caso em que a interação magnética é fo!

te em relação ã interação quadrupolar. Faremos aqui o tratamento da
interação quadrupolar como perturbação. Vamos escolher x e x' no me!
mo plano de z e z'; então, podemos ver da Figura 2 que

Z'

'-=------r:----~x'

X

Figura 2. Campo aplicado segundo uma direção z', com núcleo orienta
do segundo z.
Levando 39 , teremos38 em

e2qQH =-ynhHolz' + --~~--
41(21-1)

Em primeira ordem, Iz" é diagonal; Ix' tem elementos dia
gonal nulos: então termos do tipo I " I " em primei ra ordem, não2 z xcontribuem. Mas, Ix" tem elementos da diagonal não nulos. Além dis
so, expressando Ix' = ~(I~ + I~) e Iy' = ~(I+ - 1-) pOde-se mos
trar que os elementos da diagonal de I;, e I; •• são iguais:

I(I+l)-m2

Então
<mIHlm>= Em

2 2
-nhHom+ e~Q (3cose-l) 3m2-I(I+l)y 41(2 -1) 2
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2

ApLicação para um átomo ou {on de estado fundamentaL 51/2 e spin

nucLear 3/2 num campo magnético forte

Neste caso jã conhecemos o cãlculo de abertura de níveis,
incl ui ndo o te rmo -ynh:Hom dado em [4~ (3).

Resta então apenas calcular o desvio nos níveis, causado
pela interação quadrupolar:

EmQ = e2qQ (3COS29-l) 3m2 _ 1(1+1) [4~
41 (21 -1) 2

2 2
Para simplificar, façamos B ~ (3cos 9-1)

2

EmQ = 8 3m 2 - 1(1+ 1) B 3m 2 15
-4

Pa ra m=3/2 EmQ 8 3. 9 15 li 8= 387+ 4

Para m=1/2 EmQ B 3. 1 15 12 8 - -387+ 4 4 -

Para m=-3/2 EmQ 128 = 384

Para m=-1/2 EmQ 12- 4 = -38

2S 1/2

~--,3,,-/.::.2_.••.• _

11/2 M.>

-3/2

1-1/2 M

COIIflGUAAÇÃo

+ :5/2

r
INTEAAÇIo
HIPEAflNA
DE CONTATO

INTERACIo
CAMPO
MAGNtTICO

INTERAçlo
QUADAUPOLAA

Figura 3. Efeito da ação quadrupo1ar sobre a estrutura fina de contato.
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H hH e2~Q (3m2
2 _ 12)-yn om2 + 41 21- 1 l

A interação campo magnetico e muito maior que a interação
de quadrupolo, que será então estudada como perturbação da anterio~
em primeira ordem.

Os nivei s se abri rão devi do ã i nteração campo magneti co da
da por -ynhHoml, e as funções serão, para os spins nucleares do fer
ro 1=3/2 e 1=1/2, dadas por:

I =3/2 11/2, +1/2> I = 3/2 13/2, 3/2> 13/2, 1/2>

11/2, -1/2> 13/2, -1/2> 13/2, -3/2>

As energias dos niveis serão dadas por -ynhHoml e a inte
ração de quadrupolo apenas deslocará os niveis.

Teremos: I = 3/2 : ml ~ 3/2 -~ -3/2ynhHo
ml 1/2 ~ -1/2ynhHo

-1/2 1ml -...+7 ynhHo
-3/2 3 ynhHoml -"7

e os deslocamentos

11/2 ml = 1/2 = -7 ynhHo
1ml =-1/2 =9 7 ynhHo

e2 Q 2quadrupolares, 4lhl-ll 3ml - 1(1+1)

ml =3/2 =9 3/8 e2qQI = 3/2,

ml =1/2 ~ 1/8 e2qQ

ml =-1/2
__ 1/8

e2qQ

ml =-3/2 ~ 3/8 e2qQ

A Figura 6(a) mostra o esquema de niveis obtido experimen
talmente. Observe que os deslocamentos quadrupolares têm sinal con
trário aos calculados aqui. Isto permite concluir que e2qQ tem si
nal negativo. A Figura 6(b) mostra o espectro M~ssbauer correspo~
dente, já levando-se em consideração a interação quadrupolar. As l~
nhas pontilhadas indicam a posição dos picos na ausência da intera
ção quadrupolar. Os desvios são calculados aqui, analogicamente ao
exemp 10 citado.

Conhecidas as energias de cada ml da interação hiperfin~
poderemos obter, atraves do valor de õE medido no espectro, o valor
do produto qQ, onde
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Intepação quadpupolap no Efeito MBssbauep*: Exemplo

Examinaremos primeiro o caso do Biferrocenil, onde não hã
campo magnético interno.

Temos o estado fundamental 1=1/2 e o estado exci tado 1=3/2.° esquema de niveis será (Figura 4).
3/2

I • o espectro Massbauer correspondente
.eró .c:•'"2

fio
y

1/2

(a I ( bl
o Velocidade

Figura 4. Esquema de niveis para 1=1/2 e 1=3/2.

Consideremos agora a interação quadrupo1ar (Figura 5).
~----r--'-_!5/2

'--.•._+_.1.-! ,/2

I o ISPICTfltO
I16IS • .,UEIt CaUtll"O!
DIITI allt~

.~•c..
S

5/2

..!'.:..:/2'-- -1._--'- ! ,'" o
INTI!ItAÇIo
QUAORUPOLAIt

(a) ( bl

Figura 5. Esquema de niveis com (a) interação quadrupo1ar; (b) Efei
to M6ssbauer correspondente.

Os autova1ores da Hami1toniana
3M2

1 - 1(1+1)
e2qo 41 (21 -1)

2
AEO = EO(3/2) - EO(1/2) = ~

serao:

e

Observamos, então que a abertura do pico na Figura 4 nos dois picos
da Figura 5 dá uma medida da interação quadrupo1ar.

Podemos examinar agora o caso do Fe203, onde teremos uma
interação magnética hiperfina (Efeito Zeemann).

A Hami1toniana do problema ê dada por 38, na aproxim~
ção campo forte.

* Não levaremos em consideração nos espectros e diagramas o "desvio
isomérico", quase sempre·presente nos espectros M6ssbauer.
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q = l v 1 a2ve zz fi ~
quadrupo10 do nuc1eo é necessãrio conhecer o valor do gradiente de
campo, e vice-versa. Entretanto, o que interessa ao Efeito M/lssbauer
é o valor de e(=óEQ) que darã informações qualitativas sobre a vi
zinhança eletrônica do nuc1eo e o tipo de rede do sô1ido.

Assim, se desejamos calcular o momento de

-1/. 15/,.-IM 1
s/. @ •

1/' 1'5/2 I

s/. 151.,51'2>

1/' 15I.,I/.><D/® a
1/' ,-

<, ~I/' laI'2,-I/~ @

- 5/.1 a/.,-~

(o)

o Velocidade

(b)

Figura 6. (a) Esquema de niveis obtidos experimentalmente, com os
deslocamentos quadrupo1ares correspondentes.
(b) Espectro M/lssbauer correspondente ao Esquema (a) leva
da em conta a interação quadrupo1ar.

CONCLUSlIO
Do exposto vemos que os niveis por interações quadrupo1!

res podem ser detectados experimentalmente pela espectroscopia M/lssbauer,
o qual mostra as diferenças ÓEQ, de energia entre os niveis mInuc1e!
res, deslocados pela interação quadrupo1ar.

A técnica da espectros copia M/lssbauer determina experime~
ta1mente as diferenças de energia entre estes deslocamentos.
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