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RESUMO

Por meio da expansao em multipolos, chegou-se ao conceito
de "momento de multipolo". Sao dados exemplos de momentos de multi
polos. A partir dos mesmos foi definido o "tensor momento de qua
drupolo”. Partindo da distribuig¢ao classica de cargas p(?') e da ex
pansao do potencial em série de Taylor, onde um dos termos da expan
sao evidencia o momento de quadrupolo, construiu-se a Hamiltoniana
classica em termos de quadrupolo. A expressao quantica ﬁQ para H
foi obtida, substituindo-se a densidade classica de carga p(?3 pelo
operador p°p, que descreve a situagao real em uma distribuigao nao
continua de cargas.

Usando a tecnologia dos coeficientes de Clebsh-Gordan e
os tensores irredutiveis calculou-se os elementos de matriz de H
Desenvolvida a relagao que permite calcular os elementos de matriz
da hamiltoniana quantica, aplicou-se a relagao obtida a um caso em
que se aplica um campo forte sobre um atomo, obtendo-se uma relagao
particular para o calculo dos niveis energéticos da interagao qua
drupolar.

Fez-se uma aplicagao para um atomo ou jon de estado funda
mental 251/2, e spin nuclear 3/2 num campo magnéetico forte, obten
do-se a abertura de niveis para a interacao quadrupolar.

A interagao quadrupolar foi examinada no efeito M8ssbauer
para diferentes exemplos.

SUMMARY

SCHNEIDER, S., 1982. Quadrupole interaction and its correlaction with
the Mbssbauer effect. Ciencia e Natura(4):1-20.

By means multipole expansion, we guess the concept of
"multipole moment". They are given examples of multipole moments
We start of them to define the "quadrupole moment tensor". By starting
from the classical chargedensity distribution p(?') and from the
potential expanded in a Taylor series, in which one one of the terms
allows us to see the quadrupole moment, we construct a classical
Hamiltonian in terms of quadrupole. The quantum-mechanical expression
QQ por HQ is given, by substitution of the classical charge density
p(?) by an operator p(°p), which describes adequately the real con
figuration in a non-continuous charge distribution. By use of the
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Clebsh-Gordan tecnology-coefficients with the irredutible tensors,
the matrix-elements of H, was calculated. The relation develloped,
which allows the calcule of the matrix-elements of ﬁo, this is used
for an application to a specific case, of a strong magnetic field
excerted on an atom. It is obtained a particular relation, for cal
culating the energy levels of quadrupolar interaction. The sequent
purpose was to work out an application for an atom or ion in the
fundamental state 251/2, and nuclear spin 3/2 in a strong magnetic
field. The result was a splitting in energy levels for the quadrupo
lar interaction.

The quadrupolar interaction was examined in correlation
of the M8ssbauer-Effect in different examples.

INTRODUGAO

Ao estudar-se os fenomenos nucleares nao se podem conside
rar somente as interacgoes magneticas do nucleo com suas vizinhangas.
Considerando o efeito sobre a carga nuclear esta determina as orbi
tas eletronicas e onde o niucleo esta situado na molécula. Deve-se
também levar em conta alguns efeitos elétricos sobre a energia ne
cessaria para reorientar o nucleo. Que estes efeitos existem pode
ser visto ao considerar-se um nicleo nao esférico. Suponhamos que
ele seja algo alongado e que seja atuado pelas cirgas mestradas na
Figura 1.

+q +q +q +q

Figura 1. (a) Um niucleo de forma alongada no campo de quatro cargas,
+q sobre o eixo x; -q sobre o eixo y. A configuragao de
(b) & energeticamente mais favoravel porque pde as cargas
positivas nas extremidades da forma alongada mais proximas
das cargas negativas.

A Figura 1(b) corresponde a uma energia mais baixa, por
que tem colocado os tipos de carga nuclear positiva mais proximas
as cargas externas negativas. Ha, portanto uma energia eletrostati
ca que varia com a orientacao nuclear. Naturalmente, girando o ni
cleo de extremidade a extremidade, nao afeta a energia eletrostiti
ca. Conseqlientemente, para nicleos de spin 1/2 a energia eletrostati



ca nao abre a degenerancia m-

Aqui desenvolvemos uma teoria mais quantitativa, por meio
de uma descricao em termos da densidade de carga classica, do ni
cleo, p,. Obteremos uma resposta quantica substituindo o p classico
pelo seu operador quantico.

Conseqlientemente, construimos o Hamiltoniano de quadrupo
1o que calculamos. 0s resultados quantitativos serao relacionados ao
efeito MYssbauer, por meio de exemplos apresentados.

DESENVOLVIMENTO
Expansao em Multipolos

Consideremos uma distribuigao de cargas caracterizada por
P = . N
p(?'); por hipotese, p(r')#0 apenas no interior de uma esfera de
raio R, centrada em uma origem conveniente.
Uma das maneiras possiveis de se escrever o potencial de
: -2 I - o - s
vido a p(r') e em termos de harmonicos esfericos, conforme Jackson
(2):
£

o(r)= ¢ Upm

z
£=0 m=-£ 2£+1
A expressao [ﬂ € chamada EXPANSAO EM MULTIPOLOS; para
2=0, temos o monopolo; para &=1, temos o dipolo, etc...
Nosso interesse aqui € a determinagao das constantes Am:
Para isto, podemos usar outra expressao para o potencial:

_>I
o(¥) =5 2L ) gy (2)
fr-r'|
se usarmos agora a expansao de *]* em harmonicos esféricos, a ob
tencao dos q sera imediata: Ir-v']
® ] £
1 1 r< Y
——— 4z I v (80" )y n(0.0), (3]
lr—r'l 2=0 m=-2 22+ 1 r> 241

Nesta expressao consideraremos r<=r' e r>=r, levando em

2 .
5

o(r)=4n %

£=0 m=-2

1 1 R i 2 TN
et A niE 2 CROLIED Lo AR DY (4]

Comparando [q 3 [ﬂ o PR Ip(?)r‘Z y;’m(e',¢')dv' [5]

os que sao chamados "MOMENTO DE MULTIPOLO".

Exemplos de calculo de .

Para calcularmos os Uym> necessitamos evidentemente, do
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conhecimento dos Yom? alguns dos quais estao listados a seguir:

© Mas

L =1 Y”=- v/ -gﬁ seng lw; Y]O = /-4% cosf
VaLSii

2=0 Yoo*

/ 2 2i /15 i
=2 Y22 =-4—]].[—— %—% sen" 9 2 1d’; Yo1 =" B—ﬂsene cos¢ SLW;

Yoo = /4 3 cose - 3

Teremos entao

. 1/2 ' 2 i 1/2
990° To(F)r (1?1—) / cosf dv' = -4%)” S2'o(r')dv' = ("43ﬁ) / oz
Aqui usamos a definigao de momento de dipolo elétrico:

o=rro(r)dv!

Q1 = fp(?')r'[—(g%)1/2] send zi¢dv' [ﬁ]
r'sensg 1i¢ = r' send cos¢ + ir' send senp = x' - iy’
ay= -[an) e F(x-iy aavt = =[] 2 ext <10y )

a9y, - .4% BTSI] fo(#')r? sene %1%y =—]4ﬁ PZ?T:]]/ZIO(;I)

[x'-iy'}z dv'

Porque r'2 senze £2i¢= (r'senezw)2 =(xI4y'f=
- x'2 - 21'x|y'-y'2
E conveniente agora definifmos o tensor momento de quadru
polo:
Teremos:
Q =f(3x'2-r'2) (r')dv'; Qy,=r3x"y'p(r*)dv' = Q
1 a ¥ Yy Y 21

022=f(3x‘2—r'2)o(r')dy'; etc...

Entao:

|2 CH) I ' [ i s
Gt Tz 7 ey Botravis 4 g2 V02100,

Analogamente, obteremos:



. ) 1 5 12
(Qy3 =1Qp3) 5 930 =7 7w = Q33

1 15 1/2
21 3 BN

Observagao: sendo YE’_m(e,¢)=(—’|)m de49,¢), teremos:
*
q, m=(-1)mq£ - “ desde que a densidade de cargas seja real.
i) ’

HAMILTONIANA CLASSICA

Suponhamos que a distribuicao de cargas p(?‘) esteja sujei
ta a um potencial devido a fontes externas. A energia de interagao
entre este potencial e p(?'):

W= fo(F') V(F')dv' (8]

V(;') pode ser expandido em série de Taylor em torno de uma origem
conveniente:

2
V(F')= v(o) + z x! 2L ¥ 3o B Xix; a v s (9]
@ 3%y reo isd i pr=0
Observando que I Xx! v = -7 ¥ =-F', Er' =0, podemos
i 1 oax! r'=0
i r=0
reescrever os dois @1timos termos de [ﬂ :
JE .,
1 i
V(¥)= V(0) - ¥', E - $oxix! —b & ... [}@
z is3 " 9 ax%

Na regiao livre de cargas, §,f=0. Em particular para onos
so campo externo, na regiao de nosso interesse, isto & sempre verda
de. Podemos entao, subtrair do ultimo termo de Ed a expressao nu
la

% rz 3.?(0):
s RO 1) N _1 L ks tOE]
V(r')=V(0)-F'. E(0) 5 1_z’j(sxi X;-r 513)3;: (0)+... [)1]
Levando 11 em 8 , vira:

iy TS [1]

> 1
W=V(0)q-p.E(0) - T Q..
(0)g-p.E(0) - 5 i

i,

Estas forma de escrever a energia tem a vantagem de mos
trar as diversas interagdes: carga e potencial, dipolo-campo, qua
drupolo, gradiente do campo, etc.

De (12| , podemos tirar imediatamente a Hamiltoniana corres
pondente ao termo de quadrupolo:
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i, Xy

H
Q
EXPRESSAO QUANTICA PARA O HQ

Para obtermos o operador Hp, devemos substituir a densida
de classica, p(?), pelo operador p(OP , que descreve a situacao real
em uma distribuicao nao continua de cargas. E facil compreender que

tal situagao & descrita por:

z
p(°p) =e I G(?,ﬁk), para um nicleo athico,[}g onde temos:
k=1 .

e=carga dos protons; k=indice para os protons (k=1,2...Z).
Levando [i4 na definigao de Qij’ vira

(op)_ U L R e = >i_ '
Qij I 3xi Xj §ijr kE] es(r pk)dv
(op)_ ; 5 e el
Qij =e E (3x1.k xjk sdj -r's) [1%
Com [lﬂ , podemos escrever:
- ]
2] (op) “°3
Hy =3 % O i [1@

il o i X

i

Nosso proximo passo sera o calculo dos elementos de ma

triz de HO' A representacao que usaremos sera caracterizada pelos
seguintes numeros quanticos:

1. Momento angular total do nucleo: I
2. As (2I+1) componentes de I:m

3. Conjunto de todos os outros numeros quanticos que nao
interessa especificar aqui: t

Como estamos interessados apenas na reorientagao espacial
do niicleo para um dado estado de energia, necessitamos apenas elemen
tos diagonais em I e 7. Assim, os elementos procurados serao da for
ma:

25 ImIQij(°p)11'1m>

Entretanto, para o calculo destes elementos, vamos usar os
coeficientes de Clebsh-Gordan, o conceito de tensores irredutiveis
e o teorema de Wigner'Eckart, sobre os quais falaremos na seccao se
guinte.

COEFICIENTES DE CLEBSH-GORDAN: CONCEITO

0s coeficientes de Clebsh-Gordan (C.G.) est3ao intimamente
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relacionados com a soma de momentos angulares, em mecanica quantica
(3).
Considere um sistema quantico constituido de duas partes:
uma caracterizada pelos ndmeros quanticos L, M e por WL M» 0 outro
’

por J ’MJ" ? wd‘,Mj. . 0 sistema todo sera caracterizado por J,M

ey - .
JMJ' Entao, a fungao wJMJ pode ser expressa como uma combinagao
linear de produtos de fungoes das duas partes do sistema (se estes
produtos formam um conjunto completo):
v = z C(J's Ly, d3 Myuy M, My) 9., V] [lﬂ
.JM'J J',MJ. * J J J MJ. LM
L,M

O0s C(J', L, J3 MJ., M, MJ) sao os coeficientes de Clebsh-
Gordan, sua determinacao esta indicada nos livros de Teoria de Gru
po e na Mecanica Quantica.

Tensores irredutiveis: conceito e exemplo

Existem diversas maneiras de conceituar tensor irreduti
vel, entre elas, a que se segue nos parece a mais apropriada para
os objetivos dp trabalho. ~

Seja um sistema quantico cujo momento angular J tenha com

An, ﬁy e Jz‘
Sabemos que, a partir destes operadores, podemos definir:

ponentes J

N ENR I EEF IR [1g)

Podemos também construir funcoes G destes operadores dos
sistemas e examinar comutadores do tipo J+,G6 , J-,G , JZ,G etc....

Podemos também construir uma familia de 22+1 operadores in
diciados por M(M=L, L-1,...; -L). Esta familia, denotada por TLM’
sera chamada "de operadores tensoriais irredutiveis" se as seguintes
relagoes de comutacao forem satisfeitas:

_ _ 1/2
J+, TLM = L(L+1) M(M+1) TLM: [i%
Jzs Tim = MMy [-Zél
Exemplo: De [é@ 3 Jz, TLM = Jz, T]o = 0. Isto nos mostra que po

demos construir uma familia de tensores TLM partindo de um T10 que
comute com Jz. Podemos tentar,:por exemplo, T]0=Jz que, evidentemen
te comuta, consigo mesmo.

Se (TV.3): 04, Tyg =/ 2Ty = 34,3, .°. Tyy=-de//2
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pois J+, Jz = -J+
e J-, T10 = V2 T}’] = J-, Jd, =Jd- . . T]_1= J-/v 2

Teorema de Wigner-Eckart

Considere um conjunto de funcgoes de onda }TJMJ>,|T'J‘MJ.>
etc... . Estamos interessados em calcular os elementos de matriz de
operadores TLM’ usando tais vetores como base. 0 teorema de Wigner
Eckart (1) estabelece que tais elementos de matriz estao relaciona
dos com os coeficientes de Clebsh-Gordan através de conjunto de quan
tidades <TJI|TL|ITJ' >, que ndo dependem de M, M;, Mjis ou:

[T 0 My C(3', L,ds My MMy )<cd | [T (173" (1]

<ty Tm gt

Regras de selegao

Sabemos que, em certos casos, € possivel deduzir elemen
tos de matriz de operadores utilizando regras de comutagao envolven
do estes operadores. Em particular, isto € sempre possivel quando
os operadores estao relacionados com momento angular. E sabido que
quando um operador comuta com H (operador hamiltoniano), as autofun
coes sao comuns.

Consideremos um conjunto de operadores que comutam: JZ,JZ
e outros operadores com autovalores J,MJ e T. i

Estamos interessados em elementos de matriz do tipo:

<TJMJ|TLM|T'J'MJ.>

De 20 deduzimos que:

<TJMJ| J,5Tin IT'J'MJ.> = M<TJMJ|TLMiT'J'MJ,>
Mas:
<TIM[(,T = Ty 90 [T 3 My = (Mg = M) <tdM [T [Ty, >
Entao:
(MJ—MJ.)<TJMJ[TLM[T’J‘MJ.> = M<TJMJ]TLM|T'J'MJ. >
<TJMJ|TLMIT'J‘MJ.> = 0 a n3ao ser que My-My. = M [?a

1

. 2 .
De 19 & <t M| 34Ty [T'0'M > = L(LH1)-MueT) <M [Ty [0 M, >

&2

Antes de trabalharmos esta expressao, observemos que:
J-|jm > = K|jm-1>. Tomando’o conjunto hermitiano desta expres
sao, vira <jm|J+ = <jm-1]K (K: constante, real).



Entao: 325
<TaM 34, T [T 0 My > = J(a+1)-My (M) F 1) /2wy 3
- 1.T|TLM|T'J'MJ. > [2%
¢ 1
1 1] 1] 1 2
<TIM Ty JxIT 0 M > = 303 )My (g, 1) /2
< TIMGIT T Iy, s [25]
Levando @q e &g em 23 , vira:
TON)-Mo T 1) M gm, FUT, TN, > (30 4T) -
J J LM J
172 . by B
- My (Mg, x ) C<M T 3 My, T Tt = (L)
- m(me1) 172 <TaM [T + 100y, > [?@

0s dunicos termos desta equacao que nao desaparecem sao 0S
que satisfazem a equacgao @% ; MJ - MJ. = M. As equagoes @a e @a,
constituem um conjunto de relagoes de recorréncia entre os Tmeen
tre os TLM e TLM+1' Elas sao suficientes para permitir o calculodos
elementos de matriz para dados J, J', T, T' em termos de um outro
elemento qualquer.

Vamos necessitar ainda de deduzir uma outra relagao, entre
elementos de matriz de T ,, onde os T , sao fungoes de variaveis di
ferentes.

Para tanto, consideremos o operador JZ = Lz + Jz. onde

- . - - () 1 - 1
I, 10y > = My[IMp>5 Lo [LM> = MILM >3 32 [3'My.>= My, [3°M),>

Entao

<LMJ MJ.IJz\JMJ>=M < LMJ'IJMJ>= MJC(LMJ'MJ.[JMJ)

J

Aqui, JZ atuou a direita. Escrevendo Jz =Lz + Jé e fazendo-o atuar
a esquerda:

<LMJ'MJ.|LZ + JZ‘|JMJ>= (M+MJ.)C(LMJ'MJ.; aMy)
e vira
(My + My )C(LMI'M 5 IMy) = MC (LMI'My5 M)

que € uma relacao de recorréncia para os coeficientes de Clebsh-Gor
dan identica a relagao [}a para os TLM‘ Pode-se mostrar também que
os coeficientes de C.G. obedecem a uma relacao identica a @é . En
tao, podemos afirmar que os elementos de matriz de T m © oscoeficien
tes de C.G. estao relacionados. Esta relacao & o teorema de Wigner

Eckart (__5] .



10

No nosso exemplo de tensores irredutiveis, vimos que, pa
ra dados L e M, podemos construir varios TLM’ pois 1la, escolhemos um
deles arbitrariamente. Mas, os coeficientes de C.G. sao os mesmos pa
ra tensores diferentes de mesmo L e M. Apenas a constante <t HTLHT'J' >
dependera das variaveis usadas.

Para ilustrar este ponto, consideremos uma particula de
spin 3, momento angular orbital Te posigao ¥. 0 momento angular to
tal @ dado por J=£+3.

Podemos entao, usando [i% e [éﬂ que sao regras de comu
tagao, construir os TLH para L=2, como funcao de J ou de ¥. Em vista
da relagao Jz’TZZ =2T22, devemos escolher para T22 uma fungao que,
ao comutar com J,, da ela mesma em dobre. Sabemos que fungoes de 3
podem vir a satisfazer tal relacao. Em particular J_ satisfaz. Tere
mos pois, T22=J3

e 19 3-,0% - 62 /21, -1y 34,0, ==+

21

J-,Jg = J-Jd+J+ - J+J+d- ; Mas J-,d+ =-2J,

2
J-,J0% = J-J+J+ - J+J+J- =(-2JZ+J+J-)J+ - J+(J-J+ - ZJZ)=
= m2(3,0+ - J4J,) LT Typ=m(J,04 4 340,)
De 19 J"TZI =/ 6 TZO; J-,-(JZJ+ + J+JZ) = -
S
-J-(JZJ+ + J+Jz)+(JzJ+ + J+JZ)J- = =J=d 0+ - J-d4, +,.0- + J+JZJ—,
onde J+JZ= J+,Jz = J,,d¢

= -J-JZJ+ = = JZJ+ - J+ + JZJ+J- + JZJ+ - J+ J- =

2J2J+J- - 2J-JZJ+ + J=Jd+ - J+j-

Mas JZJ+J- = J, J-d+ 4 2Jz =JZJ-J+ + 2 J: =
= J-Jz - Jd- J+ +2J§ = J-JZJ+ - J=J+ + 2J§
3-.Tpy = 20-0,0+ -23-0+ 3 432 - 20-00+ - 20, -
292202 -0, vad? -2, - 602 - 2
Entio T, = 7%- 2302 - 0% =v% 302 - 4t
De 19 J-.T,o = 6 /2T, |
3-.(2r3)2(302-0%)  =(213)V/% 3-(302-0%)- (322 - o%a- -
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) 1/2 2 2 .2 g1l . :oe
=(2/3)"% 30-0% - 9-0% -3020- 4 0%0- = /6 9-0,0,-0,0,0- -
= /B (30, +3-)3, - 3,(3-3, - 3-) = /6 93, + 3,0-
L Tylq =dmd, + ,0-
e 19 U-.T, ; = 6-(-1)(-1,-1) T, , = 2T, ,

3-,(3-3, + 3,3-) =9-(3-3, + 3,3-)-(3-9, + 3, 3-) J- =

= 3-(3-3,)-(3,3-)3- = J- 3,d- + J- - 3-d, - J- 9- = 2
. 2
- Tpug = 42

Para os calculos acima, usamos as seguintes relagoes de

comutagao:
3,004 = 3s -0+ =08 - 0,0, 4 1)
Iyl =-i- - =92 - 0,0, - 1)
J+,d- =2JZ

Podemos agora calcular os TZM(F) por analogia com(ﬁTZMﬂh.
Fazendo a correspondéncia:

Jx —> X J+ =Jx + 1Jy —>x + iy
Jy————a y J- =Jx - 1Jy —> x-iy
Jz———>z
e verificando relagoes de comutagao como: Jx y =iz; Jx,yx =izx;
2 _
Jx,x =0 eteoss

podemos escrever: Tzz(?) =(x + iy)2

Entao de [19:|
.22 . T - "
J—,T22 =2T2]; J-, (x+iy) =(Jx,1Jy)(x+1y) -(x+1y)2(J
2

B . 2 . 2 . 2 _
= Jx,x + 2i Jx,yx - Jn,y - i Jy,x + 2 Jy,yx + i Jy,y =

X-in) =

=-2zx - 2izy - 2zx - 2izy = -4z(x+iy)

Logo T21 ==2z(x + iy)

Analogamente, calculamos TZO’ TZ-]’ T2_2 e construimos a
Tabela I.
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TABELA I. TENSORES IRREDUTIVEIS.

"
Ti; TZM(j) Tou(F)
2

T22 I+ (x + iy)?
TZ] -(JZJ+ + J+JZ -2z(x + iy)
Tag /273 /273 (32%-r2)
T2-1 JZJ— + J—Jz 2z(x = iy)

D
Ty ) Jg (x - iy)

Pcdemos entao resumir a discussao acima, observando que,
se uma fungao de Jyo Jy, J, € um TLM’ o mesmo sera verdade para uma
funcao de x,y,z, desde que sejam verificadas relacoes de comutagao
entre as componentes do tipo citadas acima. Deve-se tomar cuidado,
entretanto com os possiveis problemas de comutacao entre as componen
tes (veja, por exemplo, T2] nas duas representacoes, na Tabela I).

Finalmente, consideremos a aplicagcao do teorema de Wigner
Eckart para elementos de TLM em duas representagoes quaisquer p eq:

<TIM | T (P) T 9" My > = C(I'LIsMy MMy )<l || TLB) >

<TJMJ1TLM(q)\T'J'MJ.>= C(J'LJs; MJ.MMJ)<TJ|[TL(q)|]T'J'>

Comparando as duas expresseos, vemos que os coeficientes de
C.G. sao os mesmos. Assim:

<«all T (p) I <3
<TIM; TLM(q)lT'J'MJ.> = <TJMJ|T YT IM——

&7

(P il

RNEACIERR

CALCULO DOS ELEMENTOS DE MATRIZ DE HQ

ﬁQ € dado pela expressao 16

__ (op) 3E,
Hyo=d1 ¢ g, @ —d s
0.8 44 "1 axi )

Temos, entao, de calcular os elementos de Qij(OP) na re
presentacao onde os vetores base sao do tipo [Ipt>,|Im't>.
As componentes do momento angular total do nucleo sao I

I.5 1

y onde

2°

Ix = i Tk F Tyge % Sxk e analogamente para Iy, IZ
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onde 1, = componente Xx do -momento angular orbital do proton k
e SXk = componente x do momento angular do proton k.
As seguintes relagoes de comutacao podem ser verificadas:

k> Yk o= dzk 5 Sy, yk = 0 ete...

e darao origem a relagdes de comutacao do tipo:

Ix’ yk = izg, etc...

Observemos ainda que os termos de Qij(op) =

= e ﬁ (3xik X5k~ Gij r:) sao combinagoes lineares dos TZM(F) (ver
Tabela I). Além disso, a expressao 26 se aplica também a fungoes
que sao combinagoes lineares de TLM de mesmo L.

Assim, considerando as fungoes
F(p) = ﬁ ay TLM(p)
e
G(q) = ﬁ aM TLM(Q)

teremos | i
<td|| T, (q)]|t'd'>
SNT@ITI>

<TJMJ|G(Q)|T'J'MJ| > =<TJMJ|F(p)[T'J'M
<TJ||TL(p)][T'J'>

ah >

Fazendo entao a correspondéncia xi—> Ijer —> I, podemos
escrever:

<ditle ¢ (32,2 - r2)(11m>=Cer1n]312 - 127115 =
k

2

=C 31°-I(I +1) =CI(2I - 1) [5@

onde C & uma constante. C pode ser expressa em termos de um elemen
to de matriz, para o qual m=m'=] e i=j=z:

<tilfe £(32f - vl)|x11> = cent1]32 - 12|r1D> =c 312-1(141) =
k

- cI(21 - 1) [éﬂ

Podemos agora definir o simbolo eQ =<t II]e Z(3Z£-PiHTII>
k

€ w e [}ﬂ

1(21-1)

e teremos

Como estamos tratando aqui de elementos de matriz internos
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a um conjunto de numeros quanticos T e I, podemos usar os resultados
[3@ B [54 para substituir Qij(OP) na Hamiltoniana:

3E
Ho=—20 5z 311, +1.1.) - 6,12 33
@ 6r(21-1) qjaxi 2 V4 9 1 [ ]

A interacao quadrupolar descrita acima aplica-se a uma

orientagao arbitraria dos eixos coordenados. Entretanto o tensor
] 3
— = vji pode ser simplificado pela escolha de um conjunto de ei
3Xi

xos tal que Vji =0 se i # j. Teremos:

-2y (32 (315 18wy, 315 - 1) [34)

2
H I+ Vv
e gr(21-1) XX y

y

se usarmos a equacao de Laplace I vij =0, esta relagao pode ser rees
crita: !

___eqQ 2 .2 _ 2 _ .2
HQ A TLZIoT) VZZ(3IZ I )+(Vxx Vyy)(Ix Iy) [}%

De fato, de 34 , usando a equagao de Laplace, vira:

1 2 2 s

3 v, 31212« v, (312 - 12ysv (312 - 1%) = Qv 12 w1l
s v, 18 =3 v 21l s 2 Vyyls sy, 312 - 1%) -
obs: 212 = (312 - 1%) + 12 4 15
T V20l v, 215 $ V(312 - 1)y, vyy)(lf + 15) -
S S E I G L vyyx§ - VXXI§ - Vyyli .
-y vZZ(31§ - 2y 4 (V,, - vyy)(xi - 15)

Assim, vemos de [}% que apenas 2 parametros sao necessa

rios para caracterizar as derivadas do potencial: VZZ e (Vxx - vyyy
E conveniente definir agora 2 parametros:
parametros de assimetria
v -V
XX [
n = ———v—~—1¥ 3@
2z
gradiente de campo eq = VZZ [§ﬂ

Se a simetria for axial, teremos n=0 pois entao Vxx = vyy
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CAMPO FORTE: EXEMPLO

Suponhamos que um campo magnético seja aplicado sobre um
atomo, e que tal campo tenha simetria axial (ou outra simetria tal
que Vxx = V__). Suponhamos ainda que o campo seja aplicado segundo
uma diregao Z', e que o nucleo seja orientado segundo Z.

A Hamiltoniana para a interagao do momento magnético do
nicleo com o campo aplicado Ho, e interagdao quadrupolar &:

H = ynkHolz' + ﬂ%:?"__” 312 - 1%) [35“

onde yn € o raio giromagnético do nicleo.

Trataremos aqui do caso em que a interagdo magnética & for
te em relacao a interagao quadrupolar. Faremos aqui o tratamento da
interacao quadrupolar como perturbacao. Vamos escolher x e x' no mes
mo plano de z e z'; entao, podemos ver da Figura 2 que

Iz = Iz.cose + Ix. send . ) [3@

Figura 2. Campo aplicado segundo uma diregao z', com nucleo orienta
do segundo z.

Levando 38 em 39 , teremos

2
=-ynhHol,, + —298 _ 31%,cos2p + 312, sen?s +
a1(21-1)
+ (Iz.lx. + IZ.IX.)3 send cosO- I2 [4(%

Em primeira ordem, Iz" e diagonal; Ix. tem elementos dia
gonal nulos: entao termos do tipo Iz., Ix" em primeira ordem, nao
contribuem. Mas, If., tem elementos da diagonal nao nulos. Além dis

so, expressando Ix' = ;(I; + 1) e Iy. = 7}—(1; - I-) pode-se mos

trar que os elementos da diagonal de If. e 13., sao iguais:

2 2 1 2.2 2
<m|[I . [m> = <m|Iy.|m >= g <m [IZ1,,[m> =% I(I+1)-m [4ﬂ
Entao
2 2
<m|H|m>= Em = -ynhHom + 11%7§g17(§5257921) 3m? - I(I+1) Ba
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Aplicagao para um atomo ou ion de estado fundamental 25”2 e spin

nuclear 3/2 num campo magnético forte

Neste caso ja conhecemos o calculo de abertura de niveis,
incluindo o termo -ynhHom dado em @ﬂ (3).

Resta ent3ao apenas calcular o desvio nos niveis, causado
pela interagao quadrupolar:

2 2
EmQ = — 99 (3cos 9']) 3l - I(1+1) [4:{'
41(21-1) 2
ez Q 3cos2 -1
Para simplificar, facamos B8 = —[%——— St
EmQ = B 3m? - I(I+1) =B 3m? - 14‘-2
Para m=3/2 EmQ = 8 3. 3 - 12 = 1% g- 38
Para m=1/2 EmQ=B3.7]I-145- =-14-B=-3S
- _ 12
Para m=-3/2 EmQ = TB = 38
- _ 12
Para m=-1/2 EmQ = - T=-3g

4
—\\__-1v2

-3/2 | (AR, e

28 1/2
-3/2 i o
l-izz m ¥4 =2
s T
CONFIBURACAOD : t L1/
—
+3/2 —
NTERACED
CAMPQ
MAGNETICO INTERACED
HIPERFINA
DECONTATO  \yreracio

QUADRUPOLAR

Figura 3. Efeito da agao quadrupolar sobre a estrutura fina de contato.
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2
H = -ynhHom, + ;ﬁgm (3m3 - 1%)

A interacao campo magnético € muito maior que a interagao
de quadrupolo, que sera entao estudada como perturbacao da anterior,
em primeira ordem.

0s niveis se abrirao devido a interagao campo magnético da
da por —ynhHomI, e as fungoes serao, para os spins nucleares do fer
ro 1=3/2 e 1=1/2, dadas por:

1 =3/2 (172, +1/2> I = 3/2 |372, 3/2> 3725 172>
1172, -1/2s |3/2, -1/2> 13/2, -3/2>
As energias dos niveis serdo dadas por -ynhHom e a inte
ragcao de quadrupolo apenas deslocara os niveis.
Teremos: 1 =3/2: my = 3/2 — -3/2ynhHo
m, = 1/2 — -1/2ynhHo
mp = -1/2 —e>+% ynhHo
1= -3/2 —9132 ynhHo

—
([
b
S
N
3
"

172 — ’]z ynhHo

mpo=-1/2 — & ynhHo
2
e os deslocamentos quadrupolares, %T%%T?TT 3m§ - I(I+1)

I =3/2, my =3/2—>3/8 e?qQ
m; =1/2 —1/8 e’qQ
my =-1/2 = 1/8 e%qQ

m, =-3/2 — 3/8 e2qQ

I

A Figura 6(a) mostra o esquema de niveis obtido experimen
talmente. Observe que os deslocamentos quadrupolares tém sinal con
trario aos calculados aqui. Isto permite concluir que ezqo tem si
nal negativo. A Figura 6(b) mostra o espectro Mdssbauer correspon
dente, ja levando-se em consideracao a interagao quadrupolar. As 1i
nhas pontilhadas indicam a posicao dos picos na auséncia da intera
¢ao quadrupolar. Os desvios sao calculados aqui, analogicamente ao
exemplo citado.

Conhecidas as energias de cada my da interagao hiperfina,
poderemos obter, através do valor de AE medido no espectro, o valor
do produto gqQ, onde
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Interagao quadrupolar no Efeito MYssbauer*: Exemplo

Examinaremos primeiro o caso do Biferrocenil, onde nao ha

campo magnético interno.
Temos o estado fundamental I=1/2 e o estado excitado I=3/2

0 esquema de niveis sera (Figura 4).

e o espectro Mssbauer correspondente
serd

l

Contagens

172

(b)

(a)

(o Sou—

Velocidade

Figura 4. Esquema de niveis para I=1/2 e I=3/2.

Consideremos agora a interagao quadrupolar (Figura 5).

t3/2
3/2 € O ESPECTRO
S aEq MESSBAUER CORRESPON s
DENTE SERA ®
=
z
t/2 8 -\\\J/—‘\\//’—
Lagq
1/2 e ° VELOCIDADE
INTeERACKO
QUADRUPOLAR
(a) (b)

Figura 5. Esquema de niveis com (a) interacao quadrupolar; (b) Efei
to M8ssbauer correspondente.

Os autovalores da Hamiltoniana serao:
, 3D - 1(141)
EQ(My) = e"aQ —gyrrr-Ty—

2
- - - e4qQ
e AEQ = EQ(3/2) EQ(1/2) —-;—

Observamos, entao que a abertura do pico na Figura 4 nos dois picos
da Figura 5 da uma medida da interacao quadrupolar.

Podemos examinar agora o caso do Fe203, onde teremos wuma
interacao magnética hiperfina (Efeito Zeemann).

A Hamiltoniana do problema & dada por 38 , na aproxima

¢ao campo forte.

* Nao levaremos em consideragao nos espectros e diagramas o "desvio
isomérico", quase sempre presente nos espectros M#ssbauer.
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ey . Assim, se desejamos calcular o momento de
9z

quadrupolo do niicleo € necessario conhecer o valor do gradiente de
campo, e vice-versa. Entretanto, o que interessa ao Efeito Mdssbauer
€ o valor de e(=AEQ) que dara informacoes qualitativas sobre a vi
zinhanga eletronica do niicleo e o tipo de rede do solido.

-3/2 ]a/z,-yp _i

3/2 |s/2,3>

» 172 |ar2, |/2>®[® ©1

d
——-———-——<\-uz|uaru;> @
——— T

(a)

Contagens

° Velocidade

(b)

Figura 6. (a) Esquema de niveis obtidos experimentalmente , com os
deslocamentos quadrupolares correspondentes.
(b) Espectro M8ssbauer correspondente ao Esquema (a) leva
da em conta a interacao quadrupclar.

CONCLUSAO

Do exposto vemos que os niveis por interagoes quadrupola
res podem ser detectados experimentalmente pela espectroscopia Mdssbauer,
o qual mostra as diferencas AE,, de energia entre os niveis mInuc1qg
res, deslocados pela interacao quadrupolar.

A técnica da espectroscopia Mssbauer determina experimen
talmente as diferencas de energia entre estes deslocamentos.
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