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RESUMO

O artigo apresenta o problema da aproximação monótona que
consiste em encontrar um polinómio de melhor aproximação para umafu-,!
ção real continua "f" definida em [a,b]. Se os inteiros l<Kl < ... <k- p
e os sinais Ej = ~ 1, j=l, ... , p são dados, o que se quer é e pr o xj
mar uma função f:[a,b].-.lR por polinômios algébricos de grau n que
satisfazem ãs condições E .. p(kj)(x»O, a< x< b, j=l, ... p. A quesJ - - - -
tão da existência de polinômios de melhor aproximação para uma dada
função "f", foi estudada aqui.

SUMMARY

GAZZONI, A. and GAZZONI, A.T.F., 1981. The Existence of Polynomials of Better
Approximation For Continuous Functions. Ciência E Natura (3): 13-19.

The paper presents the problem of monotonic approximation
which consists on findin9 a better polynomial approximation for a
continuous real function "f" defined on [e ,b] . Let the integers
1 .2 kl < ... < kp and the signals Ej= z l . j=l , ... ,p be given. What
is wanted here is to approximate a function f: [a,b]~"R by algebraic
polynomials of degree n which satisfy the conditions E •• p(kj)(x»O,

J -
x E [a ,bJ, j=l, ... ,p. The exi stence of polynomials of better approximation
for a given function "f" was presented here.

INTRODUçAO

Weierstrass (1) provou que cada função fEC[a,b] é aprox.!.
mada por polinômios algébricos. Surge naturalmente a questão de es
tudar o polinômio de melhor aproximação para f.

Denota-se por C [a .b ] o conjunto das funções continuas defi
nidas num intervalo [a ,«] da reta com valores em lR munido da norma
uniforme, !!f!!=sup {!f(x)!; x€[a,b]}.

Os casos em que se conhece uma forma para chegar ao pol.!.
nômio de melhor aproximação para f são raros e de grande interêsse.

Chebyshev (3) propôs polinômios que levam o seu nome.
O problema de encontrar um polinômio P de grau n-l de me

lhor aproximação para f(x)=xn foi resolvido, no intervalo Et;l], na

forma seguinte:
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Teopema 1. O polinômio de grau n-l de melhor
- n [ ] - n - n+ 1çao f(x}=x em -1.1 e P(x}=x -2 .Cn(x}.

de Chebyshev de grau n.
Para a demonstração desse Teorema vide Lorentz (3). Capit~

10 I I. Teorema 11.
O problema da aproximação monótona foi inicialmente est~

dado para um caso particular. Nos anos de 1970 houve o desenvo lvime n
to de uma teoria para caracterizar os polinômios de melhor aproxim~
ção para a classe P dos polinômios monótonos. Um ano mais tarde foi
considerado este problema relativo a norma Ll e foram feitos estudos
para provar a existência de um iin i c o polinômio de melhor aproximação
nessa norma para cada função f€C[a .b], conforme se pode ver em (6).

Este trabalho pretende provar que existe um polinômio de
melhor aproximação para f€C[a.b] entre os polinômios monótonos.

t possível provar (veja exemplo 4) que um polinômio degrau
n de melhor aproximação para uma função monótona em C[a.bJ não é ne
cessariamente monótono.

aproximação
onde Cn é o

para a fu.!!
polinômio

REVIS~O DA LITERATURA

Pn [a .b]. n€lN • denotará o conjunto dos p o l i nômi os reais de
grau menor ou igual a n definidos em la.bl. Neste artigo. sempre que
escrevermos polinômio de grau n. estaremos nos referindo a um poli
nômio de grau menor ou igual a n.

Definição 2: Para cada f€c[a .b ] considere-se inf{llf-pll; P€PnLa.b] } = E.
Se este ínfimo for atingido por algum PO€Pn[a.b]. Po será chamado p.2.
linômio de melhor aproximação para f.

Dada f€C[a.b]. sempre existe um polinômio de grau n de me
lhor aproximação. conforme se pode ver em Lorentz (3). Capítulo 11.
Teorema 1.

Dada f€C[a.b], provar a existência de polinômios P€P de
melhor aproximação para f constitui o objetivo deste trabalho.

Definição J: OS polinômios CO.Cl.C2 •... definidos pela fórmula dere
corrência Cn(x}=cos n r • onde n=0.1.2 •...• x € [-l.lJ e O < t < 11 •

são chamados polinômios de Chebyshev.
Note-se que para cada x. -1 < x < 1. existe um unico t.

O < t < 11 tal que x=cos t. Tem-se
2CO(x}=l. Cl(x}=x. C2(x}=2x -1 = 2x.Cl(x}-CO(x} •... e Cn(x}=2x.Cn_l(x}-Cn_2(x}.

n= 2. 3 •.... Portanto. Cn' n=O. 1.2 •...• é um polinômio alg~
brico de grau n.

Exemplo 4: Pelo Teorema (l). o polinômio de grau 4k de melhor apr.2.
ximação para a função crescente f(x}=x4k+l._l < x < 1. sendo k um nu
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mero inteiro e positivo, é p(X);X4k+1_2-4k.C4k+1(x).
4k -4kTemos P'(x) ; (4k+1) x -2 .C'4k+1(x) e, portanto

P'(O) ; - 2-4k . C'4k+1(0).

Mas, C4k+1 (x) ; cos(4k+1 )t, e x ; cos t, O < t < 1T

Logo, C 4k+1(x) cos [(4k+1)arc cos x] e, então,

~ . sen [(4k+1) arc cos x] , -1 < x < 1.vÇ7f
Donde, obtém-se que:

C'4k+1(0); 4k+1 > O para k; 1, 2, 3, ... , e portanto,

sendo P'(O) < O, P(x) não ê crescente, isto é, o po1inômio de melhor
aproximação para a função crescente f(x);x4k+1, não ê crescente.

Através do exemplo anterior percebe-se que dada uma função
f€C[a,b], é interessante encontrar, caso exista, um po1inômio de m~
1hor aproximação para f entre todos os po1inômios monótonos. ~~is g~
ra1 é o problema de aproximar uma dada função f€C[a,b] por po1inômios
P€PnCa,bJ que satisfazem p(k)(x) ~ O, a 2. x 2. b , onde k é um intei
ro positivo dado. Ainda mais geral é o problema de aproximação que
foi estudado neste trabalho: dados os inteiros 12. K1 < k2 < ... <kp
e os sinais Ej;~l, j;l,2, ... , p , aproximar uma dada função f€C[a,bJ,
na norma uniforme, por po1inômios P de grau n que satisfazem ãs con
diçôes (i) E .. p(kj)(x) > O, x €[a,b], j;l, .. p. -

J -
Fixado n , indicaremos este problema, bem como a classe dos

po1inômios que sati~fazem (i) por:
P ; P(k1, ... ,kp; E1' •.. ,Ep). Pk é a notação no caso parti

cu1ar, onde p= l , k1;k, E1;1. Em analogia ao caso k =L, em que se tem
P' (x)~O, x € [a .b ] , todos estes problemas serão chamados problemas de
aproximação monótona.

No desenvolvimento deste trabalho pode-se supor kp 2. n,
pois para kj > n, (i) é claramente satisfeita.

O primeiro trabalho sobre aproximação monótona foi rea1i
zado por Shisha (5). Os resultados desse autor mostram como se pode
aproximar uma função real f que satisfaz:

f(k)(x) ~ O, x €[a,b], onde k é um inteiro maior do que z~
ro, por po1inômios de grau n que também satisfazem:

p(k)(x) > O, a < x < b , isto é, por po1inômios da c l a s
se Pk.

DESENVOLVIMENTO
Existência de Soluções para o Problema P

Para cada escolha de inteiros kj e de sinais Ej' o conju~
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to p e não vazio (4). Usando argumentos de compacidade prova-se ore
sultado abaixo.

Teorema 5: Dada fSC[a.b]. existe um po1inômio P S P de melhor apr~
ximação para f.

Demonstração: Como
todas as normas em

n= 1:
i=O

é um espaço vetoria1 de dimensão finita.
são equivalentes. Consideremos então para

a norma IIPIIO max {Iaol •...• lanl} (ver (2).PSPnLa .bJ. P(x)
pãgi na 239).

Seja x S[a.b] e i S {l •...• p}. A aplicação

g:PsPn[a.b] •........•.•EiP(ki)(x) S 1R e continua.

n i
De fato: Seja P1 S P [a.bJ. P1(x) 1: 8,. x

n i=O
Temos P1(ki)(x) = ~ 8. i(i-1) ... (i-k.+1)xi-ki

i =k. 1 ,
1

e E > O.

Se IIP-P1110 < Ô. onde ô < ::..E _

n. i (i-1) ... (i-k1+1)( Ixi-ki 1+1)
para todo i •

então:

lEi. p(ki)(x) - Ei . P1(ki)(x)I=IP(ki)(x) - P
1
(ki)(x)1

n
.1: (ai - 8i)i(i-1) ... (i-ki+1)xi-kil
1 =k.

1

< ~ E. i(i-1) (i-ki+1)lxi-kil <

i =k i n. i ( i - 1 ) ( i - k i + 1 ) ( IXl - k i 1+1)

n
1: E
i =k. n

1

< E •

Seja o intervalo [O. + m[ .
para cada x fixo. e para cada i=l •...

9 -1 ( [O. + m [ ) = {P SPn La • b] ;

é um conjunto fechado.

Pe1 a conti nui dade da função g.
P. temos que
E .. pki)(x) > O }

1 -

Se P= f\.f\ {PSPn[a.b];Ei.P(ki)(x) ~O}
xS[a.b]1=1 •...• p

= {~CPn[a.b]; Ei.P(ki)(x) ~ o. li x S[a.b] • i=l •...• p}

então P é fechado em Pn[a.bJ por ser a interseção de fechados.

Paraf€c[a.b] fixa. consideremos a aplicação h:PSP lIf-P II S 1R •
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que é continua por ser a composta das funções continuas:
P€P>--+(f-p)€c[a,b] e

s€[a,b}--+lls 11 € lR.

Seja E=inf Ilf-p II , E .:: O, e fixemos Pl€P. Se P€P é tal que
P€P

IIP-P1II > 2 !!f-P111

então temos

Ilf-PII > IIP-P1II-llf-P111>21If-P111-llf-P111=llf-P11.::E.

Assim, se P é de melhor aproximação então:

e, portan to,

Agora, tomando-se

K = {P€P; IlplI 2. 2 Ilf-P1II + IIP1I D, temos que K é fe
chado em Pn[a,bJ.

Com efeito, a imagem inversa de

[O,21If-P111 + IIP11IJ

pela aplicação continua

gl: P€P n [a ,bJ >---+ 11P 11
é um conjunto fechado em PnLa,b] e como P é fechado em Pn[a,bJ, K é
fechado por ser a interseção dos dois fechados

P e g,l ( [0,211 f - P 1 I1 + I1 P1 11 ] ).

Mas, desde que K é 1 imi tado em Pn [a .b}, então K é compacto
(pois Pn[a,bJ é de dimensão finita).

Assim, pela continuidade da função h em K e da compacid~
de de K pode-se concluir que o infimo E de h é assumido em K, isto
é, existe P€KCP tal que lIf-plI = E.

Portanto, dada f€C[a,b] sempre existe um polinômio P€P de
melhor aproximação para f.

Tendo em vista aplicaçôes provaremos a seguinte proposição:

Proposição 6: O conjunto B de todos os polinômios P€P de melhor apr~
ximação para uma função f€C [a ,b] é compacto e convexo.

Demonstração: Usando a notação do Teorema anteri o r , se P€B então P€K.
Para f€C [a .b ] fi xa, a apl icação h: P€K---+II f-P I1 €lR é conti.

nua e sendo E = inf Ilf-p li, a imagem inversa de {E} é um fechado de
K. P€K Mas h-l({E}=B, pois P€B< ;)infllf-plI=llf-PII = E.

P€K
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Logo ecK é fechado e como K é compacto segue-se a compacl
dade de e.

Para provarmos que e é convexo, consideremos Pl,P2 € e.
Tem-se que Ilf-P111 = Ilf-P211 = inf Ilf-pll = E.

P€P
Assim, se

então, é imediato que

e temos

+ a2 Ilf-P211= al . E + a2 . E = (al + (2) . E=E,
o que impl ica em"

CONCLUSUES
Em muitas aplicações da Matemática é necessário fazer a

aproximação de funções por outras. Com este trabalho mostrou-se que
dada uma função f€C[a,bJ sempre existe um polinômio algébrico P€P de
grau n que é de melhor aproximação monótona para f, relativo a nor
ma uniforme.

Poderia também ser colocado outro tipo de questões sobre
estimativas do grau de aproximação de f por polinômios P€P. Para o
estudo desse tipo de questões é essencial que a função aproximada t~
n h a as p ro p r ic da de s do p o 1 inô m io P. As sim, p a ra P -'P (1 ;1 ), f de",.ese r
monótona crescente. Entretanto, para o estudo da existência, já fel
to, bem como para o estudo das caracterizações de polinômios P€P de
melhor aproximação para uma dada função f€C [a ,b1, dispensa-se a hl
pótese de f ser monótona, visto que os resultados são independentes
desse fato.
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