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RESUMO

0 artigo apresenta o problema da aproximagcao monotona que
consiste em encontrar um polinomio de melhor aproximagao para uma fun
cao real continua "f" definida em [a,b]. Se os inteiros 1<Ky < ...<kp
e os sinais e, =+ 1, j=l,..., p sao dados, o que se quer € aproxi
mar uma fungao f:[a,b]—s R por polinomios algébricos de grau n que
satisfazem as condigoes ej.P kj (x)>0, a< x< b, j=1,... p. A ques
tao da existéncia de polinomios de melhor aproximagao para uma dada
funcao "f", foi estudada aqui.

SUMMARY

GAZZONI, A. and GAZZONI, A.T.F., 1981. The Existence of Polynomials of Better
Approximation For Continuous Functions. Ciencia E Natura (3):13-19,

The paper presents the problem of monotonic approximation
which consists on finding a better polynomial approximation for a
continuous real function "f" defined on [a,b]. Let the integers
1< k] <... < k_ and the signals ej= +1, j=1,...,p be given. What
is wanted here is to approximate a function f:[a,b]——TR by algebraic
polynomials of degree n which satisfy the conditions Ej . PR3 (x)>0,
x €la,b], j=1,...,p. The existence of polynomials of better approximation
for a given function "f" was presented here.

INTRODUCAO

Weierstrass (1) provou que cada fungao f€C[a,b] & aproxi
mada por polinomios algebricos. Surge naturalmente a questao de es
tudar o polinomio de melhor aproximagao para f.

Denota-se por C[a,b] o conjunto das fungoes continuas defi
nidas num intervalo [a,b] da reta com valores em TR munido da norma
uniforme, ||f||=sup {|f(x)]|; x€[a,b]}.

0s casos em que se conhece uma forma para chegar ao poli
nomio de melhor aproximagao para f sdo raros e de grande interesse.

Chebyshev (3) propos polinomios que levam o seu nome.

0 problema de encontrar um polinomio P de grau n-1 de me
lhor aproximagao para f(x)=xn foi resolvido, no intervalo H;1], na

forma seguinte:
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Teorema 1. 0 polinomio de grau n-1 de melhor aproximagao para a fun
cao f(x)=x" em [-1,1] & P(x)=x"-2°"+].cn(x), onde C_ € o polinomio
de Chebyshev de grau n.

Para a demonstracao desse Teorema vide Lorentz (3), Capitu
To II, Teorema 11:

0 problema da aproximagao monotona foi inicialmente estu
dado para um caso particular. Nos anos de 1970 houve o desenvolvimen
to de uma teoria para caracterizar os polinomios de melhor aproxima
¢ao para a classe P dos polinomios monotonos. Um ano mais tarde foi
considerado este problema relativo a norma L] e foram feitos estudos
para provar a existencia de um Unico polinomio de melhor aproximagao
nessa norma para cada funcao féC[a,b], conforme se pode ver em (6).

Este trabalho pretende provar que existe um polinomio de
melhor aproximagao para f€C[a,b] entre os polindmios mondtonos.

E possivel provar (veja exemplo 4) que um polinomio de grau
n de melhor aproximag3ao para uma funcao monotona em C[a,b] ndao & ne
cessariamente monotono.

REVISAO DA LITERATURA

Pn[a,b], nEN , denotara o conjunto dos polinomios reais de
grau menor ou igual a n definidos em |a,b|. Neste artigo, sempre que
escrevermos polinomio de grau n, estaremos nos referindo a um poli
nomio de grau menor ou igual a n.

Definigao 2: Para cada f€C[a,b] considere-se inf{||f-P||; PePn[a,b] } =E.
Se este infimo for atingido por algum POGPn[a,b], Py sera chamado po
linomio de melhor aproximacao para f.

Dada f€C[a,b], sempre existe um polinomio de grau n de me
lThor aproximagao, conforme se pode ver em Lorentz (3), Capitulo II,
Teorema 1.

Dada f€C[a,b], provar a existéncia de polinomios PEP  de
melhor aproximacao para f constitui o objetivo deste trabalho.

Definigao 3: Os polinomios CO’cl’CZ"" definidos pela formula de re
corréncia Cn(x)=cos nt, onde n=0,1,2,..., x € [-1,1] e 0 <t <m,
sao chamados polinomios de Chebyshev.

Note-se que para cada x, -1 < x < 1, existe um Unico t,
0 <t <mtal que x=cos t. Tem-se

€nix) =1y C](x)=x, Cz(x)=2x2-1 = 2x.C1(x)-C0(x),... e Cn(x)=2x.Cn_](x)—Cn_Z(x),

of
n=2, 3, ... . Portanto, Cn, n=0, 1, 2, ... , € um polinomio alge
brico de grau n.

Ezemplo 4: Pelo Teorema (1), o polinomio de grau 4k de melhor apro

4k+1

ximagao para a funcao crescente f(x)=x -1 < x <1, sendo kum nu



15

mero inteiro e positivo, & P(x)=x4k+]-2'4k.c4k+1(x).

Temos P'(x) = (4k+1) x4k-2'4k.C'4k+](x) e, portanto
1 _ "4k ]

PI(0) = - 2 Claag(0).
Mas, Caps1(Xx) = cos(8k+1)t, e x =cos t, 0 <t <
Logo, C gg4q(x) = cos [(4k+1)arc cos x] e, entdo,

Claper () = M+l gen [(4k+1) arc cos x] , -1 < x < 1.

1-x

Donde, obtém-se que:

C'4k+](0) = 4k+1 > 0 para k =1, 2, 3, ... , e portanto,

sendo P'(0) < 0, P(x) ndo & crescente, isto €, o polinomio de melhor
aproximagao para a fungao crescente f(x)=x4k+1, ndo & crescente.

Através do exemplo anterior percebe-se que dada uma fungao
feC[a,b], & interessante encontrar, caso exista, um polinomio de me
Thor aproximagao para f entre todos os polinomios monGtonos. Mais ge
ral € o problema de aproximar uma dada funcao fGC[a,b] por polinomios
PePn[h,bJ que satisfazem P(k)(x) >0, a<x<b, onde kK € um intei
ro positivo dado. Ainda mais geral € o problema de aproximagao que
foi estudado neste trabalho: dados os inteiros 1 < K] < k2 Z's ik
e 0s sinais ej=11, j=1,2,..., p, aproximar uma dada funcgao fecb,ﬂ s
na norma uniforme, por polinomios P de grau n que satisfazem as con
dicoes (i) ej.P(kj)(x) >0, x €[a,b], 3=1, . . . , p.

Fixado n, indicaremos este problema, bem como a classe dos
polinOmios que satirfazem (i) por:

P = P(k],...,kp; e],...,ep). Pk € a notagao no caso parti
cular, onde p=1, k1=k, e]=1. Em analogia ao caso k=1, em que se tem
P'(x)>0, x €[a,b], todos estes problemas serdo chamados problemas de
aproximagao monotona.

No desenvolvimento deste trabalho pode-se supor kp < n,
pois para kj > n, (i) € claramente satisfeita.

0 primeiro trabalho sobre aproximagao monotona foi reali
zado por Shisha (5). Os resultados desse autor mostram como se pode
aproximar uma funcgao real f que satisfaz:

f(k)(x) >0, x €la,b], onde k & um inteiro maior do que ze
ro, por polinomios de grau n que também satisfazem:

P(k)(x) >0, ac< x < b, isto &, por polinomios da clas
se Pk'

DESENVOLVIMENTO
Existéncia de Solugoes para o Problema P

Para cada escolha de inteiros kj e de sinais Ej’ o conjun
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to P € nao vazio (4). Usando argumentos de compacidade prova-se ore
sultado abaixo.

Teorema 5: Dada fE€C[a,b], existe um polindmio P € P de melhor apro
ximagao para f.

Demonstragao: Como Pn[p,b] € um espago vetorial de dimens3o finita,
todas as normas em P, [a,b] sdo equivalentes. Consideremos entdo para
Pem[a,b], P(x) =T o x', a norma IIP]]0 = max{[aolv..,[anl}(ver(2),
sl i=0
pagina 239).
Seja x €[a,b] e i € {1,...,p}. A aplicagdo

g:PePn[a,b]»——»eiP(ki)(x) € R € continua.

n s
De fato: Seja P, € P_[a,b], P,(x) = I B.x' e e >0.
1 n 1] j=0 1
(ks) . -~ ; i-k,
Temos P1 if(x) = = B, . di(i-1)...(i-k;+1)x i
i=k, | 1
i
se |[P-P,|], < 6, onde & < £ para todo i ,

noi (1) (kg4 1) (x5 [4)
entao:

leg - PRI ) - ey e ) e () - p K (x)) -

1 i-k
| B oy - By)i(i-1) . (imky#1)x TR
1=ki
n i-k
< T lay - Byl [i(i-1).. (imky+1) |1 xR
T i=k, ’ L
1
n ) i-k
< Ek.[|P-P]}loli(1-l)...(i-ki+1)[x il

e

1

e . A(i-1). (i-kg#1) xR

A
nm~Mms

n
z
=k

~K £
iz nai(i-1).e (G-ky# 1) (X7 [#1) sk

Seja o intervalo [0, + m[ . Pela continuidade da fungao g,
para cada x fixo, e para cada i=1,... p, temos que
o7 ([0, + =[ )= tPeP [a,b]5 e . PKid(x) > 0}

€ um conjunto fechado.

ser= N\ tpep, [a,b] e, .P (ki) (x) >0 =
P

x€[a,bli=1,...,
= (pcp, [a,b]; ;.PKid(x) > 0, ¥ x €[a,b] , i=1,...,p)
entao P & fechado em Pn[a,b] por ser a intersecao de fechados.

Parafec[a,b] fixa, consideremos a aplicagao h:PEP+——||f-P|| € R,
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que & continua por ser a composta das fungoes continuas:
PEP—— (f-P)EC[a,b] e
s€fa,b]—s||s|] € R.
Seja E=inf ||f-P|| , E > 0, e fixemos P,EP. Se PEP & tal que
PEP -

[Ip=p 1] > 2 [|£-P ]|

1!
entao temos
[1£-P1] > ||P-P

|- =Py L [>2][£-P [ |- ] [£-P; | [=] [ £-P, |2E.

1! 1|
Assim, se P € de melhor aproximagao entao:

IIP‘P]][ 52 ||f'P'||]

e, portanto,
[IPEE < 2 [IF=Pol + [IPq 1] .
Agora, tomando-se

K = {PeP; |[|P]]| < 2 ]If-P]|| + |[P1|]}, temos que K & fe
chado em Pn[a,b].

Com efeito, a imagem inversa de

[0.2]1¢-p, 11 + 1P, 11]
pela aplicagdo contVnua

g]:PGPn[a,b]»—-»[IPH
€ um conjunto fechado em P [a,b] e como P & fechado em P [a,b], K &
fechado por ser ? intersegao dos dois fechados

Pe gy ([0.2][F-Pyl]+|[Py]]]).

Mas, desde que K & limitado em Pn[a,b], entao K & compacto
(pois Pn[a,b] € de dimens3o finita).

Assim, pela continuidade da funcao h em K e da compacida
de de K pode-se concluir que o Tnfimo E de h & assumido em K, isto
€, existe PEKCP tal que ||f-P|| = E.

Portanto, dada fe€C[a,b] sempre existe um polinomio PEP de
melhor aproximacao para f.

Tendo em vista aplicagoes provaremos a seguinte proposicao:

Proposigao 6: 0 conjunto 8 de todos os polinGmios PEP de melhor apro
ximagdo para uma fung3ao f€C[a,b] & compacto e convexo.

Demonstragao: Usando a notacao do Teorema anterior, se PEB ent3o PEK.

Para fe€C[a,b]fixa, a aplicagdo h:PEK——||f-P||ER & cont]
nua e sendo E = inf ||f-P||, a imagem inversa de {E} & um fechado de
K. PEK Mas n™T({E} =8, pois PeBe==Dinf||f-p||=|¢-P|| = E.
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Logo BCK & fechado e como K & compacto segue-se a compaci
dade de B.
Para provarmos que B & convexo, consideremos p],P2 € 8.
Tem-se que |H-P1H = Hf—PZH = inf ||f-P|| = E.
PEP

Assim, se
o 2 0, ay > 0 e ap + u2=1

entao, € imediato que
(a]P} + asz)GP
e temos

[If- (aqPy + 'J.ZPZ)H = Halwz)f-a]l’l - GZPZHE o.-l”f—P]H +

+a, [[f-Pyll=0ay . E+ay, . E= (a7 + ap) . E=E,
0 que implica em

(a]P] + aZPZ)E 8. Logo B & um conjunto convexo.

CONCLUSOES

Em muitas aplicacoes da Matematica & necessario fazer a
aproximacao de funcgoes por outras. Com este trabalho mostrou-se que.
dada uma fungao feC[a,b] sempre existe um polindmio algébrico PEP de
grau n que € de melhor aproximagdao mondotona para f, relativo a nor
ma uniforme.

Poderia também ser colocado outro tipo de questGes sobre
estimativas do grau de aproximagao de f por polinomios PEP. Para o
estudo desse tipo de questbes & essencial que a funcdao aproximada te
nha as propriedades do polinomio P. Assim, para P=P(1;1), f deve ser
monotona crescente. Entretanto, para o estudo da existéncia, ja fei
to, bem como para o estudo das caracterizagdoes de polinomios PEP de
melhor aproximagdo para uma dada fungdo f€C[a,b], dispensa-se a hi
potese de f ser mondtona, visto que os resultados sao independentes
desse fato.
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