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RESUMO

Neste trabalho define-se o que se entende por integral ini
cial e demonstra-se que a integral de Riemann sobre o conjunto R([a,b];
TR ) das funcGes definidas no intervalo [a,b], integraveis, & uma in
tegral inicial.

A seguir demonstra-se o teorema da convergencia dominada
de Arzela no contexto da teoria de Riemann.

SUMMARY
BISOGNIN,E., 1981. The initial integral. Ciencia e Natura (3):5-11.

The pourpouse of this work is to define what is understood
by initial integral and also to demonstrate that Riemann's integral
over the set R( @,b];TR) of the integrable defined functions in the
compact interval [a,b], is an initial integral

The Arzela's Dominated Convergence Theorem in Riemann's
theory context is demonstrated.

INTRODUGAO

As integrais classicas, como por exemplo a integral de
Riemann, gozam da propriedade de passagem ao limite. Seguindo as no
coes apresentadas por Luxemburg (4) & dada uma versao do teorema da
convergencia dominada, cujas ideias iniciais foram apresentadas por
Arzela (1) no contexto da teoria de Riemann.

Neste trabalho foi feito o estudo preliminar demonstrando
que a integral de Riemann €& uma integral inicial.

REVISAO DA LITERATURA

Seja X um conjunto qualquer e F(X,R) o conjunto de todas
as funcoes reais definidas em X. Dizemos que ECF(X,R) & um cla seas
seguintes condigoes sao verificadas:

a) E & um subespago vetorial de F(X;TR)
b) Toda funcao fEE & limitada.
c) Se FEE e g:R-»R & uma funcao continua com g(0)=0, entdao gofEE.

Como exemplo de clas temos:

a) 0 conjunto-C([a,b];R)das funcoes reais continuas no -intervalo[a,b].
b) 0 conjunto Esc( @,b];m) das funcoes reais escalonadas no inter
valo [a,b].



c) 0 conjunto Reg([a,b];ﬂ?) das funcoes reais reguladas, definidas
em [a,b]. (Dizemos que uma funcao f definida no intervalo[a,b]& uma
funcdo regulada se existe o limite a direita f(x+) para todo x€[a,b[
e existe o limite a esquerda f(x-) para todo x€Ja,b]).

d) 0 conjunto D([a,b];R) das fungoes reais limitadas com um nimero
finito de descontinuidades em [a,b].

A verificagao de que os conjuntos a) b) c) d) constituem
clds € simples. Estes conjuntos sao também clas de fungdes integra
veis a Riemann.

e) 0 conjunto R([a,b];R) das fungbes reais limitadas, definidas em
[a,b], integraveis a Riemann, & um cla de fungOes que contém os clas
anteriores.

A demonstracao de que R([?,b];m) € um cla encontra-se em
(2) no Teorema 2.4.

f) 0 conjunto C(X;R) de todas as fungdes reais, continuas, defini
das no espago compacto X.
g) 0 conjunto BC(X;R) de todas as fungGes reais, continuas e Timi

tadas sobre o espago topologico X.
DESENVOLVIMENTO

Foi citado anteriormente que a integral de Riemann goza da
propriedade de passagem ao limite. Exemplifica-se, desenvolvendo o
caso particular da restrigao da integral de Riemann ao conjunto
C([a,b];R) .

Teorema 1

Seja (fn) uma seqiliéncia decrescente de fungoes reais con
tinuas sobre o intervalo compacto [},b] pontualmente convergente pa
ra zero sobre [a,b]. Entao llz s, fo(t)dt=0.

Demonstragao
0 teorema de Dini (5), afirma que (fn) cogverge pa;a zero
uniformemente. Entao, pelo teorema 2.2 em (2), 1hnfa ﬂ#t)dt=faﬁﬁdtﬂl
No teorema demonstrado esta em jogo " funcional linear po
sitivo f —> /2 f(t)dt sobre o cza C( f,b] 5R) .

Teorema 2
Seja X um conjunto e ECF(X;R)um espago vetorial.Se p:E-R
e um funcional linear positivo, sao equivalentes as proposigoes se

guintes:

I) Se (fn)cE € uma seqlencia crescente e pontualmente convergente
para fo € E, entao u(fn) converge para u(fo),

I1) Se (gn)CE € uma seqilencia decrescente e pontualmente convergen

te para g EE entao u(gn) converge para u(g,):



II1) Se (gn)cE € uma seqlléncia decrescente pontualmente convergente
para zero, entao u(gn) converge para zero.

IV) Se (hn)cE € uma seqléncia de termos positivos com I Im=h°mo€&
) n=1
entao I u(hn)=u(ho).

n=1

Demonstragao

(I) implica (II). Como (gn)cE € uma seqllencia decrescente,
entao (g]-gn)CE € uma seqtiencia crescente e (g]-gn) converge para
(91-9,)+ Por (I), segue-se que u(g,-g. ) converge para u(g;-g,); 1To
go u(g,) converge para u(g,).

(I1) implica (III). A condigao (III) € um caso particular
de (II).

(III) implica (IV). Temos que (ho

n
) uma seqtien
cia de E que decresce para zero. Por hip6tegé u(ho -

n &=

h.
J) con

j)) converge para zero, isto &,

verge para zero, entao (u(ho) - Z u(h
o J‘='l

£ u(h )= u(h).
n=1 " o -
(IV) implica (I). Seja £ h_=h_ com h_ > 0, para todo n
- n=1 N o n =

tal que I u(hn)= u(ho) e (fn)CE, uma seqtiéncia crescente de fun

n=1

¢oes com f, convergindo para f , fOEE.

Tomando-se h,=f,, h,=f,-f,,...h =f -f a seqtlencia das

n-1
reduzidas sera: s1=F1s sp=fps... s =f . Como a série dada converge
a seqllencia das reduzidas € convergente, entao:

I wu(h_ )= u(f_); logo u converge para u(f ).
= n 0 o

As proposigoes equivalentes do teorema anterior sao ascon
digoes de Lebesgue-Daniell.
De finigao
Seja ECF(X;R) um espaco vetorial e pu:E+-R um funcional.
U € uma integral inicial em X se:
i) E € um cla em X.
ii) u.E>R € um funcional linear positivo em E.
iii) u satisfaz as condigoes de Lebesgue-Daniell.

Exemplo
Seja X um espago localmente compacto de Hausdorff e K(X;R)
o conjunto das fungbes continuas de suporte compacto definidas em X.
Todo funcional linear positivo u:K(X;R)->R & uma integral inicial.
Com efeito, tem-se que K(X;R) € um cZ@ e u um funcional
linear positivo, logo basta mostrar que p satisfaz uma das condigoes



de Lebesgue-Daniell.

Seja (fn)cK(X;m) uma seqliéncia crescente de fungoes tal
que sup f"=llﬂ fn = fo’ fOEK(X;m) . 0 suporte de fn’ n=0, 1, 2... e
um compacto contido na uniao dos suportes de f] e fo'

Seja K=suporte f] uniao suporte fo' K € um compacto conti
do em X e suporte de fn esta contido em K. Seja x€X tal que ﬂ#x)#o.
Se fn(x)<0, entao f1(x)<0 logo x pertence ao suporte discreto de
f]; se fn(x)>0 entao fo(x)>0, logo x pertence ao suporte discreto
de fo'

A seqtlencia (fn) e crescente e (fn/K
s logo pelo teorema de Dini, a con

) isto &, f restrita
ao cgnjuntg K converge para fo/K !
vergencia e uniforme em K. Como K e um compacto em X, existe um
compacto K' contido em X tal que K est3d contido no interior de K' e
existe uma funcdo g:X»TR, continua de suporte compacto g<l1, tal
que:

g(x)=1 para todo xEK e

g(x)=0 para todo x € CK'.

Entao, dado €>0, existe n, € Ntal que Ifn(x)-fo(x)l<6 pa
ra todo xEX e n > No» dai |fn-fo] < €.g. Como y & um funcional 1i
near positivo tem-se que ]u(fn)-u(fo)l < u(]fn-fo] < Eu(g).

Exemplo

Seja X um espago compacto de Hausdorff e C(X;R) o cla das
fungoes reais continuas definidas em X. Todo funcional linear posi
tivo p:C(X;R)-TR & uma integral inicial em X.

Este exemplo € um caso particular importante do exemplo
anterior.

Na terminologia de Bourbaki (3), u &€ a medida de Radon po

sitiva em X.

Teorema 3
Seja ECF(X3;R) um cla e u:E+R um funcional linear positi
vo. Sao equivalentes as duas seguintes condigoes:
I) u € uma integral inicial.
II) Se (fn)CE converge pontualmente para fer e existe g€E tal que

]fnl < g para todo n=1, 2,... entao w(f pu(f,).

Demonstragao
(I) implica (II). Sem perda de generalidade assume-se
fn(x)zo para todo xEX e para todo n e f(x)=0 para todo XEX.

Seja 9 .m =m5x(fn,fn+],..., f,) para cada par de indices

m>n. Entao 0 < g EEeg < g para todo m > n, g€E.

n,m n,m




Para cada n, a seqiiéncia (9, m) € crescente e limitada em
’
m > n. Para cada € > 0 e para cada n, existe um m, > m tal que
n
mp < moqe 0< ”(gn,K)'U(gn.mn) < €/27 para todo K > m

Entao 0 < Tim sup un(x)

Para simplificar poe-se g .
n’mn n-c

< lim sup fn(x) = lim fn(x)=0 para todo xEX. Para cada n, tem-se:
n->c

fove n-1
0<f, <uy <min(uy, «.oou) + 121 (mix(ui, e )-uy)
Esta desigualdade € verdadeira porque para 1 < i < n,
0 < up =uy + (up-uy) < ug + (max(ug, ...ug)-ug) < uy o+ :E: (max(uy
s un)- uKL

Visto que max(ui....un)-u1.=rr|ax(f1.,...f’mn)-u1.=g1.,mn -gi,mi

em > m; para n > i conclui-se que, u(mix(ui....un)< €/21 para

1< i< neentao para cada n, 0< u(fn)< u(min(ui,...un) + G—%:T .
- - - 2

Como 1im un(x)=0 para todo x€X, tem-se que a seqidencia
n->o

(min(u],...,un)) decresce para zero, logo para todo x€X, lim pu (min
n->co

(u],... un))=0. Segue-se entao que lim u(fn)=0.
-0
(IT) implica (I). E imediato.
0 tipo de convergéncia considerada no Ttem (II) do teore
ma anterior & chanada de convergéncia dominada.

A integral de Riemann como uma integral inictal

Prova-se que a integral de Riemann sobre [a,b] & uma inte
gral inicial. Arzeld chegou a esse resultado, mas a denominagdo & pos
terior.

Preliminarmente, mostra-se que as integrais de Riemann das
fungoes continuas e das fungGes escalonadas sobre [a,b] podem ser
usadas para calcular a integral superior e a integral inferior de
uma fungao limitada f sobre [a,b].

Esse & o contelido essencial do lema que segue.

Lema
Para cada funcao limitada f>0 e cada €>0 existe uma fun

¢do continua g € C ([a,b]; R) satisfazendo 0< g<f e f: f < fg g+€.
Demonstragao

Para cada €>0, existe uma fungao escalonada s em [a,b] sa
tisfazendo 0 < s < f e f: f< fg 5 & €/2;:
A fungao escalonada s pode ser transformada na fungao tra
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b
pezoidal g tal que, 0< g < se J < fa + E/2. segue-se entao que

existe uma fungao continua g com 0< g < f e Ig

f< f: g+ €.

Teorema 4

Seja (fn) uma seqliencia decrescente de fungoes integraveis

em|a,b]. Se Tim f_(x)=0 para todo x €[a,b] entdo lim S f (x)dx=0 ,
- n->c n = N+ a

ou seja, a integral de Riemann f » fg f & uma integral inicial sobre

R((a,b]; R).

Demonstragao

Segue do lema anterior que para cada €>0 e para cada n,
existe uma fung3ao continua 95 tal que 0 < 9, < fn e f:fn(x)dx <

b n
fa gn(x)dx + €/2".

Para cada n, seja hn=min(g],...gn). Entao Oﬁhnifn’ hn e
continua, n=1,2... e a seqtléncia (hn) decresce para zero para todo
% £ |},b]. Pelo teorema de Dini, a seqdencia (hn) decresce para ze
ro uniformemente cm |},b], logo 1im fg hn(x)dx=0.

n->e
A prova do teorema estara concluida se for provada a desi

gualdade:

b b 1
0 < Iy fn(x)dx G hn(x)dx + E(1 - o )«
Como a seqtflencia (€ e decrescente tem-se que para cada

n, f_ = min (f],...,f e entao:

n n)

n
0 < f - hp=min(fy,..., f)- min (91""’gn) < 1.E=:](1’1.-g_i).
Segue-se que para cada n,
b b b " i
0 < fa fn(x)dx - fa hn(x)dx < I fa(fi(x) - gi(x))dxi L] €/2 =
. e

= E(1 - ), 0 que conclui a demonstragao.

on
f sobre R([asb];
uma integral

Isso prova que a integral de Riemann f » [
R ) satisfaz as condigoes de Lebesgue-Daniell, logo
inicial pois R([a,b]; R) & um cia.

b
g
<

CONCLUSAO

Ficou comprovado neste trabalho que a restrigao da inte
gral de Riemann a todo Cla E contido no ecla R(I};b];ﬁ!) das fungoes
reais definidas em [a,b] integraveis a Riemann, & uma integral ini
cial. Como os conjuntos C([a,b];R) ; D([asb]sR); Reg([a.b] ; R)e
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Escla,b];TR) sao clas de fungbes integraveis, entdo a integral de
Riemann elementar € uma integral inicial.

Num estudo posterior podera obter-se a integral inicial as
sociada a uma medida de Lebesgue, o prolongamento de Darboux de uma
integral inicial e o teorema de Representagao de Riesz, o qual afir
ma que, toda integral inicial € a restrigao de uma Integral de Rie
mann Abstrata, definida por uma medida inicial (2).
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