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RESUMO

Neste trabalho se determinou a temperatura permanente de
uma barra homogênea, sujeita ã condições iniciais e de fronteira que
dependem de um parâmetro real.

O problema a ser resolvido foi o de encontrar a solução
analítica da equação do calor ut = a2 uxx com a condição inicial
u( x , O) = O, O < x < L e as condi ções de contorno u(O, t)=O e u(L,t)=

sent,t>O.

SUMMARY

RIES, L.M.K. and BISOGNIN, V., 1981. Heat propaça t í on in one homogeneous
bar wi th bounda ry condi ti ons tha t depends of a real parameter.
Ciência e Natura (3):1-4.

19 this work the permanent temperature, in one -homogeneous
bar with boundary conditions that depends of a real pafameters, WB
determined.

The problem to be resolved was find the analytical solution
of the heat equation ut=a2 uxx with the initial condition u(x,O)=O,
O < x < L and the contours conditions u(t,O)=O and u(L,t)=sen t, t>O.

INTRODUÇI\O

A variação de tempe ra tu ra em uma barra homogênea é des c ri

ta por uma equação diferencial parcial e tem a fo rma:

(1) ut(x,t) 2 (x, t ) , O < < L, t O, onde= a u xxx

e e 2a é uma constante conhecida co

mo difusividade térmica. O parâmetro a2 depende somente do material
de que e feita a barra e e definido por:

a2 = K/ps, onde K é a condutividade térmica, p e a densi
da de e s ê o calor específico.

Alem disso, consideramos que a distribuição inicial de tem
peratura na barra seja dada.

Assim:
(2) u(x,O) = O O < x < L.
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Também consideramos que as extremidades da barra mante
nham as temperaturas:
(3) u(O,t); O e u(l,t); sen t t >0.

O problema fundamental da condução do calor e encontrar a
temperatura u(x,t), que satisfaz a equação diferencial (1), a condi
ção inicial (2) e as condições de fronteira (3).

A solução do problema da condução do calor com uma condi
ção inicial e com condições de contorno homogêneas é facilmente en
contrada pelo método de separação de variãvel.

Se as condições de contorno (3) são não-homogeêneas, isto
e, se
(4) u(t,O); A e u(l,t); B, onde A e B são constantes então re
duz-se o problema ao caso em que as ~ondiç6es de fronteira são homo
geneas.

Se as condições de fronteira são não-homogêneas e
dem de um parâmetro, o método de separação de variável não ê
zado. Este ê um dos objetivos a que nos propomos em (1) para
terminação da solução analítica de (1), (2) e (3).

depe.t::
u ti 1 i
a de

SOLUÇÃO ANALITICA

Consideremos o problema
2ut ; (l uxx

( 5 ) u (x,O) f( x) O < x <

u (O, t) 9 (t) t > O
u(l,t) h (t) t > O , onde f, g, h €C2(lR).

Vamos procurar solução da forma

( 6 ) u(x,t) ; E an(t) sen ~ onden;l

( 8 )

Integrando
l
7

2 Jlan(t) ; I u(x,t) sen ~ dx
O
(7) duas vezes por partes, obtemos

an(t) ; (_l)n+l U(l,t)'n; + ~ u(O,t)

l2 Jl-:-zr u sen ~ dx
n Tf O xx L

Observando (5), fi camos

( 7 )

a ( t ) ; -h [~ (g ( t ) - (- 1 ) n h ( t)) - f J
O

l

n n Tf l
u senxx

nTfx ]-r- dx

Derivando (7) em relação a t,obtemos.
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n n xuxx sen -r- dx e portanto, a expressão (8) fica

[
2TIn
? (g(t) - (-l)nh(t)) -7 a~(t)]

(9) é uma equação diferencial ordinãria linear,A expressão
cuja sol ução é:

222 .. 222 jt_an
2

TI t 2 -~t
a (t) = A .e L + 2 a nTI e L

n n ~
O

222
a n TI s

l2 [ n ]e g(s)-(-l) h(s) ds

L

-f Ia u(x,O) nnx 2 JL nTIXsen L dx = I O f(x) sen "T" dx

e u(x,O) = f(x) = L an(O) sen nTIXn=l "T"

Substituindo f(x) c h(t) pelas co~dições dadas em (2) e
(3) obtemos a solução analltica do problema

u = a2
t u xx

u (x ,O)
u (O, t)
u (L, t)

O,O<x<
O , t > O
sen t

Portanto:
222- a n TI

LZ t 2 2 2 2]+ a n TI sen t - L cos t

O.
Logo, a solução de (10) é:

222- a n TI
LZ

nTIxsen -r-

CONSIDERAÇOES FINAIS
A anãlise da dissipação e transferência de calor de suas

fontes em maquinaria de alta velocidade é, freqUentemente, um impo~
tante problema tecnolõgico que continua a demandar a atenção dos m~
temãticos, f f s ic o s e engenheiros. Nas ultimas décadas diversas têcní
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cas que auxiliam a solução desses problemas têm sido desenvolvidas
(2, 3 e 4).

Como foi determinada a solução analltica do problema (10)
necessitamos, na prática, avaliá-la numericamente. Esta e a impo~
tãncia de se procurar metodos numericos adequados a fim de se obter
a solução numerica desejada.

BIBLIOGRAFIA CITADA
1. BISOGNIN, V. e RIES, L.K. Determinação da temperatura de uma ba~

ra homogênea com condições iniciais e de contorno - SoluçãoN~
mérica. Projeto de Pesquisa (inepito). Dep. Matemática, CCNE,
UFSM, Santa Maria, 1979.

2. CONTE, 5.0. Elementary Numerical Analysis, an algorithmic approach.
McGraw-Hill, Inc., 1965.

3. DAHLQUIST, G. e BJ~RCK. Numerical Methods. Prentice - Hall, Inc.
Englewood Cliffs, New Jersey, 1974.

4. SOUTHWORTH, R.W. e DELEEUW, S.L. Digital Computation and Numerical

Methods. McGraw-Hill Book Company, 1965.

Recebido em dezembro, 1981; aceito em dezembro, 1981.


