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RESUMO

Neste trabalho se determinou a temperatura permanente de
uma barra homogenea, sujeita a condigOes iniciais e de fronteira que
dependem de um parametro real.

0 problema a ser resolvido foi o de encontrar a solugao
analitica da equacao do calor up = & u,, com a condicao inicial
u(x, 0) =0, 0 < x <L eas condigoes de contorno u(0, t)=0e u(L,t)=

sen t, t > 0.
SUMMARY
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Ig this work the permanent temperature, in one -homogeneous
bar with boundary conditions that depends of a real parameters, was
determined.

The problem to be resolved was find the analytical solution
of the heat equation ut=a2 u with the initial condition u(x,0)=0,

XX
0 < x < L and the contours conditions u(t,0)=0 and u(L,t)=sen t, t>0.

INTRODUGAO

A variagao de temperatura em uma barra homogenea & descri
ta por uma equacgao diferencial parcial e tem a forma:

2
(1) ug(x,t) =a” u, (x,t), 0 < x <L, t 0, onde
u 32u 2 -
up =3¢ © Ug = g;? e a° @€ uma constante conhecida co
mo difusividade térmica. O parametro a? depende somente do material
de que @ feita a barra e e definido por:

a2 = K/ps, onde K € a condutividade térmica, p @ a densi
dade e s € o calor especifico.

Al1em disso, consideramos que a distribuicao inicial de tem
peratura na barra seja dada.

Assim:
(2) u(x,0) =0 , 0<x<lL.



Também consideramos que as extremidades da barra mante
nham as temperaturas:

(3) u(0,t) =0 e wu(L,t) =sent , t>0.

0 problema fundamental da condugao do calor & encontrar a
temperatura u(x,t), que satisfaz a equagao diferencial (1), a condi
¢ao inicial (2) e as condicoes de fronteira (3).

A solucao do problema da condugao do calor com uma condi
¢3o inicial e com condigoes de contorno homogéneas € facilmente en
contrada pelo método de separacgao de variavel.

Se as condigées de contorno (3) sao nao-homogeeneas, isto
€, se
(4) wu(t,0) = A e u(L,t) =B, onde A e B sao constantes entao re
duz-se o problema ao caso em que as .condigces de fronteira sao homo
geneas.

Se as condigoes de fronteira sao n3o-homogéneas e depen
dem de um parametro, o método de separagao de variavel nao e utili
zado. Este & um dos objetivos a que nos propomos em (1) para a de
terminacao da solugao analitica de (1), (2) e (3).

SOLUCAO ANALITICA

Consideremos o problema

_ 2
Ut =a uXX

(5) u(x,0) = f(x) , 0
u(0,t) = g(t) , t

A

£ L

\'2

X
0
0

u(L,t) = h(t) , t >0, onde f, g, h € C5(R).
Vamos procurar solugao da forma
(6) u(x,t) =n£1 an(t) sen 5%5 onde
7) (t) = 2 L t nmx d
( a, =T u(x,t) sen = dx
0
Integrando (7) duas vezes por partes, obtemos
L 1
(8) 5 a (t) = (-1 Lty « Eougo,t) -
L2 L nmwx
—;?;?— uxx sen T dx
0
Observando (5), ficamos
L2 2mn n 2 = nmx
a,(t) eadiy (a(t) - (-1)" h(t)) - tjo u,, sen X dx

Derivando (7) em relagao a t,obtemos.



2 L
a;(t) = E%_ J Uyy Sen 2%1 dx e portanto, a expressao (8) fica
0
2 T
(8) a,(t) = —5— LZ—LE (a(t) = (-1)"h(t)) - - al(t)]
nmw a

A expressao (9) & uma equagao diferencial ordinaria linear,
cuja solugao &:

222. T 2 22
_anmoy s
L2 2 aznv 2 n
a,(t) = A e y2am [s(5)-(-1)"(s)
- 0
B
onde A =a (0) = 2 0) sen MX gy 2 2 |- ATX. g
i B =T (x)sn—L—-x—T xsenTx
0 0
e u(x,0) = f(x) = £ a _(0) sen 5%1
p=l "

Substituindo f(x) e h(t) pelas condigoes dadas em (2) e
(3) obtemos a solugao analitica do problema

u, = g u
t “ XX

u(x,0) =0, 0 <x <L

u(0,t) =0, t >0

u(L,t) = sen t

Portanto:

2.2 2
& 2 Tt .4, 2
an(t)=(-1)n” 20 nm LS @ E +an“m” sent - L cos t
L'+an'm

pois An =a_(0) =0.

Logo, a solugao de (10) e:

2.2 2
- o“n°r
® . 22 2 2 2 z "
u(x,t)= x (-1)™! 2anm an“ 1 sent-Lcos t+L%e .
n=1 L +anm
sen 5%5

CONSIDERAGOES FINAIS

A analise da dissipacao e transferéncia de calor de suas
fontes em maquinaria de alta velocidade &, freqlentemente, um impor
tante problema tecnologico que continua a demandar a atengdo dos ma
tematicos, fisicos e engenheiros. Nas Ultimas decadas diversas técni



cas que auxiliam a solucao desses problemas tem sido desenvolvidas
(2, 3 e 4).

Como foi determinada a solucdao analitica do problema (10)

necessitamos, na pratica, avalia-la numericamente. Esta € a impor

tancia de se procurar métodos numéricos adequados a fim de se obter

a solucao numérica desejada.
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