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RESUMO
Este trabalho aplica a anã1ise de me1horia ao ajustamento

de curvas po1inomiais, feito atravês do mêtodo dos mínimos quadrados
para regressão.

Os pontos experimentais representativos da curva em estudo
foram extraídos de um movimento de salto em extensão de um atleta.

Obteve-se o po1inômio de quarto grau como o modelo que m!
1hor ajusta-se ã curva estudada.

Todos os cálculos foram realizados com o auxílio do comp~
tador IBM-360 da Universidade Federal de Santa Maria.
SUMMARY
COPETTI,C.L. and CAPPELLETTI,A.M.A., 1980. Variance ana1ysisof adju~

tment of po1ynomia1 curves. Ciência e Natura (2): 11-18.
This paper presents the betterment ana1ysis to the adju~

tment of po1ynomia1 curves, made by the 1east square method to regre~
si on.

The experimental representative points of the studied cur
ve were given by a moviment of an extension jump of an ath1eta.

One got the fourth degree po 1i nomi a 1 as the mode 1 tha t be.!
ter adjusts the curve studied.

A11 ca1cu1ations were rea1ized in IBM-360 computerfrom Fe
dera1 University of Santa Maria.
INTRODUÇ)\O

OS dados experimentalmente, nem sempre dão uma ideia pr!
cisa do fenômeno em estudo.

Com o objetivo de melhor representar este fenômeno e apr~
ximã-10 da realidade se faz o ajustamento dos dados amostrais,visa~
do a determinação de um modelo teórico que melhor explique o fenôm!
no em estudo.

Pelo metodo dos mínimos quadrados, pode-se determinar a !
quação da reta, da parábola, ou da curva de grau 'k' que melhor se
ajusta a um conjunto de pontos determinados experimentalmente. Com
o emprego da análise de me1horia procura-se selecionar o grau do p~
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1inômio mais ad~quado aos dados em estudo.
A utilização de um computador neste tipo de trabalho

na-se praticamente imprescindive1 na medida que hã o interesse
mordia1 na precisão dos resultados, alem de serem necessãrios
10s repetitivos e trabalhosos.

tor
pri.

c â lcu

FUNDAMENTAÇAO TEORICA E METODO
No metodo de interpo1ação de Newton, conforme HORNBEC~5),

dado um conjunto de pontos não ajustados, tem-se, condições deenco~
trar uma equação que represente estes pontos e tambem de interpolar
ou mesmo extrapo1ar pontos com base na referida equação.

Sob o ponto de vista do ajustamento, este metodo não con
fere a eficiência desejada, posto que a equação encontrada represe~
ta as coordenadas não devidamente ajustadas.

Hã, então, a necessidade de se estudar outro mâ t od o que m~
1hor ajuste o conjunto de pontos observados.

COSTA NETO (2) refere que os pontos experimentais admitem
uma relação funcional entre suas projeções X e Y, e vice versa, re~
ponsãveis pelo aspecto do diagrama, qual seja a tendência ·assumida
pelo conjunto de pontos. Este relacionamento funcional· correspond~
ria a linha existente na Figura 1, que seria a "linha de regressão".

y

x
Figura 1. Trajetõria do centro de gravidade.

O metodo dos minimos quadrados, segundo PACITTI,(6), alem
de determinar uma equação que represente este conjunto de pontos,co~
rige-os deixando de lado aqueles que não estão enquadrados na tendên
cia normal da curva.

No caso de nao conhecer-se de antemão o modelo que rege o
relacionamento de uma variãve1 com outra, deve-se testar vãrias equa
ções e utilizar aquela que melhor representa os pontos experimentais.

No caso da curva não obedecer apenas a uma lei, e necessã
rio dividir a curva total em semicurvas, de maneira tal que cada s~
micurva tenha apenas um mãximo ou um minimo. Pode-se, neste caso, e~
tabelecer os limites de cada semicurva como sendo os pontos de infle
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xão entre as semicurvas.
Mui tas vezes, segundo COSTA NETO (2), o segmento retilineo

pode ser encarado como aproximação grosseira para uma funçãomaissu~
ve de um conjunto de pontos.

Um polinômio de grau 'p' pode constituir-se em uma melhor
aproximação aos dados.

Considerando-se um conjunto de 'n' pares de dados, tem-se
para um modelo linear:

Y(x);Kl+K2x
modelo polinomial de grau 'p', tem-se:

2 pY(x);Kl+K2x+K3x + ... + Kmx
Com esta equação expressa a soma dos quadrados dos residuos:
H;.~ [Y(Xi)-Yi]2

1; 1

H ~ [K K' K .j -1 K .P y.]2;.L 1 + 2X1 + ... + J.Xl + ... + mX1 - 1
1 ;1

e para um

derivadas
Constrõi-se as 'm' equações normais, determinando-se as 'm'
parciais, e ap ô s iguala-se a zero. Isto para estimar - se

Assim, tem-se:
n

aH ; E 2
-K-l- i;l + K xiP -m

OS I K. I •

J

n
E 2xiP
i; 1

Para a resolução do sistema de
constantes 'Kj', com j;l, ... m.

Expressando-se em forma
Exi Exi 2
Exi2 Exij-l

'm' equações, isola-se as

[

n

Exi

Ex i P

matricial, tem-se:
Exij-l ExiP Kl !:Vi

ExiP-l K2 Exiyi

Exi2p K xx iPYim

Emprega-se, neste artigo, o metodo de eliminação de Gauss
para resolver as equações normais.

E vãlido salientar que se este sistema for resolvido por
inversão de matrizes, a matriz das equações normais torna-se mal con
dicionada quando cresce o grau do polinômio, pois o determinante ten
de a zero com o aumentar do grau do polinômio.
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Aná~ise de Me~hopia

A análise de melhoria é feita através da análise de varian
ça aplicada ã regressão, com objetivo de determinar o grau do poli
nômio que melhor se ajusta ao conjunto de dados.

Com a análise de melhoria busca-se equações que represe~
tem os pontos com significância maior em relação ao modelo anterior
mente testado.

Segundo GRAYBILL (4), ao procurar-se a equação do polin~
mio que melhor se ajusta ao fenômeno em estudo, inicia-se com o mo
delo linear, isto é, com a reta de regressão. Após, testa-se sea pari
bola dá uma melhoria significativa em relação ã reta. Em caso afir
mativo, testa-se a equação de regressão cúbica em relação ã parábo
la. E assim sucessivamente até que duas etapas sucessivas não apre
sentem melhoria significativa ao nivel de significância adotado.

Testa-se para cada modelo a hipótese HO, de não haver me
lhoria significativa ao nivel de significância adotado. Então, acei
ta-se a hipótese HO, se o 'F' calculado pela análise de variança for
menor que o 'F' da~o pelas tabelas F de Snedecor.

Monta-se uma tabelo para cada modelo, a fim de calcular o
valor de 'F'. A seguir compara-se com o valor de 'F' tabelado. Caso
F>Fa, testa-se o próximo modelo; caso contrário aceita-se o modelo
anterior.

Quando testa-se a melhoria de um polinômio de grau 'K' em
relação ã outro de grau 'K-l', é possivel dividir-se a variação re
sidual em torno da corva polinomial de grau 'K-l' em duas partes:

Uma explicada pela variação residual em torno da equação
polinomial de grau 'K'; outra devida a melhoria de ajuste.

Geometricamente, conforme a Figura 2, tem-se:

"

MODELO GRAu ' K - l'

--------=---,---

MODELO GRAU' K'

PONTO 08S[RVAOO

Figura 2. Variação residual.
Então, pode-se equacionar da seguinte maneira:

n _ 2 n - 2 n
L (Yi-Y(K-l)i) = L (YKi - Y(K-l)i) + L (Yi

,i = 1 I uli..==CJ1 --,,--- __ ---', ,i = 1
2

Se ndo:
1. Variação residual em torno do polinômio de grau 'K-l'
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2. Melhoria de ajuste
3. Variação residual em torno do po1inômio de grau 'K'

UtiZização da Soma de Erros Quadrados como AvaZiação

Utilizou-se a soma de erros quadrados na medida da oscila
ção dos pontos em torno da 'linha de regressão'.

A soma de erros quadrados pode ser equacionada como:
S 2 =. ~ [v (i) - Y (i }J2

, =1

Onde:
V(i) e o valor de y observado
V(i} e o valor de y estimado

MATERIAL
Os dados experimentais desta pesquisa foram retirados de

JlVILA et aZii (1), onde a coleta de dados foi feita utilizando o me
todo da cronocic10grafia.

A curva em estudo e representativa da trajetória do centro
de gravidade do corpo de um atleta durante a execução de um salto em
extensão.

Para o ajustamento dos pontos utilizou-se o metodo dos mi
nimos quadrados para po1inômios. O programa computaciona1 de ajuste
dos dados fundamentou-se em GOTTFRIED (3).

Foi montado, tambem, um programa para calcular a análise
de me1horia para cada grau de po1inômio testado.

Os cálculos foram realizados por meio do computadorlBM-360
existente no Nuc1eo de Processamento de Dados da Universidade Fede
ra1 de Santa Maria. A falta de um traçador de gráficos continuos
(plotter) não permitiu, entretanto, melhor representação da correção
da curva.
RESULTADOS E DISCUSsAO

Com base nas somas de erros quadrados extraidas do progr~
ma de ajustamento, montou-se a Tabela I, utilizada no cálculo da ana
1ise de me1horia. O valor critico de 'F' retira-se das tabelas de
distribuição 'F' de Snedecor.

TABELA I. SOMA DE ERROS QUADRADOS, SEGUNDO O GRAU
DO POLIN1lMIO.

GRAU DO POLINOMIO SOMA DE ERROS QUADRADOS
1
2
3
4
5
6
7

4,179000
0,038800
0,011010
0,003759
0,003575
0,000750
0,000749
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Como pode-se notar nas Tabel as 11, lII, IV e V Ó polinômio
que melhor ajusta-se ao conjunto de dados ê o polinômio de quarto
grau, jã que na anãlise de quinto grau não houve melhoria ao n;vel
de significância adotado.
TABELA 11. ANALISE DE MELHORIA DO POLINOMIO DE 29 GRAU EM RELAÇAOAO

POLINOMIO DE 19 GRAU.

FONTES DE VARIAÇ/lO G. L. S. O. O. M. F Fa

Melhoria de Ajuste 4,140200 4,140200 5335 3,33
Res;duo para
Polinômio 29 grau 50 O,038BOO 0,000776
Res;duo para
Polinômio lQ grau 51 4,179000

TABELA 111. ANALISE DE MELHORIA DO POLINOMIO DE 39 GRAU EM RELAÇAO
AO POLINÔMIO DE 2Q GRAU.

FONTES DE VARIAÇ/lO G.L. S.O. O.M. F Fa

Melhoria de Ajuste 0,027790 0,027790 123,51 3,27
Res;duo pa ra
Polinômio 3Q grau 49 0,011010 0,000225

Res;duo para
Polinômio 2Q grau 50 0,038800

TABELA IV. ANALISE DE MELHORIA DO POLINOMIO DE 4Q GRAU EM RELAÇAO AO
POLINOMIO DE 39 GRAU.

FONTES DE 'lARIAÇ/lO G. L. S.O. O .M. F Fa

Melhoria de Ajuste 0,007251 0,007251 92,96 3,20
Res;duo para
Polinômio 4Q grau 48 0,003759 0,000078

Res;duo para
Polinômio 39 grau 49 0,011010

TABELA V. ANALISE DE MELHORIA DO POLINOMIO DE 59 GRAU EM RELAÇM AO PQ
LINOMIO DE 49 GRAU.

FONTES DE VARIAÇIlO G. L. S.Q. O .M. F. Fa
Melhoria de Ajuste 1 0,000184 0,000184 2,42 3,13
Res;duo para
Polinômio 5Q grau 47 0,003575 0,000076
Reslduo para
Polinômio 49 grau 48 0,003759

..
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A Fig~ra 3 i representativa da curva ajustada como polin~
mio do 4Q grau da trajetõria do centro de gravidade do corpo,na exe
cução de um salto em extensão.
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..J
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,..

0.68

0.50

0.24 0.36 0.48 0.60 0.72 0.84 X
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Figura 3. Curva ajustada 4Q grau - trajetória do
centro de gravidade. Salto e extensão.

CONCLUSIIO
Pelo mitodo dos minimos quadrados e anãlise de melhoria,

o polinômio do quarto grau foi o que melhor se ajustou aos dados r!
ferentes ao movimento em estudo, relativo ao salto em extensão de um
atleta.
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