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RESUMO

Este trabalho aplica a analise de melhoria ao ajustamento
de curvas polinomiais, feito atraves do metodo dos minimos quadrados
para regressao.

Os pontos experimentais representativos da curva em estudo
foram extraidos de um movimento de salto em extensao de um atleta.

Obteve-se o polinomio de quarto grau como o modelo que me
lhor ajusta-se a curva estudada.

Todos os calculos foram realizados com o auxilio do compu
tador IBM-360 da Universidade Federal de Santa Maria.

SUMMARY

COPETTI,C.L. and CAPPELLETTI,A.M.A., 1980. Variance analysis of adjus
tment of polynomial curves. Ciencia e Natura (2): 11-18.

This paper presents the betterment analysis to the adjus
tment of polynomial curves, made by the least square method to regres
sion. :

The experimental representative points of the studied cur
ve were given by a moviment of an extension jump of an athleta.

One got the fourth degree polinomial as the model that bet
ter adjusts the curve studied.

A1l calculations were realized in IBM-360 computer from Fe
deral University of Santa Maria.

INTRODUGAO

0s dados experimentalmente, nem sempre dao uma ideia pre
cisa do fenomeno em estudo.

Com o objetivo de melhor representar este fenomeno e apro
xima-lo da realidade se faz o ajustamento dos dados amostrais,visan
do a determinacao de um modelo tedrico que melhor explique o feang
no em estudo.

Pelo metodo dos minimos quadrados, pode-se determinar a e
quagao da reta, da parabola, ou da curva de grau 'k' que melhor se
ajusta a um conjunto de pontos determinados experimentalmente. Com
o emprego da analise de melhoria procura-se selecionar o grau do po
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linomio mais adgquado aos dados em estudo.

A utilizagao de um computador neste tipo de trabalho tor
na-se praticamente imprescindivel na medida que ha o interesse pri
mordial na precisao dos resultados, além de serem necessarios calcu
los repetitivos e trabalhosos.

FUNDAMENTACAO TEORICA E METODO

No metodo de interpolagao de Newton, conforme HORNBECK(5),
dado um conjunto de pontos nao ajustados, tem-se, condigoes deencon
trar uma equagao que represente estes pontos e tambem de interpolar
ou mesmo extrapolar pontos com base na referida equagao.

Sob o ponto de vista do ajustamento, este método nao con
fere a eficiencia desejada, posto que a equacgao encontrada represen
ta as coordenadas nao devidamente ajustadas.

Ha, entao, a necessidade de se estudar outro metodo que me
Thor ajuste o conjunto de pontos observados.

COSTA NETO (2) refere que os pontos experimentais admitem
uma relagao funcional entre suas projecoes X e Y, e vice versa, res
ponsaveis pelo aspecto do diagrama, qual seja a tendéncia “assumida
pelo conjunto de pontos. Este relacionamento funcional' corresponde
ria a linha existente na Figura 1, que seria a "linha deregressao".

Y

X
Figura 1. Trajetoria do centro de gravidade.

0 método dos minimos quadrados, segundo PACITTI,(6), alem
de determinar uma equagao que represente este conjunto de pontos,cor
rige-os deixando de lado aqueles que n3ao estdo enquadrados na tendén
cia normal da curva.

No caso de nao conhecer-se de antemao o modelo que rege o
relacionamento de uma variavel com outra, deve-se testar varias equa
coes e utilizar aquela que melhor representa os pontos experimentais.

No caso da curva nao obedecer apenas a uma lei, & necessa
rio dividir a curva total em semicurvas, de maneira tal que cada se
micurva tenhaapenas um maximo ou um minimo. Pode-se, neste caso, es
tabelecer os limites de cada semicurva como sendo os pontos de infle
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xao entre as semicurvas.

Muitas vezes, segundo COSTA NETO (2), o segmento retilineo
pode ser encarado como aproximagao grosseira para uma fungaomaissua
ve de um conjunto de pontos.

Um polinomio de grau 'p' pode constituir-se em uma melhor
aproximagao aos dados.

Considerando-se um conjunto de 'n' pares de dados, tem-se
para um modelo linear:

Y(x)=K]+K2x
e para um modelo polinomial de grau 'p', tem-se:

Y(x)=K1+K2x+K3x2 * 53 oF Kmxp

Com esta equagao expressa a soma dos quadrados dos residuos

H=ig][Y(xi)-Yi]2

- j-1 ] N |
H= * ey ¥ Kmx1 Y1]

i

oS
—_

[K] % Kol % 1me # Ryxd

Constroi-se as 'm' equagoes normais, determinando-se as'm'
derivadas parciais, e apos iguala-se a zero. Isto para estimar - se

0s 'Kj'. Assim, tem-se:

3 1 . v
_??_._iilz [K]+ K2x1 £ g6y ¥ Kmx1 - Y1]— 0
0 5 2xid M kow Koxi + + K xiP - ¥il= 0
" i+ By e # By
ICLIP [K + Koxi + + K xi? - ¥il= 0
Ko i=1 12 T m

Para a resolucao do sistema de 'm' equacoes, isola-se as
constantes 'Kj', com j=1,...m.

Expressando-se em forma matricial, tem-se:

n Txi £xil cooxddTh L kP K, IYi
Ixi ixi?  pxidT! rxiP! Kp| |Zxiyi
pdPondPTh ok | [ exiPyd

Emprega-se, neste artigo, o método de eliminagao de Gauss
para resolver as equagoes normais.

E valido salientar que se este sistema for resolvido por
inversao de matrizes, a matriz das equagoes normais torna-se mal con
dicionada quando cresce o grau do polinomio, pois o determinante ten
de a zero com o aumentar do grau do polinomio.
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Analise de Melhoria

A analise de melhoria & feita através da analise de varian
ca aplicada a regressao, com objetivo de determinar o grau do poli
nomio que melhor se ajusta ao conjunto de dados.

Com a analise de melhoria busca-se equagoes que represen
tem os pontos com significancia maior em relagao ao modelo anterior
mente testado.

Segundo GRAYBILL (4), ao procurar-se a equacao do po]in§
mio que melhor se ajusta ao fenomeno em estudo, inicia-se com o mo
delo linear, isto &, com a reta de regress3ao. Apds, testa-se se a para
bola da uma melhoria significativa em relacao a reta. Em caso afir
mativo, testa-se a equacao de regressao cubica em relacao a parébg
la. E assim sucessivamente até que duas etapas sucessivas nao apre
sentem melhoria significativa ao nivel de significancia adotado.

Testa-se para cada modelo a hipotese HO, de nao haver me
Thoria significativa ao nivel de significancia adotado. Entao, acei
ta-se a hipotese HO, se o 'F' calculado pela analise de varianca for
menor que o 'F' dado pelas tabelas F de Snedecor.

Monta-se uma tabela para cada modelo, a fim de calcular o
valor de 'F'. A seguir compara-se com o valor de 'F' tabelado. Caso
F>Fa, testa-se o proximo modelo; caso contrario aceita-se o modelo
anterior.

Quando testa-se a melhoria de um polinomio de grau 'K' em
relagao a outro de grau 'K-1', & possivel dividir-se a variagao re
sidual em torno da corva polinomial de grau 'K-1' em duas partes:

Uma explicada pela variagao residual em torno da equacao
polinomial de grau 'K'; outra devida a melhoria de ajuste.

Geometricamente, conforme a Figura 2, tem-se:

Y ik-ni
MODELO GRAU 'K -1

MODELO GRAU "K'

PONTO OBSERVADO

Figura 2. Variagao residual.

Ent3ao, pode-se eguacionar da seguinte maneira:

n =
2 45 (vi - ¥ki)?
, d=1 S

2 3

n = 2 n - =
£ (Yi-Y(K-1)1) = £ (YKi - V(K-1)i)

d=1 ; d=1

Sendo:
1. Variagao residual em torno do polinomio de grau 'K-1'
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2. Melhoria de ajuste
3. Variacao residual em torno do polinomio de grau 'K'

Utilizagao da Soma de Erros Quadrados como Avaliagao
Utilizou-se a soma de erros quadrados na medida da oscila
¢ao dos pontos em torno da 'linha de regressao'.
A soma de erros quadrados pode ser equacionada como:
2 -1% D(i) - ?(i)]2
i=1

S

Onde:

Y(i) e o valor de y observado
Y(i) @ o valor de y estimado

MATERIAL

0s dados experimentais desta pesquisa foram retirados de
ARVILA et al<i (1), onde a coleta de dados foi feita utilizando o mé
todo da cronociclografia.

A curva em estudo e representativa da trajetoria do centro
de gravidade do corpo de um atleta durante a execucao de umsalto em
extensao.

Para o ajustamento dos pontos utilizou-se o método dos mi
nimos quadrados para polinomios. O programa computacional de ajuste
dos dados fundamentou-se em GOTTFRIED (3).

Foi montado, tambem, um programa para calcular a analise
de melhoria para cada grau de polinomio testado.

O0s calculos foram realizados por meio do computador IBM-360
existente no Nucleo de Processamento de Dados da Universidade Fede
ral de Santa Maria. A falta de um tragcador de graficos continuos
(plotter) nao permitiu, entretanto, melhor representagao da correcao
da curva.

RESULTADOS E DISCUSSAOQ

Com base nas somas de erros quadrados extraidas do progra
ma de ajustamento, montou-se a Tabela I, utilizada no calculo da ana
lise de melhoria. 0 valor critico de 'F' retira-se das tabelas de
distribuicao 'F' de Snedecor.

TABELA I. SOMA DE ERROS QUADRADOS, SEGUNDO 0 GRAU
DO POLINOMIO.

GRAU DO POLINOMIO SOMA DE ERROS QUADRADOS

4,179000
0,038800
0,011010
0,003759
0,003575
0,000750
0,000749

NOO A WN —
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Como pode-se notar nas Tabelas II, III, IV e V ¢ polinomio
que melhor ajusta-se ao conjunto de dados & o polinomio de quarto
grau, ja que na analise de quinto grau nao houve melhoria ao nivel
de significancia adotado.

TABELA I1. ANALISE DE MELHORIA DO POLINOMIO DE 20 GRAU EM RELAGAO A0
POLINOMIO DE 19 GRAU.

FONTES DE VARIAGAO G.L; $.Q. Q.M. E Fa
Melhoria de Ajuste 1 4,140200 4,140200 5335 3:4:33
Residuo para
Polinomio 29 grau 50 0,038800 0,000776

Residuo para
Polinomio 19 grau 51 4,179000

TABELA III. ANALISE DE MELHORIA DO POLINOMIO DE 39 GRAU EM RELAGAOQ
A0 POLINOMIO DE 29 GRAU.

FONTES DE VARIAGAO G.L. 5.Q. Q.M. F Fa
Melhoria de Ajuste 1 0,027790 0,027790 123,51 3427
Residuo para
Polinomio 39 grau 49 0,011010 0,000225

Residuo para
Polinomio 29 grau 50 0,038800

TABELA IV. ANALISE DE MELHORIA DO POLINOMIO DE 40 GRAU EM RELAGAD A0
POLINOMIO DE 39 GRAU.

FONTES DE VARIACAO G.L. S.Q. Q.M. F Fa
Melhoria de Ajuste 1 0,007251 0,007251 92,96 3,20
Residuo para
Polinomio 49 grau 48 0,003759 0,000078

Residuo para
Polinomio 39 grau 49 0,011010

TABELA V. ANALISE DE MELHORIA DO POLINOMIO DE 59 GRAU EM RELACAO A0 PO
LINOMIO DE 40 GRAU.

FONTES DE VARIACAOQ G.L. S.Q. Q.M. F. Fa
Melhoria de Ajuste 1 0,000184 0,000184 2,42 3,13
Residuo para
Polinomio 59 grau 47 0,003575 0,000076

Residuo para
Polinomio 49 grau 48 0,003759
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A Figura 3 & representativa da curva ajustada como polino
mio do 49 grau da trajetoria do centro de gravidade do corpo,na exe
cugao de um salto em extensao.

Y 140
122
< 104
[+ 4
po
-
-l
< ase-
>
0.68
050
0.24 0.36 0.48 0.60 or2 084 X
X: EXTENSAO
Figura 3. Curva ajustada 49 grau - trajetoria do
centro de gravidade. Salto e extensao.
CONCLUSAO

Pelo metodo dos minimos quadrados e analise de melhoria,
o polinomio do quarto grau foi o que melhor se ajustou aos dados re
ferentes ao movimento em estudo, relativo ao salto em extensao de um
atleta.
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