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RESUMO

Este artigo trata das relagoes existentes entre supremo,
infimo, sequencia limitada mondtona, convergencia de segliencia,inter
valos encaixantes, teorema de Arquimedes, cobertura por abertos,
subcobertura finita, ponto de acumulacao, seqliencia de Cauchy, que
sao resultados significativos da Analise Matematica com fundamento
nos axiomas do corpo ordenado completo dos numeros reais.

SUMMARY

TEIXEIRA,E.M.A., 1980. Existing relations among significant results of
the mathematical analysis based upon axioms of completeor
dered body of real numbers. Ciencia e Natura (2): 1-10.

This article treats about the existing relations among su
premum, infimum, monotone and bounded sequence, convergent sequence,
boxing intervals, Arquimede's theorem, conver by open,finity cover,
accumulation points, Cauchy sequence and cut, significant results of
the Mathematical Analysis, these results are based upon axioms of
complete ordered body of real numbers.

INTRODUGAO

A consideragao dos numeros reais como um corpo ordenado
completo permite a obtencao de resultados significativos da Analise
Matematica, usando apenas argumentacao 10gica e axiomas do corpo or
denado completo. WHITE (4) refere-se a existencia de relagbes entre
tais resultados. No presente trabalho s3do apresentadas relagdes en
tre onze importantes propriedades da Analise Matematica sob a forma
de teoremas.

1. CORPO ORDENADO COMPLETO (4)

Existe (R,+, *,<) satisfazendo a:
i) Para quaisquer a e b em R, a+b=b+a.
ii) Para quaisquer a, b e ¢ em R,(a+b)+c= a+(b+c).
iii) Ha um elemento O em R tal que a+0=a para todo a em R.
iv) Para cada a em Rha um elemento -a em R tal que -a+a=0.
v) Para quaisquer a e b em R, a-b=b-a




vi) Para quaisquer a, b e c em R, a-(b-c)=(a-b)-c
vii) Ha um elemento 1 em R, 1 # 0, tal que para todo a em R 1-a=a.
viii) Se aeRe a # 0, ha um elemento a ' em R tal que a.a la1.

ix) Para quaisquer a, b e c em R, a.(b+c)=(a-b)+(a.c) .

x) Para todo aeR ha apenas tres possibilidades:

a<0, a=0, a>0

xi) Se a e b estao em R e O<a e O<b, ent3ao O<a+b, O<a-b

xii

)

) Para quaisquer a e b em R, a<b se, e somente se, a-b<0
xiii) Se A C R & nao vazio e majorado, entao A tem supremo.
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2. IMPORTANTES PROPRIEDADES NO CORPO ORDENADO COMPLETO (4)

As propriedades da Analise Matematica relativas a conjun
tos, seqliencias e intervalos no corpo ordenado completo dos numeros
reais, que serao relacionadas, sao:

Todo conjunto, nao vazio, limitado superiormente, tem supremo.
Todo conjunto, nao vazio, limitado inferiormente, tem infimo.
Toda seqliencia limitada, nao decrescente, converge.

Todo seqiiencia limitada, nao crescente, converge.

Para [a,, bi]o[az,sza... com ;iz(bn-an)=0 existe, e e~ unico ,

Pe i [ b .
[ L
Se x>0 entao, para qualquer y, existe neN* tal que nx>y

Toda cobertura por aberto de um intervalo fechado [c,.d,] qual
quer tem subcobertura finita.
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Todo conjunto, infinito e limitado, tem ponto de acumulagao.
Toda sequencia de CAUCHY converge.

10. 0 corpo ordenado completo nao pode ser coberto por dois abertos,nao
vazios e disjuntos.

11. Em todo corte (A,B) ou A tem Ultimo elemento ou B tem primeiro e
lemento.

DESENVOLVIMENTO

Teorema 1. (Relaciona as propriedades 1 e 2):

Se no corpo ordenado completo todo conjunto nao vazio, limitado su
periormente, tem supremo entao todo conjunto nao vazio, limitado in
feriormente, tem infimo.

Demonstracao:

Se AC R,R corpo ordenado completo onde todo o conjunto n3ao vazio
limitado superiormente tem supremo, A#¢ e A limitado inferiormente,
entao JLeR |L<a para YaeA. Multiplicando por (-1):L<a=>-L>-a; para
V-ae(-A)J-LeR |-L>-a. Ent3o (-A) € limitado superiormente e, por hi




potese, tem supremo. Seja -%=sup(-A)=> -2>-a para V-ae(-A)
Ve>0 J-ae(-2-¢,-2] ou
¥e>0 J-a|-L-e<-a<-2

Multiplicando por (-1): %<a para VaeA
Ve>0Ja|g<a<t+e ou
Ve>0] e[2,0+¢)

Logo 2=inf A e A tem infimo.

Teorema 2 (Relaciona as propriedades 2 e 1):

Se no corpo ordenado completo todo conjunto nao vazio, 1imitado infe
riormente, tem infimo ent3do todo conjunto nao vazio, limitado supe
riormente, tem supremo.

Demonstragao:

Seja ACR, R corpo ordenado completo onde todo conjunto nao vazio 1i
mitado inferiormente tem infimo, A#¢ e A limitado superiormente, en
tao JLeTR/L>a para ¥ aeA. Multiplicando por (-1):L>a=>-L<-a; para
¥-ae(-A)J-LeR-L <-a. Ent3o (-A) & limitado inferiormente e, por hi
potese, tem infimo. Seja -%=inf(-A)= -%2<-a para Y-ae(-A)
Ve>0]-ae[-2,-2+¢e) ou
Ve>03-al-2<-a< L+e

Multiplicando por (-1): 2>a para YaeA
Ve>0ja|2-e<a<s ou
V€>Oaae(l-e,1]
Logo .=sup A e A tem supremo.

Teorema 3 (Relaciona as propriedades 3 e 4):
Se no corpo ordenado completo toda seqﬂéncia limitada,n3o decrescen
te, converge entao toda seqﬂéncia limitada, nao crescente, converge.

Demonstracao:

Seja (an) uma sequencia, nao crescente, limitada no corpo ordenado
completo onde toda seqliencia limitada, nao decrescente, converge. a,

Zazia3i--'>L~ Multiplicando por (-1): -a]i-azi-a3i...<-L. Tem-se en
tao uma seqliencia, nao decrescente, limitada que, por hipotese, con
verge. Seja -2=lim(-an). Entao Ye>0 Hno[nin0=>l(-an)-(-lxie ou Ve>0
3n0|nin0=>|(—l)(an-2)|§e ou Ve>0§no]n3p0=o|an-£|§p=bllz a =%. Logo
(an) converge.

Teorema 4 (Relaciona as propriedades 4 e 3):

Se no corpo ordenado completo toda seqléencia limitada, nao crescen
te, converge entao toda seqliencia limitada, nao decrescente, conver

ge.




Demonstracao:

Seja (an) uma seqliencia, ndao decrescente, limitada no corpo ordena
do completo onde toda a seqllencia limitada, nao crescente, converge.
a123,%8,3<. .. < L. Multiplicando por (-1): may>-a,>-ag>. ..>-L. Tem-se
entao uma seqliencia, nao crescente, 11m1tada que, por hipotese, con
verge. Seja -2-1im( a ). Entao Ve>03n0|n>n0—>|( a )-(- 2)|<eou ¥Ye>0
3n0|n>n = (- )(a, -2 [<e ou Ve>0]n0|n>n —>|a -2|<s >lim a =2. Logo

n-o>o
(an converge.

Teorema 5 (Relaciona as propriedades 5, 6 e 7):
Se no corpo_ordenado completo para [a1,b ]D[az, ]2~ -»com lim (b -
o
a,)=0 ,Jdtpe N [an bn] e para ¥x>0, y qualquer, In|n.x>y entdo todaco
n=1

bertura por aberto de um intervalo fechado [c;,d;] qualquer tem sub
cobertura finita. .

Demonstragao:

Supondo, por absurdo, que a cobertura G'{(a b ) com iel} n3ao tenha
nenhuma subcobertura finita. Tome-se o 1ntervalo fechado [c], ]] I

e divida-se ao meio. Examine-se os dois intervalos s —l§—l

c, +d

1 1 . S -
[———Z———, d,|:pelo menos um desses dois intervalos nao pode ser co
berto por uma subcobertura finita. Bisseccione-se I =[c2,d2] ondeI2

e um dos intervalos examinados que n3do tem subcobertura finita.Nova

Co+dp C2+
mente um dos dois intervalos [cz,-J%r—l [——7—2 dz] nao tem subco

bertura finita. Seja este I3. Continuando o processo obtém-se uma se
quéncia de intervaTos I],szI3 ... tais que cada In nao pode ser co
berto por uma subcobertura finita de G. Pela arcquimedianidade
lIn|=0, onde IInI representa a amplitude do intervalo I pois |1
d; - 4 d]_c] d]—cI
E—F:T—— eyquando n cresce a partir de n=2, ————T <

entao intervg]os encaixantes no corpo ordenado completo e, por hipo

<e. Tem-se

n-1

tese, J!P englln. Em particular Pel,. Como G & cobertura de I]H(aiw

big)e6 que contem P;logo a

;0<P<b;q e como ;iglln|=0 3"0 talque|Ing|

<min{P-aiO,bi0-P} conforme indicado no desenho:

Ino

i ; bio
0 intervalo InO € um subconjunto de (aiO’biO)es mas isto
contradiz a escolha de InO‘ Assim a hipotese inicial de que nao exis
te subcobertura finita de G que cubra I, e falsa. Logo existe subco
bertura finita.
Teorema 6 (Relaciona as propriedades 7 e 8):
Se no corpo ordenado completo toda cobertura por abertos de um inter




valo fechado [c],d1] qualquer tem subcobertura finita entao todocon
junto, infinito e limitado, tem ponto de acumulagao.

Demonstragao:

Supondo por absurdo que ACR ,R corpo ordenado completo onde todaco
bertura por aberto do intervalo fechado E],b]] tem subcobertura fi
nita, A infinito e limitado, n3ao tenha ponto de acumulagao, entao Y
keR ,36>0 tal que (k-8,k+8) contém um numero finito de elementosde
A. Como A & limitado JceR e JdeR tais que [c;,d;]J0A. Escolha-se
convenientes ki e[c],d]]e 85 de modo a construir uma cobertura doin
tervalo [c;,d,] e cada aberto da cobertura contém um numero finito
de e]emengos de A. Tal cobertura tem subcobertura finita por hipote
se. Seja.u (kj-sj,kj+6j). Tem-se aqui a uniao de um numero finito n

J=1
de abertos que cobrem AC[c],d]] com cada aberto contendo umnumero fi

nito de elementos de A, isto significa que A tem um nimero finito de
elementos, o que & um absurdo pois A & infinito. Logo A tem ponto de
acumulagao.

Teorema 7 (Relaciona as propriedades 8, 9 e 6):

Se no corpo ordenado completo todo conjunto infinito e limitado tem
ponto de acumulacao entao toda seqlencia de CAUCHY converge e para
¥x>0, Y qualquer, In|n.x>y.

Demonstracgao:

Ja se sabe que toda seqliencia de CAUCHY & limitada e que toda seqlien
cia de CAUCHY cujos termos constituem um conjunto finito, converge.
Falta entao provar que toda seqliencia de CAUCHY no corpo ordenado com
pleto, cujos termos constituem um conjunto infinito, converge. Seja
A o conjunto dos termos da seqﬂEncia de CAUCHY. A & infinitoe, por
hipotese, tem ponto de acumulagao. Seja P este ponto, logo ¥V € > 0
(P-e,P+e) contem infinitos termos a, da seqliencia. Sera mostrado que
a seqliencia converge para P. Ora, se existem infinitos ane@-e,P +€)
para ¥Ye>0 entdo existem finitos a, £(P-e,P+e) pois a seqliencia & de
CAUCHY. Seja ny © indice a partir do qual todos a, estao dentro do
intervalo Ye>0 3"0|an€(P'€,p+€) para n>np+1, ou seja, Ve>0 3n0|n>n0

==>|an—P|<e de modo que 1im an=P e a seqlencia de CAUCHY no corpo or
n->o
denado completo converge. Resta provar que para ¥Yx>0, y qualquer,com

x e y no corpo ordenado completo onde todo conjunto limitado e infi
nito tem ponto de acumulacgao, 3nln.x>y. Supondo, por absurdo , que
3x>0, y qualquer, tal que para Yn=>n.x<y. Entao O<n.x<y pois ne N*
e assim 0<1.x<2.x<...<n.x<...<y. 0 conjunto {x,2Xx,3X,...,n.X,...} &
limitado e infinito. Por hipotese possui ponto de acumulacao. Seja
P este ponto: ¥e>0 (P-e,P+e) contem infinitos n.x. Seja e=x: P-x<nx
<P+x=(n+1).x>P e (n-1).x<P=(n-1)x<P<(n+1).x. Assim observa-se que




este intervalo de centro em P e raio e=x so contém um elemento, n.x,
0 que & um absurdo pois P & ponto de acumulagao. Logo nosso conjunto
€ ilimitado superiormente:3n|n.x>y.

Teorema 8 (Relaciona as propriedades 9 e 5):

Se no corpo ordenado completo toda seqliencia de CAUCEY converge en
tdo para [a;,b;J9fa,,b,]0. .- gg: lim(b -a )=0, alPenQ][an,bn]

Demonstracgao:

Sejam [a].b1]3[a2,b2]3... intervalos encaixantes. Observa-se que
lam'anlibno'ano para m,n>ny. Assim lam—anlibn -a , para m,n>n'. Co
mo ;iz(bn-an)=0 entao para Ye>0 3n0|n 3“o=>bn"an'55 og seja Iam—an

<e para m,nzn'iné. Logo (an) émde CAUCHY e, como tal, converge. Se

ja =1im a . Prova-se que 2 e n [a,.b ], isto &, a <i<b :
n->e n=1

10 a <t pois se nao o fosse 3n0=i|2<ai. Mas como a seqliencia & cres
cente f<a,<a, ,<... e para e=a.-% obtem-se o intervalo de centro em
% e raio € contendo nao mais que (i-1) termos da seqlencia, o que &

um absurdo pois 2=1im a
n-w

20 libn pois se nao o fosse 3n0=i|1>bi, 0 que nao pode ocorrer jaque
an<bi para todo n e novamente haveria um intervalo de centro em &
e raio e;l-bi contendo. um numero finito de 2, (precisamente nenhum).

Logo lenﬂ1[an,bn].

E 2 & Unico pois se 32,72 tal que g, n _[a .b ] entao
n=1
[2,2,]c[a b ] e ;i:(bn-an)%o. Logo & & Unico.
Teorema 9 (Relaciona as propriedades 5, 6 e 1):
Se no corpo ordenado completo para [a,,b;]o[a,,b,]0... , com lim
© n-o

" = [ 1 =
(b,-a,)=0, 3! Pengl[an,bn] e para ¥x>0, y qualquer, §n|n.x>y, entao

todo conjunto nao vazio, limitado superiormente, tem supremo.
Demonstragao:

Seja A#¢, ACR e limitado superiormente. Seja L uma cota superiorde
A. Como A#¢, seja acA. Bisseccionando [a,L]=I] e escolhendo, como I,

[i;—L, L] se contiver elementos de A, ou [a, %‘L em caso contrario,deter

mina-se I] e IZ‘ De maneira analoga constroi-se sucessivamente 13,
I,,... observando-se que I;.I,,I5,I,,... Dessa manei=a IIn!=aO,pois
foi provado no Teorema 5 que intervalos construidos pour bissecao tem
sua amplitude tendendo a zero. Sendo intervalos encaixantes tem,por
hipotese, um ponto Unico comum. Seja P este ponto. Prova-se agora

que P=sup A. 10a<P para VaeA pois se 3a*eA[a*>P entao seja Ino o pri




meiro intervalo tal que a*tIn. No intervalo anterior a*el ? 1@ a*e
[P,bno_]], 0 que & um absurdo? pois o In0 nao seria o escolhido.

20 ¥ e>0Jae Ala € (P-¢,P], ou seja, p-e<a<P, pois para ¥ e>0 3"0|

P-e<qhoiPib"o. E, por 19 e pela construgao de [ano;bng]’ 052 < Ps

Logo P-¢ <ano <a<P=>P-g<a<P.

Portanto A tem supremo.
Teorema 10 (Relaciona as propriedades 1 e 3):
Se no corpo ordenado completo todo conjunto nao vazio, limitado su
periormente, tem supremo, entao toda seqﬁéncia 15mitada, nao decres
cente, converge.
Demonstracao:
Seja (a;) tal que aj<a,<...<a <...<L uma seqliencia no corpo ordena
do completo onde todo conjunto, nao vazio, limitado superiormente,
tem supremo. 0 conjunto dos termos de (an) € limitado superiormente
e portanto tem supremo. Seja L=sup{an}, entao Han e(L-6,L] para VY$
>0. Sendo nao decrescente L-é<a,_ <a <L<L+6 para n>ng. Logo para ¥86>0

Inglnzng=>L-6<a <L+8 = V¥5>0 3n0|n>n = la -L|<6 e assim lim a =L.Por
n-o

tanto toda seqliencia limitada nao decrescente converge.

Teorema 11 (Relaciona as propriedades 3, 5 e 6):

Se no corpo ordenado completo toda segliéncia limitada nao decrescen
te,wconverge entao para [a1,b1]3[a2,b2]3..., com lim (b -a )=0, 1!

n->o

Pe n][an,bn] e para ¥x>0, y qualquer, In|n.x>y.
n:

Demonstragao:

Sendo a]§a2§a3i...<b] observa-se que (an) € uma seqléncia Timitada,
nao decrescente, e, por hipotese, convergente. Além disso por conver
gir & de CAUCHY e o Teorema 8 ja provou que, em um corpo ordenado com
pleto onde toda sequencia de CAUCHY, H!Pengl[an,bn], resta provar a

arquimedianidade. Supondo por absurdo que.ﬂa>0 e b qualquer tal que,
para ¥ nelN* , n.a<b=>n<%=%1<2<...<n<...<gf. Esta e uma seqllenciando
decrescente limitada que, por hipotese, converge. Seja a=1imn .Entao
para Y e>0 3 ng tal que [n-al<e para n>n,. Seja e=1; entao ]no tal
que o-n<l para n>n,==a<n+l para n>n,, o que € um absurdo. Portanto
para Ya>0, b qualquer, 3 n tal que n.a<b e o corpo ordenado comple
to onde toda seqliencia limitada, nao decrescente, converge e arqui
mediano.

Teorema 12 (Relaciona as propriedades 1 e 10):

Se no corpo ordenado completo todo conjunto, nao vazio, lTimitado su
periormente, tem supremo entao o corpo ordenado completo nao pode
ser coberto por dois abertos nao vazios e disjuntos.




Demonstragao:

Supondo por absurdo que o corpo ordenado completo possa ser coberto
por dois abertos nao vazios e disjuntos A] e AZ' Seja aZeA2 e J={ae
A]|a<a2}. J & infinito pois se nao o fosse seria finitoe existiriam
n elementos de A, em J. Tome-se o menor destes elementos:aj. Ele 1i
mita inferiormente A] e todo entorno dele nao estaria contido em AP
ou seja, (aj-dj,aj+6.) nao estaria contido em A] para todo &., oque
€ um absurdo pois A, € aberto. Logo J & infinito. Alem disso & tam
bem limitado superiormente pelo a,, por hipotese, tem supremo. Mos
tra-se agora que %2=supJ nao esta em A] nem Az:

19 2¢A;, pois se feA;, entdo J6>0 tal que (2-6,2+8)C A1e.aal 2<a<ay,
pois & nao.e o ultimo elemento de J. Mas a>% & um absurdo. Logo LfA,.
29 2¢A,, pois se geh, entdo <a, e, como para Ve>0 Jae(2-¢€,2], seja
e=8, onde &, e tal que (l-ée,2+6e)CA2. Assim aae(l—se,z+ée) 0 que €
um absurdo. Logo 2¢A2.

Como 2tA1 e ztAz, A] e A2 nao cobrem o corpo ordenado com
pleto, provando que dois abertos, nao vazios e disjuntos, nao podem
cobrir TR.

Teorema 13 (Relaciona as propriedades 10 e 11):

Se o corpo ordenado completo nao pode ser coberto por dois abertos,
disjuntos e nao vazios, entao em todo corte (A,B) ou A tem uUltimo
ou B tem primeiro.

Demonstracgao:

Supondo, por absurdo, que exista um corte (A,B) onde nem A tem ulti
mo elemento nem B tem primeiro elemento. Como (A,B) & corte, A e B
sao nao vazios, AUB=TR e a<b para ¥ acA e ¥ beB. A & aberto pois A
nao tem Ultimo: Ya*eA Ja**|a*<a** = Va*eAls=a**-a* tal que (a* -3,
a*+§)=(2a*-a**,a**)CA, de modo que A & aberto. E B nao tem primeiro:
YV b*eB 3 b**| b**<b* = V b*eB J8=b*-b** tal que (b*-8,b*+§)= (b**,
2b*-b**)CB. Logo B tambem & aberto.

E assim os abertos A e B nao vazios e disjuntos, cokrem o
corpo ordenado completo, o que & um absurdo por hipotese. Logo ou A
tem ultimo ou B tem primeiro.

Teorema 14 (Relaciona as propriedades 11 e 1):

Se no corpo ordenado completo todo corte (A,B) ou A tem Ultimo ele
mento ou B tem primeiro entao todo conjunto, nao vazio, limitado su
periormente, tem supremo.

Demonstragao:

Supondo, por absurdo, que existe um conjunto limitado superiormenfe,
nao vazio, no corpo ordenado completo, que n3ao tenha supremo. Seja X
tal conjunto. Entdo para ¥ 2eR J e>0]| ixe(l-e,l], ou seja, R-e< x<%
nao e satisfeita por nenhum xeX. Constroi-se um corte (A,B) em Rre




lacionado com X. Seja B={b|b>x, ¥ xeX}. Observa-se que B#¢ porque
X#¢ e & limitado superiormente.

Seja A=CB (A,B) & corte pois:
19 A e B sao nao vazios, pois AJX, ja que xeX => x¢B=>xeCB=xeA.
20 a<b para ¥ aeA e Y beB pois a#b, ja que CBN B=¢, e a>b=>a>x=>aceB
0 que & um absurdo.
30 AYUB=CBUB=TR.

Provando que nem A tem Ultimo elemento nem B tem primeiro
elemento contraria-se a hipotese:
19 A nao tem ultimo, pois se a* fosse o ultimo elemento de A:
a) a*eX= J x=a*|a* e (a*-e,a*] para Ve>0 e a* seria sup X.
b) a*eA-X= J6>0|7 xe(a*-6,a*]de modo que ou x<a*-§<a*=>a*eB, o0 que
€ um absurdo, ou a* < x de modo que a* nao & o ultimo.
29 B nao tem primeiro, pois para Y b*eB Je>0[7 xe(b*-e,b*] e assim
x<b*-¢<b* de modo que b* nao & o primeiro.

Logo, X tem supremo.

CONCLUSAO

As propriedades da Analise Matematica relativas a conjun
tos, seqliencias e intervalos no corpo ordenado completo dos numeros
reais, cujas relagoes foram demonstradas, acham-se ilustradas no se
guinte diagrama:

TEOREMA 12 l ] l TEOREMA 1 ?
19 TEOREMA 2
- 25
< N Q)
=] < 435\
Ly =] /&
= Q§} L %
= QQ‘ Qo: /0
& <% o
-
TEOREMA 11 TEOREMA 3
1 516 3 TEOREMA 4 4
) Ze,
%,
%‘3& S
—\‘(«Q 4
7 TEOREMA 6 3 TEOREMA 7 619

Seria possivel obter tais resultados sem depender dos axio
mas do corpo ordenado completo?

E-sugestao para um futuro trabalho.

Seria interessante tambem estudar a possibilidade de obter
outras relacgoes entre as referidas propriedades e entre outras pro
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priedades da Analise Matematica a partir do conjunto dos nimeros reais
como um corpo ordenado completo.
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