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RESUMO

Este trabalho focaliza alguns sistemas de equagoes difergg
ciais parciais do tipo hiperbolico, dando enfase ao seu comportamen
to assintotico. Fez-se uma analise comparativa-entre um sistema hi
perbolico descrevendo um meio nao homogeneo com outro que descreve
um meio homogeneo; esta correspondencia & permitida em virtude da e
xistencia dos chamados operadores de onda.

Varios exemplos importantes da fisica-matematica sao apre
sentados e o teorema central deste trabalho, sobre a existencia dos
operadores de onda, foi aplicado aos modelos.

SUMMARY

BISOGNIN,V., 1979. Existence of wave operators and assynthotic solu
tions to symmetric hyperbolic systems. Ciencia e Natura (1):
21-30.

This work focuses on some partially differential equation
systems of the hyperbolic type, emphatizing its assynthotic behavior.
A comparative analysis between a hyperbolic system describing a non
homogeneous mean with a homogeneous one, was made; this corresponden
ce was made possible due to the existence of the so-called wave ope
rators.

Several important exemples from mathematical-physics were
presented. The central theorem of this work, concerning the existen
ce of wave operators, was applied to the models.

INTRODUGAO

Muitos dos fenomenos de propagacdo de ondas da fisica clas
sica sao governados por sistemas de equacgoes diferenciais parciais de
primeira ordem da forma

onde x= (x1, Xp,s..., xn) eR", t R, u=u(x,t) e uma mx1matriz real
que descreve o estado do meio na posigao x e o tempo t. E(x),AI,AZ,
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., A" s3o mxm matrizes com as seguintes propriedades:
(i) E(x) @ real, simetrica e positiva definida;
(ii) Ad para, j=1,..., n sao reais, simetricas e constantes.
0 sistema (1) descreve um meio homogeneo se a matriz E(x)=

0 e uma matriz constante. Caso contrario o meio descrito e dito nao

E
homogeneo.

Neste trabalho temos como objetivo estudar o sistema (1)
preocupando-nos do seu comportamento assintotico. Procuraremos. fazer
uma analise comparativa entre um modelo matematico descrevendo um
meio ndo homogeneo com outro que corresponde a um meio homogénep.Vg
remos que esta comparagao nos e permitida em virtude da existencia
dos chamados "Operadores de Onda".

As referencias basicas nesta linha de pesquisa, sdoos tra
balhos de WILCOX(4), LAX & PHILLIPS(3) e COSTA(2).

Varias equagoes de ondas da fisica classica podem ser es
critas na forma do sistema (1). Entre estas citamos:

Exemplo 1. AS EQUAGOES DAS LINHAS DE TRANSMISSAO

As equacgoes
31 Je _ 3e 31 _
L(x) =%t Ay = 0 5 C(x) 5% F 3¢ = 0
governam a corrente i e a tensao e numa linha de transmissido, onde
L(x) e C(x) representam a indutancia e a capacitancia por unidade de
comprimento da linha. .
Estas equagOes podem ser colocadas na forma do sistema(]1)

com
u=(1',e)t
L(x) 0 0 -1
E(x)= . Al -
0 C(x) -1 0
Temos portanto:
L%y 0 0 -1
u au
at X
0 C(x) -1 0

Exemplo 2. EQUAGAO DAS ONDAS ACUSTICAS

Em um meio n3ao-homogeneo, a equagao que governa a propa
gagao de ondas aclUsticas tem a forma

2
185 s g
cz(x) at = B g (BTYT Y B
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onde x=(x1, Xos x3) € R3, p=p(x,t) e a diferenca entre apressao ins
tantanea e a pressao de equilibrio, C(x) & a velocidade do some p(x)
e a densidade do equilibrio.

_ 1 ap 1 ap 1 p
Pondo u_(p(xi axy * p(x) ax2 > o(x) X3 *3t

cao pode ser escrita na forma do sistema:

)t a equa

3 :
E(x) %% = 3 AJ %%— onde
j=1 J
“ 7
p(x) 0 0 0
0 p(x) 0 0
E(x)= e
0 0 p(x) 0
0 0 1

-

[0 0 o X,

1

3 c )

poad 2000 50
j=1 j

3

0 0 0 e

3X3

L 2 2 g

sz EE axz J

Entre outros exemplos citamos: As equagoes de MAXWELL do

eletromagnetismo, as equagoes da elasticidade e as equagOesem Magne
to-gas-dinamica. Todas estas equagdes podem ser escritas na forma
do sistema (1) conforme (1) e (8).
Tendo em vista que os problemas de propagagao de ondas em um meio
homogeneo podem ser resolvidos explicitamente, os resultados forne
cem solugOes assintoticas dos problemas de propagagao de ondas para
um meio n3ao homogéneo. »

0 PROBLEMA DE CAUCHY PARA SISTEMAS HIPERBOLICOS SIMETRICOS EM UM MEIO HOMOGENEO

0 sistema de equagoes diferenciais parciais descrevendo um
meio homogeneo & escrito

0
0 Ju _
(2) E ot -

M
>
[
3
=

5 X € Rn, t eR
j=1 J
(3) u%(x,0)=0(x)
onde Eo, Ad, j=1,...,n sao mxm matrizes com as seguintes proprieda

des:
(i) E° & real, simétrica e positiva definida;

(i) Ad, j=1,...,n s3ao reais, simetricas e constantes.
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Vamos considerar como solugcido deste problema, um grupo de
operadores unitarios {Uo(t), t € R} definido em um espago de HILBERT
HO constituido de valores iniciais com energia finita, isto e:

Ug(t):Hy = Hy
¢ > u%(e,t)= Uy(t)e

Para construir o operador solugao Uo(t) usaremos o "Teore
ma de STONE": Se {Uo(t), t € R} @ um grupo fortemente continuo de ope
radores unitarios em HO’ entao:

(4) Uy(t)= 81t Ao onde Ay & um operador autoadjunto e re
ciprocamente se A0 € um operador autoadjunto em H0 entao iAogera um
grupo fortemente continuo de operadores {Uo(t), t € R} unitarios em
Hy onde i = /=T.

Portanto, se Uo(t) 0 define o operador solugdopara o
problema (2) (3) entdao, formalmente,

Lait A

au® _ 65-1 1 )
It (E7) jzl A axj

Vamos, primeiramente, construir uma extensio autoadjunta
do operador diferencial Ay em um espaco de HILBERT Hy e entao defi
nir o operador solugao por (4).

A matriz E° & uma matriz mxm, real, simétrica e portanto
hermitiana e positiva definida. Da7 segue-se que:

® e m
lzia E°aiA$ z oy sYa=(ay,...50

e g"

m
(6) 22 RRLY .

i=1 !

onde @ € o complexo conjugado de o, e X sdo constantes reais posi
tivas e sdoomaior e o menor dos autovalores de E°.

Se ¢(x)=(¢](x),...,¢m(x) entdo, integrando (6) em R" tem-

i=1

se:

2
l'i

n o3
-t

m * =
{7} at LS |¢i(x)|2 dx < 7 ¢ (x)E® 3(x)dx < A fi¢i(xH2dx
=1 R" R" R"

Assim, se a energia para um meio homogéneo & definidé por:

* S
o ¢ (x) 2 ¢(x)dx entdo (7) implica que ¢(x) tem energia finita se,
e somente se, para cada i=1,...,m, ¢i(x)eL ( R"). Portanto,o es

pago ﬁs Lz( R") € o espago vetorial apropriado de valores iniciais

com energia finita para o problema de propagagao (2), (3). Este es
pago & um espago de HILBERT que indicaremos por HO em relacao aopro

duto interno (,)0 definido por:
(8) (6,9)g =/ ¢ (x) E® y(x)dx
n

R
Afim de aplicarmos o Teorema de STONE necessitamos provar
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que o operador A0 e um operador autoadjunto sobre o espago Ho.
Observemos que se @(i) e %%ill 3 Ho entao, para cada

ra J

Ja&ly s R

_iqyp0y -1
A0 ¢=i(E")

" t™M3
-

Al -—gj e H

j 0

J

Usando a Transformada de Fourier temos que:

n .
(Ao &) (0)= (EN7" = A% oy . 3(p)

Teorema 1. o operador AO com dominio:

n 2
D(A)= { ¢ € Hy, d(p) € Hp» j21 AV p. § (p) e Hg} e definido por

1ix..
(hgo) (x)= —— s & T(e%)7T(,
zZ R" J

(2m)
-adjunto em relagao ao produto interno definido em (8) A prova des
te teorema foi desenvolvida por BISOGNIN (1).

Temos portanto um grupo de operadores unitarios {Uo(t),te
R} associado ao problema de propagagao para um meio homogéneo valen
do a representacgao:

¢(p) dp & um operador auto

tA

_ =i
Uo(t)- e 0 e

A

o N _ =it
ut(x,t)= UO(t)Q(x)' € Oo(x) € a solucao do problema de

propagacao para o meio homogéneo.

0 PROBLEMA DE CAUCHY PARA SISTEMAS HIPERBOLICOS SIMETRICOS EMUM MEIO
NAO HOMOGENEO

Para um meio nao homogéneo temos o seguinte sistema de e
quagoes doferenciais parciais:

(9)E(x)g-‘%=';_:‘ A xR, teR
J=1 J

(10) u(x,0)= ¢(x)
onde E(x), Aj, para j=1,...,n sdo matrizes mxm com as mesmas proprie
dades do problema para o meio homogeneo.

Do mesmo modo, como no problema anterior vamos considerar
como solugdao deste problema um grupo de operadores unitario {U(t),te R}
definido em um espago de HILBERT H constituido de valoresiniciaiscom
energia finita, isto e:

U(t): H - H

¢ +u(e,t)= U(t)e

Pela teorema de STONE temos que U(t)= g

onde A & um




26

operador autoadjunto em H.

Se U(t)= éitA representa o operador solugdo para o proble
ma (9) (10) entdo:
n ;
%% =(E(x))") T AJ %%— = - i Au onde
J=1 i)
n N
A= i(e(x)) z AL
j=1 J

Vamos mostrar que o operador A & autoadjunto em um espago
de HILBERT H a fim de podermos aplicar o Teorema de STONE.

Assumiremos que as formas quadraticas determinadas pelas
matrizes E(x) e £% s3o equivalentes, isto e, existem constantes C e
C] tais que:

C2 u* %3 < a*E(x) a< C? a* %,V xeR" acg™
combinando esta relagao com (6) temos:

m
2 3 |u.|2, vxeR", oceg

m
0 w? z o fegl? <o’ E(x) T <
- - i=1 !

i=1
_onde u=iC e u]=A] C]
Os elementos Eij(x) de E(x) serao considerados como sendo
fungbes Lebesgue mensuraveis em R". Da7, de (11), segue-se que para
cada vetor ¢(x)=(¢1(x),....¢m(x)) mensuravel vale a relacao,

2 " 2 * — 2
(12) u® s T ey(x)]%dx </ (X)) E(x) 3(x)dx <uf 1
R" i=1 R" jN

Se a energia para o meio nao homogeneo & definida por

m
zﬂ¢(xnzdx

* —
J  ¢(x) E(x) ¢(x)dx entao ¢ (x) tem energia finita se, e somente
gD

para cada i=1,...,m ¢i(x) € L2 L

{ R)
Portanto, tambem neste caso o espago vetorial de valores

m
iniciais com energia finita & o espaco (® LZ( R") que & um espaco
de HILBERT que indicaremos por H em '~ relagio ao produto inter
no definido por

* —
(13) (¢ »w)= 7/ ¢ (x) E(x) w(x)dx
"
0 operador A pode ser escrito:
noo.
A1 E(x)7T EC (697! z AN D 07T €0 A
=1 j

Teorema 2. 0 operador A com D(A)=D(A0) definido por (A¢)(x)= E(x)_]
E°(A0¢)(x) € um operador autoadjunto em relacgdo ao produto interno
(,) definido em (13).

Para sua demonstragao ver BISOGNIN (1).
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Temos assim, o grupo de operadores unitarios{U(t),te R }
associado ao problema de propagagaoem um meionao homogéeneo cuja re
presentacao e U(t)=éitA e )

u(x,t)= U(t)¢(x)=é1 ¢(%) e a solugao do problema de

propagagao para o meio nao homogéeneo.

tA

ANALISE COMPARATIVA DOS MODELOS

Queremos encontrar condigoes que nos assegurem que u(x,t),
isto e, a solugao do problema de propagagdo para um meio ndo homoge
neo, seja assintoticamente igual a u°(x,t), isto &, a solugao dopro
blema de propagagao para um meio homogeneo quando t+iw. Veremos que
esta igualdade assintotica e possivel em virtude da existencia dos
chamados "Operadores de Onda".

Suponhamos que dados ¢ * € H0 existe ¢ € Htal que
Lim [lu(e 5 t)-ud(e ,t) [lLim [ U(t)o - Uy(t)e+|| =0 , isto &, U(t) ¢

t>rteo t>te

comporta-se como Uo(t)¢+ no futuro e como Uo(t)¢- no passado.

Tendo em vista as representagoes:
U(t)=§rtA a Uo(t)=§¢A0 e o fato de que U(t) & unitariopo
demos escrever o limite anterior como:

(14) Lim || 8ith g~ aTtho 42|/ = Lim || ¢ - EVtA &1tAg 41| =0
tote trte
A expressao (14) nos sugere definir os Operadores de Onda
como: ) )
(15) 2, = a, (A,Ag)=s-Lin &tA githo (limites fortes)

t>+oo
Portanto, cada solugdo u(x,t) @ assintoticamente igual a
solugao ug(x,t) ou u?(x,t) se e somente se os operadores de onda

+~ H definidos por (15) existem e tem-se ¢=Q, ¢, .

Teorema 3. Se os operadores de ondas existem, entdao

(i), sdo injetores e limitados valendo: Cl|¢||oi||ni¢|H_C]|[¢||0,

¢ € HO eC, C] constantes positivas
(i1) 8t a, = q, &'th0, - w< t< =
(iii) A Q, 2, Ag
Assim, nos interessa descobrir condigOes que nos assegurem
que os operadores de onda Q, existam. O teorema que provaremos a sg

"o+

guir nos dara uma condigao suficiente para a existencia de Q.
Teorema 4. Suponhamos que existe um conjunto D C D(A)=D(Ao) densoem
H0 com a propriedade que, para cada ¢ € D, existe T finito (que po
de depender de ¢ ) tal que,
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(1) 80 ¢ ¢ D(Ay) = D(Ay) para 0 < t< = ;

(ii) a fungdo t » (A - AO) éitAO ¢ € continua em (T,»); e

©

8Ty (a - ag) 70 ¢ Jlat< =
g

Entao, Q
Demonstragao:
_ gtA -itA . o
Se Q(t)¢ = e 0 ¢ define uma sequencia de CAUCHY em

HO’ quando t >+~ Q_ ¢ = Lim 2(t)e existe
tr4

, existe. Um resultado andlogo & valido para Q_.

Mostraremos que (16) implica que Q(t)¢ define uma sequencia
de CAUCHY para cada ¢ € Ho.

Primeiramente, seja ¢ € D. Em virtude da hipotese (i)temos
que Q(t) ¢ e diferenciavel e

- -itA _ . itA _ SitA

_g_f(ltAe 0¢) =& (A-np ey,
visto que A comuta com étA.
Além disso, usando a hipotese (ii) e o teorema fundamental

do calculo, obtemo%:
a(t)e- a(s)e= 1 s &M (A -ay) &R0 e o, T s <t
s

Tomando norma na expressao acima e observando que 1°A e
unitario, vem :

. -
t -igA Yok
lla(t)e - a(s)ell =Ili s foA (A - Ag) @770 ¢ doll< L1 -Ag)E 7 06|jdo

Desta desigualdade e de (16), temos que :
Il a(t)e - a(s)ell<y , € > 0

Segue-se,portanto, que Q(t)¢ define uma sequencia de CAUCHY
quando t > +« para ¢ € D. Assim, Q(t)¢ tem um limite, isto e,
2,6 = Lim Q(t)¢ para cada ¢ € D.

trie

Agora, se ¥ e Hy € um vetor arbitrario, entdo,

i - isA -4 itA -
|| 8¥A &tho y - %" TSR0 yii<ila(sre-a(s)ell 1l e™ eRo(y - )11+
1S &R0y - o)1l
Da equivaléncia das normas || || e || ||0 obtemos
itA -j i
e &1tho y - %R0yl < |la (t)e-a(s)ell + 26, llw - olly » Cp>0

Mas D é denso em Hg» assim,
v -6llg< &y » onde ¢, = 1%;
Portanto:
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Assim étA EitAO Yy define uma sequencia de CAUCHY, quando t++= para
todo ¢ € HO' Logo o operador,
Q, = Lim L e1tho, existe c.q.d.
t>to

E a partir deste teorema que iremos deduzir um criterio de
existencia de Operadores de Onda e portanto de solugoes assintoticas
para sistemas hiperbolicos simetricos envolvendo meios nao homogéneos
ao qual sao perturbagoes do meio homogeneo uniformemente propagati
vo. Antes disso vamos caracterizar o meio uniformemente propagativo.

Consideremos o sistema:
(17) €° %%3 = g Ad :o

J=1 J

Este sistema tem solugao da forma:

@

|

|

(18) u°(x,t)=f (st - vx) C onde f(t) & uma fungao de valor real pa

rateR,seR, ve(vy, ... ,v ) eR"e GolCys wor w0, ) B R™ sS40

I
constantes.
Se f'(t) # 0 entdo u® (x,t) @ solugao de (17) se, e somen

te se, (19) (% - AJ v{)C=0 . Se C # 0 entdo (19) implica que:

nmMs
—

J
(20) det (E°s - g Aj v;)=0, isto e, os hiperplanos st-vx= constan
te sao hiperpla%él caragterTsticos para o sistema (17). Asondas pla
nas (18) propagam-se na diregao do vetor v com velocidade -5 onde
[v]© = VitV bt vﬁ. Portanto, as velocidades nor- vl
mais para o sistema (19) sao dadas pelas raizes s de (20) correspon
dentes ao vetor unitario v.

Um sistema e o meio descrito por ele & caracterizado como
uniformemente propagativo pela observacao de que as velocidades nor
mais de tais sistemas tem multiplicidade constantes e sinais algebri
cos constantes independentes da diregao de propagagao.

Afim de aplicarmos o Teorema - 4 basta que encontremos con
dig0es que nos assegure a convergencia da integral:

© . ©

IoI(A - Ag) @0 6ldt , o eC (R™), T finito onde C ( R")E o
T 0
espago das fungoes reais, infinitamente diferenciaveis com suporte
compacto.

Teorema 5. Consideremos as matrizes mxm, E(x), E% e Aj, I=Nyiws o N

com as seguintes propriedades:
o su® d J au® = . .
(i) EE =54— = ¢ A e um sistema uniformemente propagativo;
at j=1 §xj

(ii) a matriz E(x), constituida por fungOes Lebesgue mensuraveis €
limitada e uniformemente positiva definida, isto &, existem constan
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tes positivas u e Hys tal que:

ula*y < a* E(x) o < u$ a*a , ¥ xeR", aeg"

(iii) Existem constantes K > 0 , R > 0 e p>1, tais que:

{Eij(x) - Eoijl < K [x|7P para [x| > R e 1< i,j<m
Entao o operador de onda Q, existe.

Nao apresentaremos aqui a demonstragao do teorema. Ao lei
tor interessado recomendamos ler (1).

Com as condigoes do teorema - 5 concluimos que o operador
de onda @ _ existe e portanto temos que u(-,t)=u°(;t) quando t cres
ce infinitamente.

CONCLUSAO

A existencia dos operadores de onda implica na existencia
de solugOes assintoticas, quando t+t=. Procura-se assim, condigoes
que garantam que a aplicagao u ~+ u, seja unitaria. Nos ultimos 30 anos
muitos autores tem contribuido neste sentido, especialmente para per
turbagoes da equacdo de SCHRUNDINGER. No que se refere, aos siste
mas hiperbolicos gerais este problema nao esta completamente resol
vido.
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