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EXISTENCIA DE OPERADORES DE ONDA E SOLUÇOES ASSINTOTlCAS
. PARA SISTEMAS HIPERBOLlCOS SIMETRICOS
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Departamento de Matemãtica. Centro de Ciências Naturais e Exatas.
UFSM. Santa Maria, RS.

RESUMO
Este traba1 ho foca 1i za a1 guns si stemas de equações d i f e ren

ciais·parciais do tipo hiperbõ1ico, dando ênfase ao seu comportame.!].
to assintõtico. Fez-se uma anã1ise comparativa 'entre um sistema hi
perbõ1ico descrevendo um meio não homogêneo com outro que descreve
um meio homogêneo; esta correspondência e permitida em virtude da !
xistência dos chamados operadores de onda.

Vãrios exemplos importantes da fisica-matemãtica são apr!
sentados e o teorema central deste trabalho, sobre a existência dos
operadores de onda, foi aplicado aos modelos.
SUMMARY
BISOGNIN,V., 1979. Existence of wave operators and assynthotic sol~

tions to symmetric hyperbo1ic systems. Ciência e Natura (1):
21-30.
This work focuses on some partia11y differentia1 equation

systems of the hyperbo1 ic type, emphati zi ng i ts assynthoti c behavior.
A comparative ana1ysis between a hyperbo1ic system describing a no.!].
homogeneous mean wi th a homogeneous one, was made; thi s correspondep
ce was ma de possib1e due to the existence of the so-ca11ed wave op!
rators.

Severa1 important exemp1es from mathematica1-physics were
presented. The central theorem of this work, concerning the existen
ce of wave operators, was app1ied to the mode1s.
INTRODUÇJ\O

Mui tos dos fenômenos de propagação de ondas da fisica clãs
sica são governados por sistemas de equações diferenciais parciais de
primeira ordem da forma

n
L Aj ~i-: aXj

onde x = (x j , X2, ... , xn) E a", t E R, u=u(x,t) e uma mx1matriz real
que descreve o estado do meio na posição x e o tempo t. E(x),A1,A2,

(1) E (x) ~~
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...• An são mxm matrizes com as seguintes propriedades:
(i) E(x) é real. simétrica e positiva definida;
(ii) Aj para. j=l •...• n são reais. simétricas e constantes.

O sistema (1) descreve um meio homogêneo se a matriz E(x)=
EO é uma matriz constante. Caso contrãrio o meio descrito é dito nao
homogêneo.

Neste trabalho temos como objetivo estudar o sistema (1)
preocupando-nos do seu comportamento assintõtico. Procuraremos. fazer
uma anãlise comparativa entre um modelo matemãtico descrevendo um
meio não homogêneo com outro que corresponde a um meio homogêne?V~
remos que esta comparação nos é permitida em virtude da existência
dos chamados "Operadores de Onda".

As referências bãsicas nesta linha de pesquisa. sãoos tra
balhos de WILCOX(4). LAX & PHILLIPS(3) e COSTA(2).

Vãrias equações de ondas da flsica clãssica podem ser es
critas na forma do sistema (1). Entre estas citamos:
Exemplo 1. AS EQUAÇÕES DAS LINHAS DE TRANSMISSÃO

As equações
L(x) ~~ + ~~ = O • C(x) ~ + II = Oat ax

governam a corrente i e a tensão e numa linha de transmissão. onde
L(x) e C(x) representam a indutância e a capacitância por unidade de
comprimento da linha.

Estas equações podem ser colocadas na forma do sistema(l)
com

u= (i .e )t

E(x)= ~('J q:J " -t -J
-1

Temos portanto:

~('I qJ au [, -J au
ãt ãX

Exemplo 2. EQUAÇÃO DAS ONDAS ACOSTICAS

Em um meio não-homogêneo. a equação que governa
gação de ondas acusticas tem a forma

1 a2 1~ d P = p(x) div ( V p)Cc ( x ) "ãt2" PTXT

prop~
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) 3 ) - -onde x=(xl, x2' X3 E R, p=p(x,t e a diferença entre apressao ins
tantãnea e a pressão de equilibrio, C(x) e a velocidade do somep(x)
e a densidade do equilibrio.

1 -ª.L 1 -ª.L 1 ap ap tPondo u=('iiT'X"} oXl ' PTXT oX
2

' PTXT ãXJ ' TI) a equ~
ção pode ser escrita na forma do sistema:

oU 3
Aj oUE (x) TI E 'â"X"-:- onde

j=l J

p (x) O O O

O p(x) O O
E(x )= e

O O p(x) O

O O 1
p(x)C2(x)

O O O oax,-
3 Aj o O O O o
E 3Xj= ãX2j=l

O O O o
ãXJ

o a a O
ãX2 ãX2 ãX2

Entre outros exemplos citamos: As equações de MAXWELL do
eletromagnetismo, as equações da elasticidade e as equaçõesem Magn~
to-gas-dinâmica. Todas estas equações podem ser escritas na forma
do sistema (1) conforme (1) e (8).
Tendo em vista que os problemas de propagação de ondas em um meio
homogineo podem ~er resolvidos explicitamente, os resultados forn~
cem soluções assintõticas dos problemas de propagação de ondas para
um m~io não homogineo. •
O PROBLEMA DE CAUCHY PARA SISTEMAS HIPERBOLICOS SIMtTRICOS EM UM MEIO HOMOGENEO

O sistema de equações diferenciais parciais descrevendo um
meio homogineo é escrito

° n(2) EO ~ = Eat j = 1
(3) uO(x,O)=$(x)

onde EO, Aj, j=l, ... ,n são mxm matrizes com as seguintes propried~
des:

(i) EO é real, simétrica e positiva definida;
(ii) Aj, j=l, ... ,n são reais, simétricas e constantes.
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Vamos considerar como solução deste problema. um grupo de
operadores unitãrios {UO(t). t e: R} definido em um espaço de HILBERT
HO constituido de valores iniciais com energia finita. isto é:

UO(t):HO -+ HO

~ -+ uO( •• t)= UO(t)~
Para construir o operador solução UO(t) usaremos o "Teor!

ma de STONE": Se {UO(t). t e: R} é um grupo fortemente continuode Op!
radores unitãrios em HO' então:

(4) UO(t)= eit AO onde AO é um operador autoadjunto e re
ciprocamente se AO é um operador autoadjunto em HO então iAO gera um
grupo fortemente continuo de operadores {UO(t). t e: R} unitãrios em
HO onde i = r-T.

-it APortanto. se UO(t)=e O define o operador solução para o
problema (2) (3) então. formalmente.

auo = (Eo)-l ~ Aj __a__
ã"t j=l aXj

Vamos. primeiramente. construir uma extensão autoadjunta
do operador diferencial AO em um espaço de HILBERT HO e então defi
nir o operador solução por (4).

A matriz EO é uma matriz mxm. real. simétrica e portanto
hermitiana e positiva definida. Dai segue-se que:

2 m 2 * 0- 2 m 2 m
(6) À .1: I"il 2" E "2À1.1: I"il .y"=("l •...• "m)e: ~

1=1 1=1 .
onde ã é o complexo conjugado de c , À e À1 são constantes reais pos:!.
tivas e sãó o ma t o r e o menor dos au t ova l o r-e s de EO.

Se HX)=(~l (x) •..• '~m(x) então. integrando (6) em Rn tem-
se:

m 2 * 0- 2 m 21: f I~i (x) I dx 2 f ~ (x)E Hx)dx 2 À1.1: f l~i(x)1 dx
i =1 R n Rn , =1 Rn

Assim. se a energia para um meio homogéneo é definida por:
* 0-fn ~ (x) E ~(x)dx então (7) implica que ~(x) tem energia finita se.

R e somente se. para cada i=l •..•• m , ~i (x)e:L 2( Rn). Po r t an t o , o e~
paço ~ L2( Rn) é o espaço vetoria1 apropriado de valores iniciais

i=1
com energia finita para o problema de propagação (2). (3). Este es
paço é um espaço de H'ILBERT que indicaremos por HO em relação ao pr~
duto interno (')0 definido por:

(8) (~. 1/l)0 = f ~* (x) EO tjI(x)dx
Rn

Afim de aplicarmos o Teorema de STONE necessitamos provar
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operador AO é um operador autoadjunto sobre o espaço
Observemos que se ~(x) e ~~(x) E HO então, paraxj

j = 1, ... ,n

HO'
cada

que o

Usando a
(AO ~) (p)= (Eo)-l

Transformada de Fourier temos que:
n
E Aj p .. ~(p)

j=l J

Teorema 1. o operador AO com domlnio:
n

D(A)= { ~ E Ho' ~(p) E HO' L Aj Pj ~ (p) E Ho} e definido por
j=l

i x. P 1 n .
e (Eo)- (L AJp.) ~(p) dp é um operador auto

j = 1 J
_1_1

~ n"
(211)

-adjunto em relação ao produto interno definido em (8) A prova des
te teorema foi desenvolvida por BISOGNIN (1).

Temos portanto um grupo de operadores unitãrios {UO(t),tE
R} associado ao problema de propagação para um meio homogêneo va1e~

do a representação:

UO(t)= éitAo e
o -i tAu (x,t)= UO(t)~(x)= e O ~ (x) é a solução do problema de

propaga,ção para o mei o homogêneo.
O PROBLEMA DE CAUCHY PARA SISTEMAS HIPERBOLICOS SIMETRICOS EM~ MEIO
NlIO HOMOGtNEO

Para um meio não homogêneo temos o seguinte sistema de ~
quações doferenciais parciais:

n
(9) E(x) ~~ = .L Aj 3u ,x E Rn, t E RJ=l ãXj
(10) u(x,O)= ~(x)
onde E(x), Aj, para j=l, ... ,n são matri zes mxm com as mesmas propri~
dades do problema para o meio homogêneo.

Do mesmo modo, como no problema anterior vamos considerar
como solução deste problema um grupo de operadores unitãrio {U(t),tE R}
definido em um espaço de HILBERT H constituldo de valores iniciais com
energia finita, isto ê:

U(t): H ~ H
~ ~ u(o,t)= U(t)~

Pela teorema de STONE temos que U(t)= êitA onde A ê um
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operador autoadjunto em H.
Se U(t)= eitA

ma (9) (10) então:
~ =(E(x) )-1at

representa o operador solução para o probl~

n
E

j=l
i (E (x)) -1 ~

j=l

Aj au - i A u ondeaXj
Aj a

ãX:"
J

A =

Vamos mostrar que o operador A é autoadjunto em um espaço
de HILBERT H a fim de podermos aplicar o Teorema de STONE.

Assumiremos que as formas quadrãticas determinadas pelas
matrizes E(x) e EO sao equivalentes, isto e, existem constantes C e
Cl tais que:

C2 (/ o * 2 * o n mE a < a E(x) a~ Cl a E a, v x E R , a E ~ ;
combinando esta relação com (6) temos:

m
E

i = 1
*< a E(x) 'z 2 m 1 12 n m

u < u E a. ,V X E R , a E ~
1 i =1 '

Os elementos Eij(x) de E(x) serão considerados como sendo
funções Lebesgue mensurãveis em Rn. Da;, de (11), segue-se que para
cada vetor ~(x)=(~l(x)""'~m(x)) mensurãvel vale a relação,

m 2 * 2 m 2
i=l l<Pi(x)1 dX~fn ~(x) E(x) ~)dx~lJl f i=ll~(x)1 dx

R Rn

Se a energia para o meio não homogêneo é definida por
f ~(~) E(x) ~(x)dx então ~ (x) tem energia finita se, e
Rn

para cada i=l, ... ,m ~i(X) E L2 (Rn).

somente

Portanto, também neste caso o espaço vetorial de valores
mo L2( IRn) que ê um espaço

i=l relação ao produto inte!
iniciais com energia finita é o espaço
de HILBERT que indicaremos por H em
no definido por

* ~)dx(13 ) (~ .1/1)= f <P (x) E(x)
Rn

O operador A pode s~r escrito:
E(x)·1 EO (Eo).1 n Aj a E(x)-l EO AA= i 1: =

j=l ãXj O

Teorema 2. O operador A com D(A)=D(AO) definido por (A~)(x)= E(x)-l
EO(AO~)(x) é um operador autoadjunto em relação ao produto interno
(.) definido em (13).

Para sua demonstração ver BISOGNIN (1).
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Temos assim, o grupo de operadores unitãrios{U(t),t e: R}
associado ao problema de propagação em um meio não homogêneo cuja re
presentação ê U(t)=eitA e

u(x,t)= U(t)~(x)=eitA ~(x) e a solução do problema de
propagação para o meio não homogêneo.
ANALISE COMPARATIVA DOS MODELOS

Queremos encontrar condições que nos assegurem que u(x,t),
isto e, a solução do problema de propagação para um meio não homogê
neo, seja assintõticamente igual a uO(x,t), isto e, a solução doprE.
b1ema de propagação para um meio homogêneo quando t~±oo. Veremos que
esta igualdade assintõtica e possive1 em virtude da existência dos
chamados "Operadores de Onda".

Suponhamos que dados ~ ± e: HO existe ~ e:H tal que
Lim Ilu(o ,t)-u~(o ,t) II=Lim IIU(tH - Uo(t)~±11 =0 , isto e, U(t) ~
t~±oo - t~±oo
comporta-se como Udt)~+ no futuro e como Uo(t)~- no passado.

Tendo em vista as representações:
U(t)=e~A a uo(t)=e~AO e o fato de que U(t) e unitãriopE.

demos escrever o limite anterior como:
(14) Lim IIeitA ~ - eitAO ~±II = Lim II~ _ ~itA eitAO ~±II =0

t~±oo t~±oo
A expressão (14) nos sugere definir os Operadores de Onda

como:
n+ (A,AO)=S-Lim ~tA eitAO (limites fortes)
- t-+±oo

Portanto, cada solução u(x,t) e assintõticamente igual
u~(x,t) ou u~(x,t) se e somente se os operadores de onda

ã
solução

n±, HO ~ H definidos por (15) existem e tem-se ~=n± ~±

Teorema 3. Se os operadores de ondas existem, então
(i)n± são injetores e limitados valendo: c l] ~110211 n±~II~c111~11 O'

~ e:HO e C, C1 constantes positivas
(ii) eitA n± = n± eitAO, - 00< t< 00
(iii) A n± = n± AO

Assim, nos interessa descobrir condições que nos assegurem
que os operadores de onda n± existam~ O teorema que provaremos a s~
guir nos dará uma condição suficiente para a existência de n±.
Teorema 4. Suponhamos que existe um conjunto D ~ D(A)=D(AO) densoem
HO com a propriedade que, para cada ~ e: D, existe T finito (que PE.
de depender de ~ ) tal que,
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(i) eitAO 4> e: D(AO) = D(AO) para O < t < ee ;

(ii) a função t ~ (A - AO) eitA~ ~ é continua em (T,"'); e

( 1 6 ) f 11 (A _ A ) e itAo 4> 11dt < ccT o
Então, 0+ existe. Um resultado anã1ogo é vã1ido para 0_.

Demonstração:

Se O(t)4> = ~tA eitAO 4> define uma sequencia de CAUCHY em

0+ 4> = lim O(t)4> existe
t++co

Mostraremos que (16) imp1 ica que O(t)4> define uma sequêncta

de CAUCHY pàra cada 4> e: HO.

Primeiramente, seja 4> e: D. Em virtude da hipótese (i)temos

que O(t) 4> e diferenciãve1 e

ditA eitAO 4» = i ~tA (A - AO) eitAO 4> ,
Qt ( e

visto que A comuta com itA•

Alem disso, usando a hipótese (ii) e o teorema fundamental

do cã1cu10, obtemos:
t iaA . A

O(t)4>- O(s)4>= i f e (A - AO) ela O 4> da, T ~ s ~ t
s

Tomando norma na expressão acima e observando que ~aA e

unitãrio, vem:

Desta desigualdade e de (16), temos que

11 O(t)4> - o(s)4>II<~, e: > O

Segue-se,portanto, que O(t)4> define uma sequência deCAUCHY

quando t ~ + '" para 4> e: D. Assim, O(t)4> tem um 1 imite, isto e,

0+4> = lim O(t)4> para cada 4> e: D.
t+±oo

Agora, se ~ e: Ho e um vetor arbitrãrio, então,

11 ~tA etAO ~ _ ~sA ei sAO ~ 11~II 0(+)4> _ o(s)4> 11+ 11 ~ tA etAO(~ - 4» 11 +

11 ~sA esAO(~ - 4» 11

Da equivalência das normas 11 11 e 11 110 obtemos

II~tA eitAO ~ _ ~sAo~II~IIO (t)4>-O(s)4>11 + 2C1 II~ - 4>110, C1>0

Mas D e denso em HO' assim,

11 ~ - 4>110 < e: 1 ' onde e: 1 = -rr:-
1

Portanto:

11 ~tA eitAO ~ _ ~sA i!isAOhjlll < e:
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Assim ~tA eitAO ~ define uma sequência de CAUCHY. quando t~+~
todo ~ E HO' Logo o operador.
íl+ Lim ~tA eitAO. existe c.q.d.

t~+oo

pa ra

t a partir deste teorema que iremos deduzir um critêrio de
existência de Operadores de Onda e portanto de soluções assintõticas
para sistemas hiperbõ1icos simêtricos envolvendo meios não homogêneos
ao qual são perturbações do meio homogêneo uniformemente propagatl
vo. Antes disso vamos caracterizar o meio uniformemente propagativ~

Consideremos o sistema:
õuo n . õ o(17) EO ~ = E AJ __u__

j=l aXj
Este sistema tem solução da forma:

(18) uO(x.t)=f (st - vx) C onde f(T) ê uma função
ra tER. sER. v=(v1' ...• vn) E IRn e C=(C1•

de valor real
.Cm) E Rm

pa
são

constantes.
Se f'(T) i O então uO (x.t) ê solução de (17) se. e somen

te se. (19) (Eos - ~ Aj v.)C=O . Se C i O então (19) implica que:
j = 1 J

n .
(20) det (Eos - .E AJ vj)=O. isto ê. os hiperp1anos st-vx= consta~
te são hiperp1 a~ol caracterlsticos para o sistema (17). As ondas. p1!
nas (18) propagam-se na direção do vetor v com velocidade sonde
Ivl2 = v~ + v~ + ... + v~. Portanto. as velocidades nor- l v l
mais para o sistema (19) são dadas pelas raizes s de (20) correspo~
dentes ao vetor unitãrio v.

Um sistema e o meio descrito por ele ê caracterizado como
uniformemente propagativo pela observação de que as velocidades no~
mais de tais sistemas tem mu1tip1icidade constantes e sinais a1gêbrl
cos constantes independentes da direção de propagação.

Afim de aplicarmos o Teorema - 4 basta que encontremoscon
dições que nos assegure a convergência da integral:

f
T

11 (A - AO) eitAO 4>11 dt .4> EC (IRn). T finito onde C~ ( IRn)ê o
O

espaço das funções reais. infinitamente diferenciãveis com suporte
compacto.
Teorema 5. Consideremos as matrizes mxm , E(x). EO e Aj• j=l •...• n
com as seguintes propriedades:

o 'uo n J' 'uo
(i) E _0 __ = E A ~ ê um sistema uniformemente propagativo;at j=l J

(ii) a matriz E(x). constituida por funções Lebesgue mensurãveis é
limitada e uniformemente positiva definida. isto ê. existem constan
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tes positivas ~ e ~1' tal que:
~2a*a ~ a* E(x} a < ~~ a* a V x E Rn, a E ~m
(iii) Existem constantes K > O, R> O e p>l, tais que:
IE"J'(x} - Eo.·1 < K Ixl-P para [x ] > R e 1< i,j~m

'J -

Então o operador de onda n+ existe.
Não apresentaremos aqui a demonstração do teorema. Ao lei

tor interessado recomendamos ler (1).
Com as condições do teorema - 5 conc1uimos que o operador

de onda n+ existe e portanto temos que u(o,t}=uo(;t} quando t cres
ce infinitamente.
CONCLUSIIO

A existência dos operadores de onda implica na existência
de soluções assintõticas, quando t~±~. Procura-se assim, condições
que garantam que a aplicação u .•.u+ seja unitãria. Nos iiltinos 30 anos
muitos autores tem contribuido neste sentido, especialmente para pe~
turbações da equação de SCHRÔNDINGER. No que se refere, aos siste
mas hiperbõ1icos gerais este problema não estã completamente reso1
vido.
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