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RESUMO

0 artigo apresenta um estudo sobre a possivel colocagaode
geometria dedutiva na escola secundaria atual a partir de um enfoque
do conhecimento do ponto de vista esquematico.

SUMMARY

PERONI, I., 1979. A Study on the Axiomatic Basis in Geometry and in
Mathematics in General. Ciencia e Natura (1): 11-20.

This work presents a study on a possible aspect of deduc
tive geometry in the current secondary school, in which knowledge is
viewed in conformity with a scheme.

INTRODUGAO

Este estudo fundamentou-se nos trabalhos de GONSETH(3) e
SUTER(5) e corresponde a fase inicial de um trabalho em andamento
que, no projeto, toma o nome de"Reformulagao de Conteudos Programa
ticos Face ao Movimento de Unificagao das Matematicas no Campo da
Geometria Euclidiana a Nivel de Segundo Grau".Consideramos que o en
sino correto de Geometria & um instrumento de grande eficacia na for
magao intelectual do homem e por isso lamentamos a tendencia de mi
'nimiza-lo nos programas.

Somos forgados a reconhecer que a Geometria, a partir de
Euclidvs, reformulada e desenvolvida pelo trabalho de estudiosos,
por ma‘c de vinte seculos, estende-se em muitos detalhes que nao sao
de valia para o homem comum e que, portanto, se tornam desnecessarios
como conteudos basicos e obrigatdrios dos programas escolares. Nes
tas perspectivas, torna-se desejavel um estudo de Geometria mais a
gil, desde que se conservem os valores fundamentais. Nao pretendemos
ver a cultura sob um prisma utilitario, mas, humildemente, reconhecer
a amplitude do desenvolvimento cientifico e a necessidade de aprofun
darmos aquele embasamento que & necessario para desenvolvermos um
trabalho em busca da realizagao profissional e humana num prazo ra
zoavel de tempo. Disse o emitente professor GUILHERME de la PENHA no
pronunciamento de abertura da XXVIII Reuniao da Sociedade Brasileira
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o desafio de simplificar tdac poderoso ferramental. Se o progresso
nessa diregao nao se concretizar, o status e o respeito que a comu
nidade matematica ainda grangeia, decaira e com isso sera perdida a
oportunidade de participar ativamente na solugao dos problemas reais
do mundo."

Longe de renegar o passado, achamos que, no prazer de um
estudo que satisfaz, & possivel e provavel que os mais dotados encon
trem motivagao para retomar seu legado e dar-lhe continuidade.

E necessario, antes de tudo, que, voltados para os funda
mentos, busquemos as raizes da Geometria no passado e no presente a
fim de poder estudar as possiveis projegdes neste futuro que nos pres
siona.

Os termos utilizados serdo definidos diretamente ou indi
retamente ao longo do trabalho.

FUNDAMENTAGAO AXIOMATICA

0 mundo exterior desafia continuamente a curiosidade inata
do homem. Como se processa a nossa percepgao? Nos sentimos a reali
dade exterior subjetivamente, numa forma mais ou menos reduzida, is
to @, esquematicamente.

Relataremos aqui uma situagao narrada por GONSETH(3), em
forma livre, que ajudara a esclarecer o conceito expresso e outros.

Alguns amigos resolvem dar um passeio atravessando um bos
que para chegar a um hotel agradavel no outro lado. 0 acaso os leva
a uma clareira onde ‘esta uma enorme bola abandonada. 0s amigos resol
vem leva-la fazendo-a rolar. Logo descobrem que a mesma nao pode pas
sar por qualquer atalho. Muitas vezes a distancia entre as arvores
nao da passagem para o bola. Dao-se conta entdao que & necessario pro
ceder com metodo para poder leva-la. Deixam-na no lugar e se dirigem
ao hotel de onde voltam com uma folha de papel, uma fita métrica, 13
pis e tesouras. Preparam entdao um mapa da situagao respeitando as re
gras .seguintes:

1. Representam cada arvore com um ponto numerado no mapa e

incidem sobre cada arvore o numero correspondente.

2. Unem dois pontos numerados com um segmento se a distig

cia entre as arvores correspondentes & menor do que o
diametro da bola, dando-se conta a seguir que nao ha
necessidade de se preocupar com a escala exata.

3. Representam a bola com uma cruz.

.erminado o levantamento e, de posse do mapa, cortam 0s
segmentos desenhados.

Supondo aue o mapa tenha a forma da Figura 1, notamos que
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a parte de papel que contém a bola possui trajetos do contorno;opro
jeto & realizavel, para isso sendo suficiente seguir um dos itinera
rios possiveis. Se a parte do mapa que contem a bola ficasse separa
da do contorno, nao haveria solugao.

o, Meninos
°q:o

R Hotel

Figura, 1.

0 mapa & um esquema do bosque. Este @ a realidade exterior
ao esquema.

Foi estabelecida uma correspondéncia entre o bosque e o ma
pa representando:

a. elementos da realidade exterior com simbolos:

arvores numeradas ————» pontos numerados
bola —cruz

b. relagoes (no caso uma) na realidade exterior mediante

relagoes entre os simbolos:
duas arvores cuja distancia e menor do que o diametro
da bola, com dois pontos ligados por um segmento.

0 esquema foi elaborado em vista do objetivo proposto: ti
rar a bola do bosque. Se o objetivo fosse o de estudar a natureza das
arvores, outro seria o tipo do esquema.

0 esquema deve ser sumario. Se no esquema do exemplo ente
rior, colocassemos dados referentes as caracteristicas das arvores,
reduzissemos as distancias numa mesma escala, nao estariamos aumen
_ tando a eficacia do esquema na consecugao do objetivo (detalhes des
necessarios, via de regra, atrapalham), e, nem por isso, poderiamos
identificar o esquema com a realidade exterior.

0 esquema, uma vez elaborado, adquire uma certa autonomia
em relagao a realidade que o motivou pois, esquecida esta, com um
pouco de imaginagdo, podemos atribuir ao mesmo, interpretacoes dife
rentes. Voltando ao mapa do exemplo considerado, podemos.pensar, por
exemplo, a cruz como uma ilha e os segmentos como bancos de areia ou
outro tipo de obstaculos para um navio que tenha que chegar a ilha.

Denominamos modelo a toda concretizacao de um esquema. A
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realidade exterior tambem & modelo em relacao ao seu esquema.

Resumindo:

a. 0 esquema deve atender ao(s) objetivos(s) proposto(s).

b. 0 esquema deve ser sumario.

c. 0 esquema & autonomo em relacao a realidade exterior que
o motivou.

d. 0 esquema nao deve ser identificado com a realidade ex

terior.

e. 0 esquema deve ser eficaz na consecucao do(s) objeti

vo(s) proposto(s).

No exemplo considerado, o esquema era representado por um
mapa. Esquema nao & necessariamente um mapa ou um grafico. Podemos
chamar de esquema a toda representacao de uma situacao problematica
onde se salientam alguns elementos entre os quais existem ou sao im
postas certas relagdes com objetivos a serem alcancados e que satis
fazem as condigOes ha pouco resumidas.

Dando um sentido mais largo aos termos ate aqui utilizados,
podemos descrever desta forma, por exemplo, as passagens sucessivas
de elaboracao e de interpretagao de uma obra literaria: a realidade
exterior & o pensamento, a inspiracdo, do autor; o esquema concreti
za-se na elaboragao do texto; o modelo & criado pelo leitor ao inter
pretar o texto. 0 pintor concretiza, numa tela, sua inspiragao. Cada
um de nds sente subjetivamente o que ve e, ao interpreta-lo, cria um
modelo.

Analisando todo tipo de conhecimento humano ,sob o aspecto
considerado, podemos descobrir que ele se enicia mediante um conhe
cimento esquematico.

FASES DO TRABALHO INTELECTUAL, SOB O PONTO DE VISTA DO CONHECIMENTO
ESQUEMATICO

Todo trabalho intelectual @ uma resposta a uma pergunta,
a um problema. De inicio, &€ feita uma analise para que se possam le
vantar os aspectos relevantes, seus elementos e as relagOes entre os
mesmos, reduzindo o todo a um esquema. A seguir, num processo de abs
tragao, parte-se do esquema esquecendo a realidade exterior queo mo
tivou e os possiveis modelos. Aplicando-se as regras da dedugao 10
gica aos simbolos e as relagOes entre os mesmos estabelecidas, pro
cura-se o maior numero possivel de resultados relacionados com o(s)
objetivo(s) proposto(s). E a fase de elaboragdo da teoria. Finalmen
te, comparando os resultados tedoricos com a observagdo pratica na
realidade exterior e nos modelos, verificamos a eficacia da mesma.

Resumindo, distinguimos tres fases:
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a. 0 uso da intuicao e da experiencia para a elaboragao
de um esquema eficaz em relagao aos objetivos propostos.

b. 0 uso da dedugao 10gica para enriquecer a teoria e con
trolar sua coerencia no esquema dado.

c. A verificagao de que a teoria e adequada ao conhecimento
empirico e sensivel, da realidade exterior e a aplica
¢do dos resultados tedricos aquele e a outros modelos.

Nio pode haver interferéncia nas tres fases. Ao longo da
dedugao, deve-se absolutamente evitar recorrer a intuigao ou a expe
riencia. Se por acaso ocorrer um impasse na segunda fase, faz-se ne
cessario voltar a primeira e melhorar o esquema. Se o impasse ocor
rer na terceira fase, volta-se a segunda para verificar se nao ha
erros de dedugao. Nao encontrando nenhum, volta-se novamente a pri
meira, isto é; ao esquema, que deve ser correto.

Tomando a Fisica como exemplo, poderiamos expressar astres
fases da forma seguinte:

a. Fase experimental: estudo do problema, formulagao da hi

potese.

b. Dedugao 1dgica de todas as possiveis consequencias da
hipotese.

c. Verificagdo pratica dos resultados teoricos para julgar
o valor da teoria elaborada.

Num labor de ida e volta entre a pratica e a teoria, alar

gam-se e enriquecem-se 0s horizontes da realidade consciente.

Toda disciplina intelectual que procede da forma descrita,
€ uma ciencia axiomatizada. Os simbolos introduzidos no esquema sao
os elementos ou as nogdes fundamentais da ciencia. As relacdes intro
duzidas entre os simbolos podem ser chamadas de axiomas.

Axioma e uma propriedade atribuida aos elementos fundamen
tais e o0 conjunto dos axiomas aceitos constitui a base axiomaticada
ciencia em estudo.

UMA CONCEPCAO DE MATEMATICA ELEMENTAR

Historicamente falando, a Geometria foi a primeira ciencia
a alcangar alto grau de axiomatizagdo. Outras ciéncias axiomatizadas sdo ho
je extraordinariamente desenvolvidas, como, por exemplo, a Aritméti
ca, a Algebra, a LGgica. Por outro lado, a Quimica, as Ciencias Na
turais, a Economia, por exemplo, apesar da introducao de métodos ci
entificos a fim de melhorar a sistematizagao de seus conteldos e o
planejamento de seu desenvolvimneto, nao atingiram ainda um nTve1sg
ficiente para uma axiomatizagao, se € que a mesma seja realizavel.

Geometria, Ontem
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A Geometria primitiva nasceu da observagao, como se fosse
um primeiro capitulo da Fisica, dedicada a um particular tipo de fe
nomenos, ditos geométricos. Suas figuras sao objetos cuja matériaes
ta reduzida ao minimo.

As- figuras mais simples sdo:

- o ponto, com o qual podemos representar uma estrela;

- a reta, com a qual podemos representar um raio luminoso;

- o plano, com o qual podemos representar a superficie de
um lago de aguas paradas.

Nas figuras, o geometra observa algumas relagoes, que, quan

do consideradas verdadeiras (evidentes), chama de axiomas.

A intuigao sugere que as figuras possuem outras proprieda
des mais complexas, que podem ser verificadas sobre algumas figuras,
grosseiramente, nao podendo o observador certificar-se nem de sua
generalidade nem dos seus limites. ImpOe-se a necessidade de uma de
dugao 10gica em processos que vao se diversificando e refinando com
o passar do tempo. Uma propriedade deste tipo, nao considerada evi
dente, recebe o nome de teorema e, depois de deduzida em forma con
vincente, adquire o valor de um axioma.

Resumindo:

Axiomas sao verdades (relagoes) evidentes por si mes
mas (Compare esta definigao com a que foi dada anteriormente).

Teoremas sao verdades nao evidentes, mas demonstraveis.

As figuras geométricas e suas relagdes constituem a Geome
tria, imagem (esquematica) do mundo fisico.

Este € o sentido da Geometria na sua primeira colocagao,o
sentido de suas abstragoes, a escolha de seus axiomas e o valor de
suas aquisigoes.

Organizada pela primeira vez nos "Elementos"de Euclides,a
Geometria sofreu, no decorrer dos tempos, criticas e reformulagoes.
Enriqueceu-se em detalhes, o que n3ao & de se estranhar. Admira-se
constatar quanto desta obra permanece valido ainda em nossos dias.

Geometria, Hoje

Em tempos bem mais recentes, a analise e o ‘conhecimento
mais profundo das estruturas da Matematica levam-nos a ver a Geome
tria como uma construgao de pensamento puro onde os elementos, cha
mados ponto, reta e plano, sao idéeias aceitas sem definicao e onde
os axiomas tem a fungao de fornecer as relagdes basicas a partirdas
quais se inicia o processo de dedugao.

Por conveniéncia didatica, ao iniciar-se o estudo da Geo
metria (o mesmo vale para qualquer parte da Matematica) sao dados:
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a. os elementos primitivos, isto &, ideias aceitas sem de
finigao, e que, na Geometria,sdo o ponto, a reta eo pla
no;

b. os axiomas, proposigoes que expressam propriedades atri
buidas aos elementos e que devem ser Titeralmente inter’
pretados.

Por que, idéias aceitas sem definigao?

Se considerarmos que uma definigao e uma introdugao de um
ente novo, de uma palavra nova, por intermedio de outras ja conheci
das, entendemos que tal seqlléncia deve ter um inicio. Se encontrarmos
uma palavra desconhecida, podemos recorrer ao vocabulario onde acha
remos a definigcao de todas as palavras. Cada palavra & definida me
diante outras que, por sua vez, sao definidas mediante outras, e as
sim por diante, num processo que nao tem fim. O vocabulario tanto na
escrita como na fala sera o veiculo em nossa comunicagdo se conhecer
mos certo numero de palavras e algumas regras de composigao das mes
mas. Da mesma forma, se quisermos nos orientar no mapa de uma cidade,
precisamos ter um ponto de referencia convencional, por exemplo,uma
praga, um monumento, um indicador,..., para nos localizar.

Ha necessidade de pontos de referencia no infcio do estudo
da Geometria que sao as ideias de ponto, reta e plano, dados sem de
finigao e, portanto, chamados de "elementos primitivos". A natureza
dos elementos, na verdade, nao nos interessa. 0 que nos importa & o
comportamento dos mesmos. Por essa razao tratamos estes elementos co
mo simbolos, idéias e n3ao objetos, o que nao nos impede, toda vez que
acharmos conveniente, dar a eles uma representacao, criando um mode
lo.

Um atento exame das duas condigoes, a. e b. acima, revela
que as mesmas nao sao independentes pois a segunda compreende a pri
meira. De fato, se, como ja vimos, nao interessa a natureza dos ele
mentos mas somente o seu relacionamento, poderiamos dar uma defini
¢ao na forma seguinte: chamamos ponto, reta e plano aos entes que sa
tisfazem as propriedades expressas pelos axiomas seguintes... Na ver
dade, os axiomas escolhidos dao uma definigao implicita dos entes
aos. quais nos referimos.

" 0s axiomas constituem uma convengao entre o autor (criador)
e o leitor. 0 primeiro pede ao segundo que os aceite* e, como compen
sagao, lhe apresentara a obra que pode construir com aquelas premis
sas.

*0 termo "postulado", que & usado como sinonimo de axioma, deriva do
verbo "postulare" que, em latim, significa "pedir".
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"Verdadeira" @ num sistema axiomatico, uma proposicao,con
seqliencia 10gica dos axiomas aceitos. "Falsa", se estiver em contra
digao com os mesmos.

Depois destas consideragOes nos parecera bem clara a curio
sa definicao de Matematica atribuida a BERTRAND RUSSEL: "A Matemati
ca € uma ciencia na qual nao se sabe de que se fala e nao se sabe se
as afirmacgoes que se fazem sdo verdadeiras ou falsas".

Nessa colocagao, pode parecer que o conjunto de axiomas
dados como base de uma Geometria e que indicaremos com A, & livremen
te escolhido. Na verdade impoem-se algumas limitacoes.

Em principio, os axiomas de A devem satisfazer a condicao
essencial de serem "compativeis*".

Outras condigoes "convenientes" para um conjunto de axio
mas damos a seguir:

1. 0 "numero" - 0Os axiomas devem ser tao numerosos quanto

forem necessarios para que a base seja eficaz.

2. Cada axioma deve conter uma "Unica afirmacgdo" (€um cui
dado estetico).

3. Um axioma nao deve conter afirmagoes ja contidas,impli
cita ou explicitamente, em outros de A (e oprincipioda
"independencia" axjomatica).

A observancia ou nao destas Ultimas trés condigdes nado al
tera o valor da teoria, apesar de que a estrutura teorica aparece cla
ramente somente se todas as condigcoes sao satisfeitas.

Na pratica por consideracoes didaticas, nao nos preocupa
mos com estas ultimas condigoes toda vez que obtivermos em troca,sim
plicidade na exposigcao e clareza nos pensamentos.

Considerando os axiomas A e a teoria deles deduzida, obte
remos um sistema que tem sido chamado de hipotético-dedutivo e que
indicaremos com A'. Se chamarmos os elementos do sistema de ponto,
reta e plano, 0 sistema A' & uma Geometria. Nao & necessario que o
ponto, a reta e o plano tenham sentido que vulgarmente lhes e atri
buido. Para exemplificar, consideremos o seguinte modelo: tomemos uma
esfera E e, sobre a mesma, definamos como ponto, a um par de pontos
diametralmente opostos, chamemos de reta aos circulos maximos de E,

*"p" e "nao P" sao afirmacgoes imcompativeis se se referem ao mesmo
ente. A questao da compatibilidade das premissas era irrelevante pa
ra Euclides pois, se uma proposicao e verdadeira, deve ser compati
vel com outras tambem verdadeiras. Diferente & agora 0 nosso caso no
qual propomos partir de premissas nao necessariamente verificaveis.
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plano a superficie da esfera. Feitas estas convencoes, podemos pro
por as proposicoes seguintes como axiomas: "por dois pontos passauma
reta e somente uma"; ainda, "se uma reta possui dois pontos em co
mum com um plano, pertence ao plano". Sobre E n3do existe paralelismo
pois duas retas possuem Sempre um ponto em comum; a Geometria obtida
nao e euclidiana, pois nao vale o postulado das paralelas.*

CONCLUSAO

Das consideragoes feitas resultara claramente que organi
zar Geometria num sistema hipotetico-dedutivo nao admite uma solugao
Unica, havendo alternativas na escolha dos conceitos primitivos e
nos axiomas que os inter-relacionam. Como conseqtlencia havera umpro
blema em aberto.

A Geometria a ser estudada nas escolas de 19 e IIQ graus,
que chamaremos de Geometria Elementar deve ser uma interpretacao ma
tematica da natureza. 0 conhecimento da natureza evolui com o desen
volvimento das ciencias. Portanto a Geometria elementar nunca tera
uma conotagao definitiva, mas em qualquer caso deve obedecer ao ri
gor matematico, implicita ou explicitamente.

E de nosso parecer que agora e nos proximos anos deve a
Geometria elementar ser uma Geometria euclidiana. Nao excluimos, po
rem, a idéia de que num futuro possa ser conveniente um outro tipo
de Geometria. 0 que mais importa @ a aquisicao do metodo matematico,
o que independe dos particulares sistemas de axiomas considerados.E
necessario ainda equacionar os objetivos formativos com os propedeuticos e 0s
operacionais levando em conta o desenvolvimento intelectual natural do educando.

Proposta uma geometria elementar em forma matematicamente
rigorosa e tao simples quanto possivel, devemos lembrar que sua ini
ciacao deva ser feita num enfoque intuitivo, adequado ao local e a
clientela. A estrutura de seu desenvolvimento, clara ao mestre, deve
ficar subjacente ao aluno ate que este, atingida a maturidade sufi
ciente e um conveniente avango nos estudos, venha a descobri-la.
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