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RESUMO

Desenvolve-se um metodo para tratar rotagoes sucessivas
em térmos de produtos nao lineares de vetores de rotagao. Combina
¢oes de produtos vetoriais e escalares ordinarios dao os mesmos re
sultados que podem ser mais comumente atingidos pelo uso de quater
nos ou matrizes unitarias 2x2. 0 metodo fornece automaticamentea di
rec3ao do eixo e o valor do angulo de rotagao singular (Unica), que
€ equivalente ao produto de duas ou mais rotagSeS sucessivas. Esta
informagao n3o e obtida pronta e imediatamente pelo metodo usual de
matrizes de rotac3ao para solucionar o problema de rotagdes sucessi
vas. 0 método aplica-se ao caso de uma rotagao ao redor da diregao
{111}, rotagdes m sucessivas ao redor de éixos ortogonais, e o tra
tamento de rotagOes continuas.

Aleém disso, simplifica o problema do calculo da simetria
cristalina, onde o conhecimento desta & de grande utilidade,para pre
ver autovalores do Hamiltoniano e, conseqlientemente , prever o nﬁmg
ro de niveis energéticos de sistemas cristalinos, mediante meras con
sideragOes de simetria. As rotacOes sucessivas permitem verificar a
(conservagao) invariancia de simetria do sistema, bem como a inva
riancia do Hamiltoniano do sistema.

SUMMARY

SCHNEIDER,S., 1979. Nonlinear vector product for describing rotations
in quantum physics. Ciencia e Natura (1): 1-9.

A method is developed for treating successive rotations in
terms of nonlinear products of rotation vectors. Combinations of or
dinary scalar and vector products yield the same results that may be
more commonly arrived at by the use of quaternions or 2x2 unitaryma
trices. The method presented here, automatically provides us the di
rection of the axis and the value of the rotation angle of thesingle>
rotation that is equivalent to the product of two or more successive
rotations. This information is not readily obtained from the wusual
matrix rotation method of solving the successive rotation problem.The
method is applied to the case of a rotation about the {111}direction,



successive m rotations about orthogonal axes, and the treatment of
continuous rotations.

It also useful in Quantum Physics, Lorentz matrix represen
tation and simmetry studies in solid state Physics.

INTRODUGAO

Por muitos anos foi conhecido que a rotagao unica, corres
pondendo a varias rotacgdes sucessivas, pode ser determinada de va
rias maneiras tais como (a) o produto de matrizes ortogonais reais
3x3 (grupo 0-3), (b) o produto de matrizes unitarias 2x2 (grupo SU-
2), e (c) o produto de quaternos. Destes tres meétodos o mais larga
mente usado, e o Unico que & de importancia em cursos de fisica ele
mentares, & o primeiro. Infelizmente (ou desafortunadamente) ha al

gumas aplicagdes importantes nas quais o metodo 0-3 nao & o mais @
til; em particular, @ o menos Util de todos para responder a pergun
ta: "Qual & a diregao e o angulo de rotagao correspondente a resul
tante de varias rotagoes sucessivas?"

Por exemplo, LANDAU & LIFSCHITZ (3) descrevem o produto de ro
tagdes de um angulo m ao redor de dois eixos secantes e de um angu
lo 6 como mostra a Figura 1, e mesmo neste caso simples a descrigao

deles e bastante complicada.
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Figura 1. Vetores unitarios ﬁ] e ﬁz estando no plano xy e dire
cionados ao longo dos dois eixos que se interseccionam
num angulo 6. 0 vetor de rotacao V corresponde a uma
rotagao m ao redor da diregao ﬁ] seguido por uma ro
tacao m ao redor da direcgao ﬁz € mostrado segundo a
direcao do eixo Z.

Sentimos que as aproximagoes SU-2 e quaternos nao sao a
presentadas comumente em cursos introdutorios standard de graduagao
porque 0s conceitos matematicos que est3d3o envolvidos sao algo sofis
ticados. Neste artigo mostramos como produtos vetoriais e escalares
ordinarios podem ser usados para reproduzir os resultados destes dois



metodos.

A maneira costumeira de tratar rotagGes arbitrarias no es
paco de coordenadas tri-dimensional e de se fazer uso de uma matriz
de rotagao 3x3,R.

1 Rz Rys /
R =[Rgy Rap Ry (1
R31  R3p  Ry3

Para descrever a rotagao unica R3 que & equivalente a duas rotagoes
sucessivas R] e R2 ao redor de eixos arbitrarios, efetuamos uma mul
tiplicagao de matrizes

R, =R

3 = RyRs (2)

As matrizes R] e R2 sao escritas para rotacoes ao redor dos eixos
coordenados, e ndo e facil dizer a direcdo do eixo de rotagao uUnico
equivalente ou o angulo em relagao a este eixo unico, a partir da a
nalise da forma de Rs-

0 intento do presente trabalho & de apresentar um método
de tratamento de rotacdes sucessivas em termos de produtos simples nao
Tineares.

-Este método fornece, automaticamente, a direcao do eixo e
o angulo da rotacdo Unica que & gerada por duas ou mais rotagdes su
cessivas ao redor de eixos arbitrarios.

0 PRODUTO VETORIAL NAO LINEAR

A rotagdo no espago tri-dimensional por um angulo ¢ em re
lagdo a uma direcdo definida pelo vetor unitario n, pode ser caracte
rizado por um vetor de rotagao V:

V = n sen (¢/2) (3)

Podemos tambem definir um escalar f, '
§ e (1-V2)]/2 (4)
= cos(¢/2), (5)

associado com esta rotacao. As equagoes (3) e (4) parecem-se com as
componentes de um quaterno.

Uma rotacao caracterizada pelo vetor de rotagao vy seguida
por uma rotagao caracterizada pelo vetor de rotagao V2 e dada pelo
vetor de rotagao Vs.

Mostramos no apendice que V3 tem a forma da equacao(A.14):

V3= V]xVZ + V]f2 + V2f] (6)

Chamaremos este produto ndo linear ou esta operagao produ
to vetorial nao linear o produto quadratico cruzado como o simbolo



vy = v,y (7)
Mostraremos tambem no apendice Eq. (A.12) que F3 correspon
dente ao vetor de rotagao V3 € obtido do produto

fa o= f1fy = ¥y, (8)
Este produto sera chamado o "produto quadratico puntual®
com o simbolo _
fa=V,[v, (9)
Por isto definimos o produto vetorial de dois vetores co
mo
Vo [(XJ vy = VyxVsV £V, Fy (10)
sz]v] = fif,-V,.V, (11)

Podemos ver das formas das equagoes (10) e (11) que a ope
racao produto quadratica cruzada e nao comutativa,

vzv] + v,dv, (12)
enquanta o produto quadratico puntual & comutativo
VZB Vi= v]E]v2 (13)

Para duas rotagoes paralelas iguais temos
vxJv = 2fv. (14)

Para uma rotagao e sua reciproca temos V e -V, respectiva

mente: v 1o -y (15)
v[x] (-v)=0 (16)
A n3o rotagdo deixa V invariavel:
vixJo = v, v@o = f. (17)

Como por exemplo da vantagem deste produto, solucionamoso
problema apresentado na introducidao, nomeadamente, aquele das duas
rotagdes de um angulo m ao redor de dois eixos que se cortam de um
angulo 6. A primeira rotagdo ao redor do eixo x, por exemplo, & re
presentada por: V]=ﬁ1=7 » f1=0 . E seguido por uma rotagdao m em re
lagdo a um eixo no plano xy orientada de um angulo 6 relativamente
ao eixo x o que @ representado por: V2=ﬁ2=Tcos 6+ jsen 6, f,=0.

Estes eixos sdo mostrados na Figura 2. A rotagao composta
e dada pela equagdo (10):

v=v2@v]= V, X V,= k sen 8=k sen (20/2).

Entdo a rotagao equivalente Unica e por um angulo 26 = ¢ ao
redor da diregdo k. 0 vetor V & mostrado na Figura 1.
TRES ROTAGOES SUCESSIVAS

0 resultado da Eq.(10) pode ser estendido facilmente atres
ou mais rotagdes sucessivas. Em particular, & Util ter uma expressao
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Figura 2. Vetores unitarios 7,j, e kao longo das direcgoes do
sistema de 3 eixos cartesianos e o vetor wunitario
ﬁz estando no plano xy.

para tres rotagOes sucessivas.
V00V, 0V, = f XV, (v xvg)+
+F5(VXV,) =V (V. Vg)#V, (V. V)

- V3(V].V2)+f2f3v]+f1f3vz+f1fzv3 (18)

Como podemos ver, a Eq.(18) mostra que o produto triplo e
associativo.

ROTACAO DE UM VETOR

Tao longe, ou até agora mostramos a resultante de duas ro
tagoes sucessivas; agora veremos como rotaremos um vetor. 0 vetor
anotado por U tem a magnitude U e a diregdo n:

U = Un (19)

Efetuaremos a rotagcdo do vetor unitario n para produzir um
novo vetor unitario n' orientado numa direcao diferente. Desde que
a magnitude U n3ao e afetada pela rotacao, obtemos:

U = uUn'

0 vetor unitario n esta na forma de um vetor de rotagao,

e assim ele pode ser transformado pela Eq.(18) com V] igual ao reci

A= vXJav = v x A (-v). (20)
onde usamos a propriedade que V']=-V da Eq.(15).
Fazendo uso da Eq.(18), obtemos:
R'=2fR X V42 V(V.R)+A(1-av?). (21)
Como outro exemplo da eficiencia déste tipo de produto ve

proco de V3:



torial, usaremos a Eq.(21) para reso ver o problema discutido por PA
LAZZOLO(5)de rodar um sistema de coordenadas ao redor do eixo {111}
pelos angulos ¢ = 120° e ¢ #* 1200, como & mostrado na Figura 3.0 ve
tor de rotagao V na direcao{111}e dado por

V- B? + 34 E)/s‘/ﬂ sen(6/2), (22)
V4
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Figura 3: Rotacao em relagao a direcdo {I11}por um angulo arbi
trario. Est3do mostrados os eixos x,y,z antes e os
eixos x', y', z' depois da rotagao.

onde ¢ & o angulo de rotagao (¢=120° para o exemplo de MARION(4). Pa
ra achar o efeito desta rotagao no sistema de coordenadas, precisamos
aplica-lo a cada um dos eixos. Comegamos pelo eixo x. O vetor unita
rio n ao longo do eixo x & dado por
n=7 (23)
Aplicando a Eq.(21), obtemos:
A'=(1/3) (142 cos ¢)+(3/3)(1-cos ¢-3'/Zsen¢)
+ (k/3(1-cos ¢ + 3]/Zsen¢ )i (24)
Para o caso onde ¢=120° temos
n'= k, (25)
e para o caso onde $=119°
sen(119°)=0.8746
cos(119°)=0.4848
n'= 0.010137 - 0.010023 + 0.99988k (26)

Naturalmente, para os eixos y e z o procedimento & analo
go. Com uma complicagao sensivelmente maior o problema de rotacao
ndo somente ao redor uma direcao {11} mas ao redor de qualquer dire
¢ao pode ser resolvido facilmente com a ajuda da equagao (21).
ROTAGUES CONTINUAS

As secgOes anteriores descreveram rotagdes sucessivas in



dividuais. Outro caso importante envolve rotagdoes continuas onde o
vetor de rotagao e uma fungao do tempo.

Para ilustrar o caso de rotagao continua consideraremos a
evolucao temporal de um vetor V t) que representa a rotagao acumula
tiva a partir de um tempo t=0 ate um tempo t. Um intervalo de tempo
curto, apos, o vetor V(t+At) estara re]icionado com V(t) por uma ro
tagao incremental V(At) que roda de um angulo A¢ no tempo At em re
lagao a uma diregdo instantanea definida pelo vetor unitario n. Por
tanto, da Eq.(7) podemos escrever:

Vitsnt)® V(At)[:]' Yee)- (27)

0 vetor de rotacao V(t) tem o escalar associado f(t).

0 vetor de rotagao incremental V(At) e uma fungao det e
At e tem forma

V(Atfﬁ sen(A¢/2)=(ndo/2)=(hwdt/2)~(wh/2), (28)

onde supomos uma rotacao incremental (A¢<<1) com a velocidade angu
lar w durante o tempo At, e w & na diregao de n. 0 fator f(At) asso
ciado com V(At) € essencialmente unitario:

2

f(At) = )2 ~(1-u2 2,)1/24, (29)

(1-V(a¢) a)

pois wAt<<l.

Com o auxilio das Eqs.(28) e (29) podemos usar a Eq. (10)
para escrever a Eq.(27) da seguinte maneira.

V(t+At)= (At/Z)V(t) X w + V(t)+(fAt/2)w. (30)

A derivada em relagao ao tempo de V &
V=(V -V /

(t+at) () A%,
que se torna, usando a Eq. (30),
V=(1/2)V X w + (f/2)o. (31)
Podemos formar os produtos Q.V e V X 9,
V.V = (£/2) V. (32)

VXV = (1/2)V.w) - (1/2)V2% +
+ (f/2)VXw , (33)

e os fatores V X w da Eq.(31) e V.w da Eq.(32) podem ser substitui
dos na Eq.(33) para dar

VXV= V(V.V)/F - (1/72)w(V2sf2

)4V . (34)

Isto pode ser simplificado observando que V2+f2= 1
da equagao (4), e f o= dt (1-V2)]/2= _é;v'é (35)

para dar, resolvendo para w na Eq.(34)




_— [\} XV + fV - (%/2)\/] (36)

Entao obtivemos uma expressao para a rotacao instantanea
e para o eixo de rotacdo instantaneo, em térmos da dependéncia tempo
ral de um vetor de rotacgao V.
APENDICE

A rotagao geral de um angulo ¢ em relagdo a um eixo arbi
trario cuja direcao & definida pelo vetor unitario n, pode ser es
crito(5): R
R =[exp (6/’2)'in.c], (A.1)

onde o & um operador vetorial cujas componertes sao as matrizes de
spin PAULI

0 1 0 - i
o, = ,0, =
X1 o Y i - o
(A.2)
1 0
02=
0-1

A exponencial da Eq.(A.1) pode ser expandida numa serie de
potencias, e os termos agrupados dando
R = cos (¢/2) + in. o sen(¢/2) , (A.3)
onde entendemos que a matriz unitaria (2x2) multiplica o termo cos
(¢/2).
Para tratar duas rotagOes sucessivas, escrevemos seus ope
radores de rotagao correspondentes R] e R2 na forma da Eq:(A.3).

Ry= cos(¢,/2) + i ﬁ].osen(¢1/2)
(A.4)

Ry= cos(¢,/2) + i ﬁz.csen(¢2/2)
e multiplicamos os dois para dar
Ry® Byly=
=cos (¢,/2)cos(¢7/2)+i ﬁ].c sen(¢,/2)cos(¢,/2)+

+i ﬁz.c sen(¢,/2)cos(¢,/2)

-(ﬁ].c)(ﬁz.c)sen(¢]/2)sen(¢2/2) s (A.5)
Podemos fazer uso da propriedade
(a.o)(b.o)= a.b + i(axb).o (A.6)

para descrever a. Eq.(A.6) na forma
R3=[cos(¢1/2) cos (6,/2)

“iy-iysen(6,/2)sen(0,/2)]
+iﬁ].osen(¢]/2)cos(¢2/2)



+iﬁz.osen(¢2/2)cos(¢]/2)
-(ﬁzxﬁ]) . o sen(9,/2)sen(¢,/2). (A.7)
Desde que R3 € um operador de rotagao, isto pode ser es
crito na forma da Eq.(A.3):
Ry=cos(¢5/2) + Tﬁ3. o sen(¢,/2) . (A.8)
Comparagao feita das Eqs.(A.7) e (A.8) conduz a identifi
cos(03/2)”- cos(o]/z)cos(¢2/2)
- ﬁ].ﬁz.sen(¢]/2)sen $,/2). (A.9)

cagao

iasen(¢3/2)=ﬁ]sen(¢]/2)cos(¢2/2)
+ﬁzsen(¢2/2)cos(¢]/2)
+ﬁ1 X ﬁzsen(¢1/2)sen(o2/2). (A.10)
Estas expressoes (A.9) e (A.10) foram obtidas anteriormen
te por HALPER(2) e SCHWINGER(6) usando um método diferente. Se exa

minarmos a Eq.(A.10), vemos que isto pode ser colocado na forma
v3 = v] X V2 + cos(¢]/2)+ v2 cos(¢2/2) 3 (A.11)

e a Eq.(A.9) torna-se

fa = fi1f, - VyuV, (A.12)
onde f. = cos(oi/Z) . (A.13)
combinando as Eqs.(A.11) e (A.13), obtemos

Va= Vy X Vy + V f, + W f, (A.18)
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