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RESUMO
Desenvolve-se um metodo para tratar rotações sucessivas

em têrmos de produtos não lineares de vetores de rotação. Combina
ções de produtos vetoriais e escalares ordinãrios dão os mesmos re
su1tados que podem ser mais comumente atingidos pelo uso de quater
nos ou matri zes uni tãri as 2x2. O mê t o do fornece automati camente a di
reção do eixo e o valor do ângulo de rotação singular (unica), que
e equivalente ao produto de duas ou mais rotaçõe~ sucessivas. Esta
informação não e obtida pronta e imediatamente pelo metodo usual de
matrizes de rotação para solucionar o problema de rotações sucessi
vaso O metodo aplica-se ao caso de uma rotação ao redor da direção
{111}, rotações ~ sucessivas ao redor d~ éixos ortogonais, e o tra
tamento de rotações continuas.

Alem disso, simplifica o problema do cã1cu10 da simetria
cristalina, onde o conhecimento desta e de grande uti1idade,para pr~
ver autova10res do Hami1toniano e, conseqUentemente , prever o num~
ro de niveis energeticos de sistemas cristalinos, mediante meras co~
siderações de simetria. As rotações sucessivas permitem verificar a
(conservação) invariância de simetria do sistema, bem como a inva
riância do Hami1toniano do sistema.
SUMMARY
SCHNEIDER,S., 1979. Non1inear vector product for describing rotations

in quantum physics. Ciência e Natura (1): 1-9.
A method is deve10ped for treating successive rotations in

terms of non1inear products of rotation vectors. Combinations of or
dinary sca1ar and vector products yie1d the same resu1ts that may be
more common1y arrived at by the use of quaternions or 2x2 unitary~
trices. The method presented here, automatica11y provides us the dl
rection of the axis and the va1ue of the rotation ang1e of thesing1e
rotation that is equiva1ent to the product of two or more successive
rotations. This information is not readi1y obtained from the usual
matrix rotation method of solving the successive rotation prob1em.The
method is app1ied to the case of a rotation about the {lll}direction,
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successive ~ rotations about orthogonal axes, and the treatment of
continuous rotations.

It also useful in Quantum Physics, Lorentz matrix represe.!!.
tation and simrnetry studies in solid state Physics.
INTRODUÇIlO

Por muitos anos foi conhecido que a rotação única, corres
pondendo a vãrias rotações sucessivas, pode ser determinada de va
rias maneiras tais como (a) o produto de matrizes ortogonais reais
3x3 (grupo 0-3), (b) o produto de matrizes unitãrias 2x2 (grupo SU-
2), e (c) o produto de quaternos. Destes três metodos o mais larg~
mente usado, e o único que e de importância em cursos de fisica el~
mentares, e o primeiro. Infelizmente (ou desafortunadamente) hã al
gumas aplicações importantes nas quais o metodo 0-3 não e o mais ú
til; em particular, e o menos útil de todos para responder a pergu.!!.
ta: "Qual e a direçâo e o ângulo de rotação correspondente â resul
tante de vãrias rotações sucessivas?"

Por exemplo, LANDAU & LlFSCHITZ (3) descrevem o produto de ro
tações de um ângulo ~ ao redor de dois eixos secantes e de um âng~
10 8 como mostra a Figura 1, e mesmo neste caso simples a descrição
deles e bastante complicada.

k

Figura 1. Vetores unitãrios nl e n2 estando no plano xy e dir~
ci onados ao longo dos doi s ei xos que se interseccionam
num ângulo 8. O vetor de rotação V corresponde a uma
rotação ~ ao redor da direção nl seguido por uma ro
tação ~ ao redor da direção n2 e mostrado segundo a
direção do eixo Z.

Sentimos que as aproximações SU-2 e quaternos não são ~
presentadas comumente em cursos introdutõrios standard de graduação
porque os conceitos matemãticos que estão envolvidos são algo sofi~
ticados. Neste artigo mostramos como produtos vetoriais e escalares
ordinãrios podem ser usados para reproduzir os resultados destes dois
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métodos.
A maneira costumeira de tratar rotações arbitrãrias no es

paço de coordenadas tri-dimensional é de se fazer uso de uma matriz
de rotação 3x3,R.

_~llR - R21

R31

(1 )

Para descrever a rotação unica R3 que é equivalente ã duas rotações
sucessivas Rl e R2 ao redor de eixos arbitrãrios, efetuamos uma mul
tiplicação de matrizes

(2 )

As matrizes Rl e R2 são escritas para rotações ao redor dos eixos
coordenados, e não é fãcil dizer a direção do eixo de rotação unico
equivalente ou o ãngulo em relação a este eixo unico, a partir da ~
nãlise da forma de R3.

O intento do presente trabalho é de apresentar um método
de tratamento de rotações sucessivas em termos de produtos simples não
lineares.

'tste método fornece, automaticamente, a direção do ei~o e
o ângulo da rotação unica que é gerada por duas ou mais rotações su
cessivas ao redor de eixos arbitrãrios.
O PRODUTO VETORIAL NAO LINEAR

A rotação no espaço tri-dimensional por um ângulo ~ em re
lação a uma direção definida pelo vetor unitãrio n, pode ser caracte
rizado por um vetor de rotação V:

V = n sen (~/2r (3)
Podemos também definir um escalar f,

f = (1_V2)1/2 (4)
= cos(~/2), (5)

associado com esta rotação. As equações (3) e (4) parecem-se com as
componentes de um quaterno.

Uma rotação caracterizada pelo vetor de rotação Vl seguida
por uma rotação caracterizada pelo vetor de rotação V2 é dada pelo
vetor de rotação V3.

Mostramos no apêndice que V3 tem a forma da equação(A.14):
V3= VlxV2 + Vlf2 + V2fl (6)

Chamaremos êste produto não linear ou esta operação prod~
to vetorial não linear o produto quadrãtico cruzado como o símbolo
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(7)

Mostraremos também
dente ao vetor de rotação V3

f3 = f1f2 -

no apêndi ce Eq. (A.12) que F3 corresp0.!1.
é obtido do produto

(8)

Es te produto serã chamado o "produto quadrãtico puntua1"
com o sTmbo10 f3 = V2 G V1 (9 )

Por isto definimos o produto vetoria1 de dois vetores co
mo

V1xV2+V1f2+V2f1
f,t2-V1·V2

(10)
(11 )

Podemos ver das formas das equações (10) e (11) que a op~
ração produto quadrãtica cruzada é não comutativa,

v20v1 t v10v2 (12)
enquanto o produto quadrãtico puntua1 é comutativo

v2Gv1= v1GV2 (13)

Para duas rotações paralelas iguais temos
v0v = 2fV. (14)

Para uma rotação e sua recTproca temos V e -V, respectiv~
mente: V-1= -v

V0(-V)=0
(15 )
(16 )

A não rotação deixa V invariãve1:
V00=V, VGO=f. (17)

Como por exemplo da vantagem dêste produto, solucionamoso
problema apresentado na introdução, nomeadamente, aquele das duas
rotações de um ângulo 11 ao redor de dois eixos que se cortam de um
ângulo 6. A primeira rotação ao redor do eixo x, por exemplo, é re
presentada por: V1=n1=i ,f1=0 . r seguido por uma rotação 11 em re
1ação a um eixo no plano xy orientada de um ângulo 6 relativamente
ao eixo x o que é representado por: V2=n2=icos 6+ 3sen 6, f2=0.

Estes eixos são mostrados na Figura 2. ~ rotação composta
ê dada pela equação (10):

v=v20v1= V1 X V2= k sen 6=K sen (26/2).

Então a rotação equivalente iiní c e ê por um ângulo 26 = <pao
redor da direção k. O vetor V é mostrado na Figura 1.
TRrS ROTAÇOES SUCESSIVAS

O resultado da Eq.(10) pode ser estendido facilmente a três
ou mais rotações sucessivas. Em particular, é uti1 ter uma expressão
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Figura 2. Vetores unitãrios i,}, e ~ao longo das direções do
sistema de 3 eixos cartesianos e o vetor unitãrio
n2 estando no plano xy.

para três rotações sucessivas.
v3@v20Vl fl (V2XV3)+f2(V1XV3)+

+ f3(V1XV2)-Vl (V2·V3)+V2(Vl·V3)
- V3(Vl·V2)+f2f3Vl+f/3V2+flf2V3 (18)

Como podemos ver, a Eq.(18) mostra que o produto triplo e
associativo.
ROTAÇAO DE UM VETOR

Tão longe, ou ate agora mostramos a resultante de duas ro
tações sucessivas; agora veremos como rotaremos um vetor. O vetor
anotado por Q tem a magnitude U e a direção n:

U = Un (19)
Efetuaremos a rotação do vetor unitãrio n para produzirum

novo vetor unitãrio n' orientapo numa direção diferente. Desde que
a magnitude U não e afetada pela rotação, obtemos:

U = Un'
O vetor unitãrio n estã

e assim ele pode ser transformado
proco de V3:

na forma de um vetor de rotação,
pela Eq.(18) com Vl igual ao reci

n'= v0n0v-l= V X n[](-v).
onde usamos a propriedade que V-l=_V da Eq.(15).

fazendo uso da Eq.(18), obtemos:
n'=2fn X V+2 V(V.n)+n(1-aV2).

Como outro exemplo da eficiência dês te

(20)

(21 )
tipo de produto ve
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torial, usaremos a Eq.(21) para reso ver o problema d t scu t í do por Pà
LAZZOLO(5),de rodar um st s t ema de coordenadas ao redor do eixo Ill ll
pelos ângulos ~ = 1200 e ~ r 1200, como e mostrado na Figura 3.0 ve
tor de rotação V na direção{lll}e dado por

V = ~ 1 + 3 + 1i)!3 1 12] se n ( ~12) , (22)
z

{lll}

.~:-------- Y

--- .....- X'

x
Figura 3, Rotação em relação a direção Ill Il po r um ângulo arbi

trârio. Estão mostrados os eixos x,y,z antes e os
eixos x', y', z ' depois da rotação.

onde ~ e o ângulo de rotação (~=1200 para o exemplo de MARION(4). P~
ra achar o efeito desta rotação no sistema de coordenadas, precisamos
aplicã-lo a cada um dos eixos. Começamos pelo eixo x. O vetor unitã
rio n ao longo do eixo x e dado por

n = i (23)
Aplicando a Eq.(21), obtemos;

n'=(1/3)(1+2 cos ~)+(313)(1-cos
+ (K/3(1-cos ~ + 31/2sen ~).

Para o caso onde ~=1200 temos
n'= K,

e para o caso onde ~=119°
sen(1190)=0.8746
cos(1190)=0.4848

n'= 0.010131 - 0.010023 + 0.99988K

(25 )

(26)
Naturalmente, para os eixos y e z o procedimento e anãl~

go. Com uma complicação sensivelmente maior o problema de rotação
não sõmente ao redor uma di reção {lll} mas ao redor de qua 1quer d ir~
ção pode ser resolvido fãcilmente com a ajuda da equação (21).
ROTAÇOES CONTINUAS

As secções anteriores descreveram rotações sucessivas in



7

dividuais. Outro caso importante envolve rotações continuas onde o
vetor de rotação é uma função do tempo.

Para ilustrar o caso de rotação continua consideraremos a
evolução temporal de um vetor V(t) que representa a rotação acumu1~
tiva a partir de um tempo t=O até um tempo t. Um intervalo de tempo
curto, após, o vet~r V(t+ót) estarã relacionado com V(t) por uma ro
tação incrementa1 V(ót) que roda de um ângulo ó~ no tempo ót em re
1ação a uma direção instantânea definida pelo vetor unitãrio n. Por
tanto, da Eq.(7) podemos escrever:

V(t+ót)= V(ót)[D· V(t)' (27)

ót e tem forma

O vetor de rotação V(t) tem o escalar associado f(t).
O vetor de rotação incrementa1 V(ót) é uma função de t e

f(ót) (1 V 2)1/2 -(l-w2At 24)1/2_1,- (ót) U

(28)

velocidade ang!!.
fator f(ót) asso

(29 )

usar a Eq. (10)

(30 )

onde supomos uma rotação incrementa1 (ó~«l) com a
lar w durante o tempo ót, e w é na direção de n. O
ciado com V(ót) é essencialmente unitãrio:

p o i s ucé t c e l .

Com o auxilio das Eqs.(28) e (29) podemos
para escrever a Eq.(27) da seguinte maneira.

V(t+ót)= (ót/2)V(t) X w + V(t)+(fót/2)w.

A derivada em relação ao tempo de V é
V=(V(t+ót) - V(t)/ót,

que se torna, usando a Eq. (30),
V=(l/2)V X w + (f/2)~.. (31)

Podemos formar os produtos V.V e V X V,
V. V (f/2) V.w (32 )

e
VXV (l/2)V.w) - (l/2)V2w +

+ (f/2)VXw , (33 )
e os fatores V X w da Eq.(31) e V.w da Eq.(32) podem ser substitui
dos na Eq.(33) para dar

VXV= V(V.V)/f - (l/2)w(V2+f2)+fV . (34 )
Isto pode ser simplificado observando que V2+f2

da equação (4), e f = -h (l_V2)1/2= -+v.V (35)
para dar, resolvendo para w na Eq.(34)
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w = 2 [v x v + fV - (f /2) V] (36 )
Então obtivemos uma expressão para a rotação instantânea

e para o eixo de rotação. instantâneo, em têrmos da dependência tempQ
ral de um vetor de rotação V.
APrNDICE

A rotação geral de um ângulo ~ em relação a um eixo
trãrio cuja direção é definida pelo vetor unitãrio n, pode ser
crito(S):

a rbi
es

R=[eXp(ElI'2)iii.oJ, (A.l)
onde o e um operador vetorial cujas componentes são as matrizes de
s p í n PAUL!

o =~
x ~ ~ ,Oy =G - ~

°z =C - J (A. 2)

A exponencial da Eq.(A.l) pode ser expandida numa série de
potências, e os têrmos agrupados dando

R = cos (~/2) + iii. o sen(~/2), (A.3)
onde entendemos que a matriz unitãria (2x2) multiplica o termo cos
($/2).

radores de
Para tratar duas rotações sucessivas, escrevemos seus op~

rotação correspondentes Rl e R2 na forma da Eq:(A.3).
Rl= cos($1/2) + iil·osen(~1/2)

(A.4 )e
R2= cos(~2/2) + i ii2.osen(~2/2)

e multiplicamos os dois para dar
R3= R2Rl=

=cos($2/2)cos(~i'2)+i iil·o sen(<pl/2)cos(<P2/2)+
+i ii2.0 sen($2/2)cos(~1/2)
-(iil.o)(ii2.0)sen(<pl/2)sen(<p2/2) (A.S)

Podemos fazer uso da propriedade
(a .0) (b .0)= a.b + i (axb).o

para descrever a. ~q.(A.6) na forma
R3=[COS(<Pl/2) cos ($2/2)

-ii2·iilsen(<Pl/2)sen(<P2/2B
+iiil·osen(~1/2)cos(<P2/2)

(A.6 )
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+i"2 .osen (4)2/2)cos (4).1/2)
-("2X"1) . o sen(4)1/2)sen(4>2/2). (A. 7)

Desde que R3 e um operador de rotação, isto pode ser es
crito na forma da Eq.(A.3):

R3=cos(4)3/2) + ;"3. o sen(4)3/2) (A.8)
Comparação feita das Eqs.(A.7) e (A.8) conduz a identifi

cação cos(4)3/2}.= cos(4)1/2)cos(4>2/2)
- "1·"2·sen(4)1/2)sen 4>2/2). (A.9)

"3sen(4)3/2)="lsen(4>1/2)cos(4>2/2)
+"2sen(4)2/2)cos(4>1/2)
+"1 X "2sen(4)1/2)sen(4>2/2). (A.10)

Estas expressões (A.9) e (A.10) foram obtidas anteriormen
te por HALPER(2) e SCHWINGER(6) usando um metodo diferente. Se exa
minarmos a Eq.(A.10), vemos que isto pode ser colocado na forma

V3 = V1 X V2 + cos(4)1/2)+ V2 cos(4)2/2), (A.11)
e a Eq.(A.9) torna-se

f3 f1f2 - V1·V2 (A. 12)
onde fi cos(4);l2) (A. 13)
combinando as Eqs.(A.l1) e (A. 13), obtemos

V3= V1 X V2 + V1f2 + V2f1 (A. 14)
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