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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar condicoes suficientes para a existéncia e multiplicidade de solugdes da seguinte classe de
problemas do tipo Kirchhoff:

{ — (a+bl[ul|P)P 7 Apu = h(x)|ul? + f(xu), x € Q,
1,
0<uew,”(Q),
onde a,b > 0 sdo constantes, Apu = div(|Vu|P~2Vu) é 0 operador p—Laplaciano com p > 1, Q0 é um dominio limitado suave

2
em RN, ondel <g+1<p<N< % e as fungoes h(x) e f(x,s) satisfazem condicdes apropriadas. Utilizaremos neste
propdsito argumentos variacionais, tais como o Teorema do Passo da Montanha e o Principio Variacional de Ekeland.

Palavras-chave: Equagdo de Kirchhoff, p—Laplaciano, métodos variacionais, multiplicidade de solugdes.
Resumo

The aim of this work is to give some sufficient conditions for the existence and multiplicity of the solutions for the following class
of Kirchhoff type problems:
{ — (a+bl|ulp)P! Apu = h(x)|ulT+ f(xu), x €Q,
1,
0<ueW,”(Q),

where a,b > 0 are constants, Apu = div(|Vu|P~2Vu) is the p—Laplacian operator with p > 1, Q is a bounded smooth domain
in RN, withl1 <q+1<p<N < pp—_zl and the functions h(x) and f(x,s) satisfy appropriate conditions. We will use for this
purpose variational arguments, such as Mountain Pass Theorem and the Ekeland Variational Principle.
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1 Introducao

O problema cléssico de Kirchhoff

—M||u|?Au = f(xu), x €Q, 1)
u=20, x €0Q),
onde M : [0, 4+ o0) — [0, + c0) é uma fungdo continua, é a versdo estaciondria da equagao
%u Py, E [Lloul? %u
PW*(%*i/o ox dx)@*‘)f @

proposta por Kirchhoff (1883), a qual é uma generalizacdo da conhecida equacédo de corda vibrante de D’Alembert. O
modelo descrito em (2) leva em conta as mudangas no comprimento da corda produzida por vibracdes transversais,
sendo L o comprimento da corda, & a drea da segdo transversal, E o médulo de Young do material, p a densidade da
massa e Py a tensdo inicial. Relacionado com (1), Perera e Zhang (2006) abordaram o problema:

—(a+blul]?)Au = g(xu), x €Q, 3)
u=20, x €9Q),

onde Q ¢ RN ¢ um dominio limitado suave, N > 1ea,b > 0. A funcio g(x,t) é localmente Lipschitz continua em
t € R, uniformemente continua em x € Q e subcritica: |g(x,t)| < C(|t|P~! + 1), para algum 2 < p < 2*, onde C é
uma constante positiva. Eles obtiveram via métodos variacionais a existéncia de uma solugdo positiva, uma solugdo
negativa e uma solugdo mudando de sinal para o problema (3).

Por sua vez, Liang et al. (2013) via o argumento do grau topolégico e métodos variacionais obtiveram a existéncia

de solugdes positivas para o problema:
{ —(a+bllul®)du =1f(xu), x€Q, @
u=0, x €90,

onde O ¢ RN ¢ um dominio limitado suave, N =1,2ou3,a,b >0, coma+b >0, T é um paradmetro positivo e
f(x,t) é uma fungdo continua que é assintoticamente linear em zero e assintoticamente 3—linear no infinito, com
relagdo a f.

Destacamos também, o importante trabalho de Li et al. (2002), que através do Principio Variacional de Ekeland e
do Teorema do Passo da Montanha, provaram a existéncia e multiplicidade de solugdes positivas para a seguinte
classe de problemas eliticos:

{ —Au = h(x)ul + f(xu), x€Q, ®)

0<ueW,”Q),

onde QO ¢ RN ¢ um dominio limitado suave, N > 1,0 < g<1,helL®(Q), h(x) #0, eafungdo f(x,s) contempla

os casos de crescimento assintoticamente linear e superlinear com relacao a varidvel s no infinito e o caso linear em s.

Mencionamos ainda o trabalho de Corréa e Figueiredo (2006) o qual obteve resultados de existéncia de solugoes
para o problema

{ —IM(ul|)]PrApu = f(xu) + Alul*"2u, x€Q, ©

u=20, x € 90},

onde O ¢ RN é um dominio limitado suave, 1 < p<N,s>p*, A >0,e Me f(x,t) satisfazem certas propriedades.
Recentemente Guo e Nie (2015) obtiveram, sob certas condigdes, resultados de existéncia de infinitas solugdes para a
seguinte equacao

— (a+Dl[ul|P)P 7 Apu+ AV () [ulP~2u = f(xu), %
u € WWP(RN),
pz
ondep>2,N < p—1' a > 0,b > 0 sdo constantes, A é um pardmetro e V(x) é uma fungdo potencial.

Citamos ainda dentre outros, os trabalhos de Alves et al. (2005), Dai (2009), Dai e Liu (2009), Dai e Wei (2010),
Alves et al. (2010), Miotto (2010), Cammaroto e Vilasi (2011), Colasuonno e Pucci (2011),Sun e Tang (2011), Pei (2012),
Huang et al. (2013), Hssini et al. (2013), Ferrara et al. (2014), Miotto (2014) e Hssini et al. (2015) os quais utilizam
argumentos variacionais.

No presente trabalho, fazendo o uso de métodos variacionais, apresentamos resultados de existéncia e multiplici-
dade de solucdes fracas ndo negativas da seguinte classe de problemas do tipo Kirchhoff:
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{ = @ blul?) ™ Apu = 1)l + £ (), @

0<uew,?(Q),

onde a,b > 0 sdo constantes, Ayu = div(|Vul[P~2Vu) é o operador p—Laplaciano com p > 1, Q) é um dominio

limitado suave em RY, com os expoentes 1 < g+1 < p, p < N < pp—jl e as fungoes h(x) e f(x,s) satisfazem as
seguintes hipéteses:
(h1) h € L*(Q) e h(x) > 0em Oy C O
(f1) f(x,5) € C(Q x [0,00)), f(x,0) =0;
f(x3) - f(xs)

1 = = <
(£2) Slir(r)l+ X (as)p T a, slg{}o pbp 15 B gtpxeQecom0<a<l<fB<coe

p
A = inf{ ””: sue Wyt (Q),u # 0} >0,
u
r

Sob tais condi¢des obtemos o seguinte resultado de existéncia:

Teorema 1.1. Suponhamos que as condigdes (h1), (f1) e (f2) sejam vdlidas. Entdo existe uma constante A > 0 tal que se
Ih]|eo < A, 0 problema (8) possui ao menos uma solugio uy € Wé’p(()), com uy > 0. Além disso, se h(x) > 0, entdo uq é
positiva q.t.p. em Q.

Além disso, se supormos que ¢é valida a seguinte condicdo:

(£3) Existem C,r > 0 de modo que
P?F(x,5) — f(x,5)s < CsP,

g.t.p.x € Qses>r, onde F(x,5) = fos fx,t) dt.

Entdo obtemos o seguinte resultado a respeito da multiplicidade de solucoes de (8):
Teorema 1.2. Suponhamos vdlidas as condigdes (h1),(f1), (f2), (f3) com ||h||c < A. Entdo o problema (8) admite uma
segunda solugdo nio negativa uy € W&’p(Q). Além disso, uy >0 q.t.p.em Q, se h(x) > 0.

Este artigo estd organizado da seguinte forma: na primeira se¢do, exploramos alguns resultados preliminares

para este trabalho. Na secdo seguinte, através do Principio Variacional de Ekeland justificamos o Teorema 1.1. Ainda
na referida se¢do, por meio do Teorema do Passo da Montanha faremos a demostra¢do do Teorema 1.2.

2 Resultados Preliminares

Iniciamos essa segdo apresentando algumas convengdes. Temos que o expoente critico de Sobolev é dado por
N
p*= —PP Como de costume, denotaremos a norma do espago de Lebesgue L"(Q2) por

Jully = [ ul dx, se1 <7 < oo,
|1l = esssup |ul.
o

Definimos o espago de Sobolev Wg’p (Q) como sendo o fecho de C°(Q)) em WP(Q), com respeito a norma

1/p
Jull = (/ |Vu|de) .
O

Dizemos que u € Wé 7(Q)) é uma solugao fraca para o problema (8), se u satisfaz a equagio

(a+b||u||”)p71/0|Vu|p*2Vqu) dxz/Qh(x)|u|q*1u(p dx—i—/nf(x,qu)(p dx,

para toda fungdo ¢ € CX(Q)), onde uy = max{0,u}.

A ideia principal dos métodos variacionais é relacionar a existéncia de solucdo de uma equagdo a existéncia de um
ponto critico de um funcional associado a equagdo. Associamos entdo, ao problema (8) o funcional I : W& P(Q) — R,
definido por
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1 1
- p\P _ q+1 _
10 = g @ blul’) = =g [ nGolul™! dx | o) dx,

onde F(x,t) = fotf(x,s) ds.
Através das hipoteses (h1), (f1) e (f2), mostra-se que I € Cl(WS’p (Q),R) e apresenta derivada I'(u) em cada
ue Wg’p(ﬂ) dada por

(Iwyg) = @+blul) ™ [ [Vl 2VuVodx— [ n(x)lu"tugdx— [ flxui)g dx,

para cada ¢ € C*(Q)). Como por defini¢do temos que u € Wé’p(ﬂ) é um ponto critico do funcional I caso I'(u) =0

em (Wg”[J (Q))*, temos que os pontos criticos de I sdo solugdes fracas de (8).
Abaixo, citamos alguns fatos relevantes para o estudo do problema (8).

Observagido 2.1. (i) Consideremos ¢ € R. Uma sequéncia (u,) C W&’p(Q) tal que I(uy) = c+o0(1) e I'(uy) = 0(1) em

W, L ,(Q) é dita ser uma sequéncia (PS). para o funcional 1. Se qualquer sequéncia (PS). para o funcional 1, possui uma
subsequéncia convergente, entiio dizemos que I satisfaz a condigdo (PS) de nivel c.

(ii) Se (uy) é uma sequéncia (PS). limitada para o funcional 1, entdo (uy, ) também é sequéncia (PS). para o funcional 1.
Com efeito, sendo (uy,) uma sequéncia (PS). para o funcional I, entdo para cada ¢ € CX(Q))

(I'(un), @) = o(1),

Tomando ¢ = u,_ na igualdade acima, decorre que
(@ + [ |P)P [P = /Qf(x/um)un_ dx = o(1),

e usando o fato de que /Of(x,um)um dx = 0, obtemos que

[ || = o(1).
Logo,
1
Iup) = Iun, ) = W[(WF [unllP)P = (& + [lun, |[P)?
= o(1).
Por sua vez, como (uy) é limitada e ||uy,|| = ||un, || +0(1), temos toda ¢ € CZ(Q))

< I'(un) = I'(un, ), >
[(a+bllun|[P)P~" = (a+bllun, [|P)P7]

></Q|Vun+|7’_2Vun+Vq)dx+(a+b||un||7’)p_l/0|Vun7|7’_2Vun7Vq)dx
= 0(1)1

donde seque que (1, ) também é uma sequéncia (PS). para o funcional 1.

A seguir, aprentamos uma condi¢do para a validade da condicdo (PS) em um certo nivel c.

Lema 2.1. Suponhamos vdlidas as condigdes (h1), (f1) e (f2) e que (u,) C W&’p(Q) é uma sequéncia (PS). limitada para

o funcional 1. Entdo (u,) possui uma subsequéncia convergente em Wé’p (Q).

Demonstragdo: Seja (u,) uma sequencia (PS). limitada para o funcional I, com u, > 0. Entdo, passando a uma
subsequeéncia se necessario, podemos supor que

[unllP = co,
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e queexiste 0 <u € Wg’p(()), de modo que u; — u em W&’p(Q). Pelas condigdes (h1), (f1) e (f2), as imersdes de
Sobolev e o Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

/Qf(x,un)u dx = /Qf(x,u)u dx+o(1), 9)

/Qf(x,un)un dx = /Qf(x,u)u dx+o(1), (10)

/Qh(x)|un\‘7_lunu dx:/ﬂh(x)|un|‘7+1 dx +o(1)
:/ h(x)|u] dx + o(1). (11)
o)
Assim, se considerarmos
cn = < I'(up)uy > —l—/Qh(x)|un|q+1 dx—l—/ﬂf(x,un)u dx— < I'(uy),u >
—/Qh(x)|un\’7*1unu dx—/Qf(x,un)u dx,

segue das relagdes (9), (10), (11) e do fato que (u,) é sequencia (PS). para o funcional I, que ¢, = o(1). Por outro
lado,

en = (a+bl|ug||P)P! /Q Vit P2V it (it — Vut) dx.
Agora pelo fato que ||u,||P — co e uy, — u em Wé’p (Q)), segue que
(a+b||un||7")”_1/0 VP 2Vu(Vit, — Vi) dx = o(1).
Assim,pelas rela¢ées acima, sendo < -,- > o produto interno euclidiano em RN, temos que
(a+ bljuy||P)P~1 /Q < | Vu [P 2Vuy — |VulP72Vu,Vu, — Vu > dx = o(1). (12)

Agora usando o fato que existe C = C(p) > 0 de modo que para todo x,y € RN, temosse p >2o0ul < p <2
respectivamente que,
< [P = |ylPPyy —y >= Clx—yl?,

x —y[?

< x| — Ry —y >> YD
ey (x| + )27

obtemos por ||u,||P — ¢q e a relagdo (12) que existe C > 0 onde
(a+bch)P1Cllun — u||P = o(1),

donde segue que u,; — u em Wé’p(Q), o que finaliza a justificativa.
O

Enunciamos agora dois resultados cldssicos da teoria dos pontos criticos, a saber, o Principio Variacional de
Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha. Comegamos pelo Principio Variacional de Ekeland, cuja demonstragdo
pode ser encontrada em de Figueiredo (1989).

Teorema 2.1 (Principio Variacional de Ekeland). Seja (X,d) um espago métrico completo e ¢ : X — R U {co} um
funcional de classe C! e limitado inferiormente. Entdo se

i LU S

existe uma sequéncia (uy,) em X satisfazendo a condigio (PS)..
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O préximo resultado é o Teorema do Passo da Montanha que pode ser encontrado em Schechter (1991).

Teorema 2.2 (Teorema do Passo da Montanha). Seja X um espago de Banach real e ¢ : X — R um funcional de classe
C! satisfazendo:

max{¢(0),¢(v)} <x <v < Hiﬂf o(u),
ul||=r
para algum r > 0 e v € X com ||v|| > r. Entdo, existe uma sequéncia (u,) em X satisfazendo a condigio (PS)., onde ¢ > v
pode ser caracterizado por
= inf o(t)),

¢ = Inf max P(o(t))

onde
I'={ceC(]01],X);0(0) =0,0(1) = v}.

Com o objetivo de obter sequéncias (PS), para o funcional I fazendo o uso dos resultados acima mencionados,
vamos a seguir obter alguns resultados auxiliares sobre as fungdes f(x,s) e F(x,s) baseados nas condigdes (f1) e
(f2). Pela hipétese (f2), temos que dado € € (0,1), existe § > 0 tal que para s € RN (0,6) vale

flxs)
‘Al(as)r’—l al <e.
Logo, para 0 < s < 4, temos
(a —e)Ay(as)P~ < f(x,5) < (a+e)Ay(as)P~L. (13)

Por outro lado, de lim f(xs)

lim W = B, temos que existe é; > 6, de modo que 0 < J; < s, obtemos

f(x’s) _ ‘B <e
bP~1puysP* 1 ’
e por conseguinte
(B—e)bP s < flxs) < (Bl s’ . (14)

Das desigualdades (13), (14) e como f € C(Q) x [0,00)), existe C; > 0 de modo que para todo s € [0,00)
—Ces? 1 4 (B— )P Niys” 1 < F(x,5) < (a4 €)Aq1(as)P ! + Ces? (15)

Integrando em s a expressdo acima, obtemos para s > 0,

—(;ss” + plz(ﬁ - ze)b”‘lyls”2 < F(x,5) < %(oc +e)aP AP + gzspz. (16)

O préximo resultado serd essencial para garantirmos as hipéteses do Teorema do Passo da Montanha, bem como
para a demonstragdo da existéncia de uma solugédo através do Principio Variacional de Ekeland.

Lema 2.2. Suponhamos que as condigdes (h1) ,(f1) e (f2) sejam satisfeitas. Entdo existem r,y > 0e A > 0, A =
A, p,q,f,N,Q), tal que para qualquer h € L*(Q)) com |||l < A temos que

I(u) = 1(0) + 7,

para todo u € Wé’p(ﬂ), com |[ul| = r.
Além disso, existe vy € Wé’p(()) com ||vo|| > r, tal que I(vg) < I(0).

Demonstragdo: Utilizando o fato que para todo s,f € [0,00), temos
(t45)P > tF 4 5P + ptP~ls,

e a estimativa (16) e por fim as Imersdes de Sobolev, obtemos que
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W) = bllgz(a+b||u||rﬂ>r’——qi1 Wl dx— [ Py dx
@, b Il as1 L G
> bpz e 7 + T || 1P - q+1” ||q+1—(“+€)7/\1||u||p—*||u||
a”*l C la[pe
> J0)+(1—a—e)—|lul|p — — pt TN 0L, 17)
(0) + ( )p”H VPZHH qul|\||

onde C; é uma constante positiva de modo que
+1 1
lullgy < Colluf .

Devido a condi¢do (f2), como a < 1, podemos escolher ¢ > 0 tal que C; = (1 —a — s)% > 0. Sejam ainda

C
CG=—1 >0eC;= C£2>0.
q+1 Hip

Consideremos para cada t > 0 a fungdo

g() = o[ eoti™17P 4 Cat?* 7.

Como 0 < g < p — 1, temos que ¢ possui minimo global no ponto
1
r=Cyln|E ",

1
onde Cy = (%Fp—q_%pl))) P11 5 0 e entdo

P*P

g(r) = (CCIT P+ cael Py ||

Assim, existe uma constante A = A(a,w,q,p,f,N,Q) > 0 tal que se ||h]|c < A entdo g(r) < C;. Portanto, se
1] < A, segue pela desigualdade (17) que para todo u € W&’p(Q) com |[ul]] =rey=(C;—g(r))r? >0 que

I(u) > I1(0) + 7.

Resta justificar que existe vy € Wé’p(Q) de modo que ||vg|| > 1, tal que I(vg) < I(0). Para tanto, pelo fato de
B > 1 existe ¢ > 0 de modo que yy < (B — 2¢)p;. Assim pela definicdo de 1, existe 0 < v € Wg’p(Q) de modo que

2 2
loll”* < (B~ 2e)pa ol

Assim, pela desigualdade (16), segue que

g+1
I(tv) = b;17 (a+bt”||v||p)p—;ﬁ h(x)oTt! dx—/ﬂl—"(x,tv)dx
1 +1 ||h||oo g+1 2 1 -1 P
< bpz(a+b||v||”) — 7ol dx +fp—|| ollp — ¢ p—(ﬁ—e)[b’” mlloll]
<

1 _1 2 217 :
— p=lg_ p Py — g+1 —
5 (ab P+ [b (B —2¢)uqt ||v||p2} ) / h(x)v dx / F(x,tv)dx

g+1

P
1 - -1 2 p? % +1 ” ||°° q+1 Ce p 2 1 1 P?
= @ (“b 7+ [ (B~ 20)at” el ) P T Il 4 ol — 7 (B = )b el )
Portanto, pela desigualdade acima e o fato que p < p? e B — 2¢ < B — ¢, segue que
I(tv) — —o0

quando t — co. Logo, existe tp > 0 suficientemente grande, onde se vy = tyv, temos que vy € W&’p (Q) com ||vgl| > r
e tal que I(vg) < I(0).
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3 Demostrag¢ao dos resultados

Procedemos inicialmente a demonstragdo do Teorema 1.1, que nos garante a existéncia de uma solugdo para o
problema (8).
Demonstrac¢do do Teorema 1.1: Para cada R > 0 consideramos

Bp = {u e WP (Q) : [lu] < R}.

Sejam r > 0 obtido no Lema 2.2. Como B, é um conjunto fechado em (Wé’p (Q),II- ), o qual é um espago de Banach,
decorre que (By,| - ||) é também um espago métrico completo. Novamente, pelo Lema 2.2, temos existe ¥ > 0 de
modo que

I(u) > 1(0) 41, Yu € 3B,.

Ainda, note que por I ser um funcional continuo em B;, estd bem definido o valor
c1 =inf{I(u):u € B/}.
Observermos que pela definicdo de c; e a estimativa acima temos

01 <I(0) < I(0) + v < inf ¢(u). (18)
u€dB,
Dado h € L®(), consideremos v € C°(€)), onde v £ 0 e
/ h(x)oT™ dx > 0.
Q

Entdo, pela relagdo (16), considerando &€ > 0 de modo que  — & > 0, segue que

1 tq+1 1
I(tv) = W(a—kbt””v””)”— it 0h(x)v'H dx—/QF(x,tv) dx
1 tPC
< 10+ s+ boll")? - a”) = CHTL+ X Jull.

Logo, para t — 0" como g + 1 < p, obtemos I(tv) < I(0). Mas para t > 0 de modo que t||v|| < r, temos que tv € B,
o que implica pela defini¢do de ¢; que
c1 < I(tv) < 1(0).

Portanto, pela relagdo (18) e pelo Principio Variacional de Ekeland, temos que existe (u,) C B, sequéncia (PS)., para
o funcional I. Agora pelo fato que (u,) ser limitada em W&’V(Q), pela Observagdo 2.1 podemos supor que 0 < u,,.
Em virtude do Lema 2.1 existem 0 < u; € WS 7(Q) tal que, a menos de subsequéncia, u, converge fortemente para
11 em Wé’p(Q).

Assim, se 1 < g+ 1 < p, pela continuidade de I, obtemos I(u1) = ¢; < I(0), donde segue que u; > 0 e pela
continuidade da derivada I’ temos I'(u1) = 0, isto é, u; é um ponto critico do funcional I e consequentemente uma
solugdo fraca do problema (8).

Além disso, se considerarmos h(x) > 0, obtemos Apuy < 0. Logo, pelo Principio do Maximo Forte (Vazquez,
1984) existem duas possibilidades, ou 17 > 0 em ) ou u3 = 0 g.t.p. em Q. Entretanto, como I(u1) = ¢ < I(0), segue
que 11 > 0 em (), o que prova o Teorema 1.1.

Vamos agora, através do Teorema do Passo da Montanha, garantir a existéncia de uma segunda solugdo nédo
negativa, do problema (8).
Demonstra¢do do Teorema 1.2: Sejam r,7,A > 0 dados no Lema 2.2. Suponhamos que h satisfaz a condigdo (h1) e
[Ih]le < A. Aplicando o Teorema do Passo da Montanha com X = Wé’p(Q) e ¢ = I temos que para

— inf I(o(t) > 1(0) + 7,
¢ = inf max (o(t)) = 1(0) +
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existe uma sequéncia (u,) C Wé’p (Q)) tal que (u,) é uma sequéncia (PS). para o funcional I.

Devemos mostrar que (u,) é uma sequéncia convergente. Para tanto, pelo Lema 2.1, basta mostrar que (u,) é
limitada em Wé’p (Q).

Suponhamos que isso ndo ocorra, isto é, ||u,|| — oo, quando n — o e seja

Upn
Wy = —.
[t
PR 1, . A .
Claramente, wy, é limitada em W,” (Q), pois ||w,| = 1. Logo podemos supor, a menos de subsequéncia, que existe

wy € Wé’p(Q) de modo que w,;, — wy em Wé’p(Q), wy, — woem L'(Q), se 1 <r < p* ew, = wy q.t.p. em Q.

Mostremos agora que wy = 0 em (). Caso wy # 0 em ), temos que [, |wo|7’Z dx > 0. Assim, pela condigdo (f2)
e do fato que f € C(Q x [0,00)), que existe C; > 0 onde para todo s € [0,00)

br—1

F(x,s) > (1— 8)7]115’72 — Ces?. (19)
Entdo, por (uy,) ser uma sequéncia (PS). para o funcional I, por ||u,| — oo e g < p?, temos
1 1
ol) = ——(I(u +—/hx u ‘7+1dx>
) = ot (1) + 5 ol
p

1 a F(x,uy,)
() [ T g,
bp? <||un||” O [fuy P

[ FC) g [ T g0
n=e /0 Q  |lun||P p

im
ot |7* pr oo
Entdo, pela igualdade acima, a relagdo (19) e por p? > p, segue que

donde segue que

pr1 F(x, oallh
Dy [ ) ol
p n=eJa jun||P l[un PP

) pr—1 P
= Jim (1 =)= pmllwnll,

i pr—1 P2
= Jlim (1 S)Fﬂlﬂwoﬂpz-

Dessa forma, temos que

PZ
(1—e)m = ! i ”wo”pz >,
lwoll?2 — llwoll?

0 que é uma contradigdo pois ¢ > 0. Portanto wy = 0 em Q).
Segue de (f3) e do fato que f € C(Q) x [0,00)), que existe C > 0 onde para todo s € [0,00)

p?F(x,8) — f(x,5)s < CsP. (20)
Assim, como (u,,) é uma sequéncia (PS). ilimitada para o funcional I, pela relacdo (20) e g +1 < p, segue que
1
o(l) = ||un||p PZI(”n) - <I/(uﬂ)/un>
1

1 2 -
= ||un||p[5 (ﬂ+b”un||p)p_ril/oh(x”uﬂwrl dx_/()pZF(x,un+)dx_(a+b||un”p)p 1||Llan

— [ 1l dx = [ flan, . da

1 a -
W[g(ﬂ+b|\un|lp)rf 14 0(1) —/szF(x,um) — F(xtn, Vit dx]
1 —
Tl = D unll” = Cllual 1)+ (1)

> (p—1)a"1+0(1)

%

pois w, — 0 em LP(Q}). Entretanto a tltima desigualdade é uma contradigdo poisa >0e p —1 > 0.
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Portanto, (u,) é uma sequéncia limitada em Wé’p(Q). Sendo assim, pela Observagdo 2.1 podemos supor que
1, > 0 e devido o Lema 2.1 existe 0 < U € Wg’p (Q)) tal que, a menos de subsequéncia u, — U, em Wg’p(Q). Uma
vez que o funcional I € Cl(Wé’p(Q),IR), segue que I'(Up) =0e I(Uy) = ¢ > I(0) > I(U;), onde U; é a solugdo de
(8) obtida no Teorema 1.1. Logo, U, ¢é solugdo fraca ndo negativa do problema (8), distinta da solucéo Uj.

Caso h(x) > 0, da mesma forma que na demonstracdo do Teorema 1.1 obtemos A,U < 0 e assim, pelo Principio
do Méximo Forte de (Vazquez, 1984), U, > 0 g.t.p. em (), 0 que conclui a demonstragéo.

O
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