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Resumo

O presente artigo aborda e descreve as duas fases iniciais previstas por um design de investigacdo nominado de Engenharia Diddtica — ED.
Dessa forma, tendo em vista um interesse declarado pelo ensino de Andlise Complexa — AC, o trabalho enfatiza os elementos que detém o
potencial de consubstanciar as duas etapas iniciais de uma ED, nominadas por andlises preliminares e andlise a priori, com énfase na
descrigdo e concepgio de apenas duas situacbes-problema. Assim, tendo em vista a extensa tradigdo da vertente francesa de pesquisa em
Diddtica da Matemdtica, elege ainda a Teoria das Situagbes Diddticas — TSD, em cardter de complementaridade, afim de assegurar o possivel
controle da mediacdo diddtica, bem como o cardter preditivo de um aparato tedrico-conceitual para a pesquisa, estruturado para o ensino de
AC, reproduttvel e replicdvel numa eventual situacdo empirica de aplicacio no locus académico.

Palavras-chave: Engenharia Diddtica, Ensino de Andlise Complexa, Pesquisa, Tecnologia, Visualizagdo.

Abstract

This article discusses and describes the two initial phases provided by a nominated research design of Didactical Engineering — DE. Thus, in
view of an interest declared by the teachhing of Complex Analysis — CA, the work emphasizes the elements that hold the potential to
constitute the two initial stages of an DE, nomitaded by preliminary and a priori analysis, with emphasis on description and conception of
only two problems situations. So, in view of the long heritage of the French tradition in Didactics of Mathematics, also elects the Theory of
Didactical Situations — TSD, in complementary character in other to ensure the reasonable control of the didactic mediation, as well as the
predictive character of a theorical and conceptual framework for the research, structured for teaching of CA, reproductible and repeatable in
any empirical situation of application in academic locus.
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1 Introducao

A vertente da pesquisa em Didatica da
Matematica, indubitavelmente, atingiu um
patamar de solidificacdo e robustez do seu
aparato técnico-tedrico-conceptual, a partir de
uma trajetdria e tradicdo académica visivelmente
distinguida e que se sobressai desde os anos 80.

Originada na Franca (DOUADY, 1995),
divisamos um grande periodo de efervescéncia
cientifica entre as décadas de 80 e 90. E, de modo
simplificado, podemos apontar duas motivagoes
que concorreram para a mobilizacdo e a sinergia
entre varios especialistas franceses, a saber: a
necessidade de melhor conhecimento do
aprendiz em situagao-didatica envolvendo os
conhecimentos cientificos matematicos;
melhor conhecimento das relagdes entre ensino e

aprendizagem em Matematica.

um

Assim, de modo inconteste, depreendemos
que tal vertente, proporcionou a génese de
quadros de referéncia tedrica a partir de um
campo epistémico intimamente proximo ao da
Matematica. Adquiriu sistematizacdo e ganho
conceitual, a ponto de proporcionar um retorno
ao saber matematico, contextualizado e
localizado, além de permitir um entendimento
das interacdes sujeitos
(professor, alunos), um meio (milieau), bem como
conhecimento determinado/situado, em
muitos casos, de modo institucional.

Por outro lado, diante de um extenso
repertério de implicagdes para a pesquisa, no
presente escrito, restringir-nos-emos ao
problema da modelizagdo tedrica de situagdes-
didaticas tendo em vista o ensino e a
aprendizagem de alguns conceitos cientificos no

entre epistémicos

um

locus académico. Em outras palavras, no presente
escrito, nos deteremos as potencialidades
teoricas (ALVES, 2014a) de uso da Engenharia
Didatica — ED, tendo em vista a modelizagao e
replicacao de duas situagdes didaticas, no ambito
do ensino e a aprendizagem de certos contetidos
da Analise Complexa - (AC).

O interesse expresso na que
declaramos no paragrafo anterior se justifica, na
medida em que, embora reconhe¢camos a sinergia
de especialistas, de
conhecimento, com o intuito de envidar esforcos
no sentido de superar ou, pelo menos, suavizar
determinados entraves ao entendimento dos

tematica

varias areas do

aprendizes. Por outro lado, registramos praticas

académicas indefectiveis, que tendem a priorizar
o viés algoritmico abstracionista e estruturalista

da Matematica, sobretudo, no ambiente
académico.
In primo impetu, na préxima secdo,

indicaremos alguns elementos que devem nos
auxiliar na demarcacdo do campo de interesse da
nossa proposta ED, bem como suas implicagoes
para a investigagdo e entendimento de alguns
fendmenos

originados no ensino e na

aprendizagem de conceitos cientificos.

2 A constituicio de um campo de
investigacao

Em sua constitui¢ao historica, divisamos forte
influéncia da perspectiva piagetiana, no sentido
de objetivarmos situagcdes de ensino e, nelas,
desenvolver analise pormenorizada do sujeito
em situagdo de aprendizagem. Dessa forma,
vislumbramos um “melhor aperfeicoamento
conceptual que adquire proeminéncia na medida
em que o sujeito age sobre o real” (ROBINET,
1983, p. 1).

O quadro de constituicdo epistémica da
vertente ED ou, atualmente designado como um

design de investigacdo (ARTIGUE, 2009),
apresentou um extenso repertorio de influéncias,
dentre elas, J. Piaget (1896 - 1980),

consubstanciadas a partir da sinergia de equipes
organizadas de pesquisadores na
sobretudo nas décadas de 80 e 90.

En passant, podemos mencionar ainda os
trabalhos de G. Barchelard (1884 - 1962),
originalmente perspectivados no ambito da
Fisica, nao obstante, adaptados ao caso do
conhecimento matematico (ROBINET, 1983, p.
4). De
epistemoldgica

Francga,

modo fundamental, a heranca

barchelariana!  proporciona
considerar o erro como algo revelador de
concepgOes espontaneas e/ou mal adaptadas dos
aprendizes em situagdo de aprendizagem.

Em outros estudos, divisamos preocupacdes
atinentes a apropriacdo, por parte de um grupo
de estudantes, do saber matematico. Robinet
(1983, p. 6) distingue que “varios especialistas do
ensino fazem referéncia sobre a construcao de
um determinado conhecimento matematico,

1 Conforme Artigue (1989, p. 6), a nogao de obstaculo foi
introduzida por Gaston Barchelard, em 1938. Apenas em
1976, a perspectiva de Bachelard foi adaptada por Guy.
Brousseau, para o caso do saber matematico.
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todavia, Brousseau (1986b, p 43) estipulou que,
para uma sequéncia de situacdes didaticas,
tenhamos “maior possibilidade de organizar,
para os estudantes uma génese artificial dos
conceitos”.

Laborde (1997, p. 99) acentua que “as duas
primeiras teorias desenvolvidas na Franca em
Didatica da Matematica giraram em torno do
binémio situagao-sujeito”. A autora assinala que
seus fundamentos foram declarados
trabalhos de Vegnaud (1991) e Brousseau
(1986b). Nao obstante, assumiremos nosso maior

nos

interesse pelo segundo autor, embora a adogao
pode proporcionar
visdo/perspectiva de complementaridade e,
consequentemente, melhor precisao na defini¢do
de um objeto de interesse investigativo.

das duas teorias uma

Antes de prosseguirmos, cabe assinalar o
pensamento de Brousseau (1986a, p. 67), quando
explica que:

O conhecimento nao é organizado como uma
resposta adaptavel, adequada, econémica e pessoal
em certas situagdes-problemas, ele é constituido de
cultura de toda sorte, responsavel em assegurar
sua validade e, sua utilidade futura, ndo permite
ao estudante outra alternativa, sendo a alternativa
de aderir ao mesmo.

Ora, depreendemos das consideragdes do
autor que o sujeito nao dispde de uma resposta
adequada, pronta e automatica para um extenso
repertério de situagdes de aprendizagem. Em
muitos casos, tendo em vista o ambiente e os
obstdculos, que determinam uma cultura
matemadtica particular, o sujeito aprende se
adaptando.

Margolinas (2004, p. 4)
comentarios esclarecedores sobre a defini¢ao de

desenvolve

um campo de investigacao e no que diz respeito
ao surgimento de um novo paradigma que
evoluiu com a contribuicdo de varios trabalhos,
observando ainda que:

Este paradigma surgiu da Matematica e, assim, nos
interessam apenas os resultados envolvendo o
contexto da Matematica, e ndo garantimos
nenhuma passagem a outras
(MARGOLINAS, 2004, p. 4).

disciplinas.

De inicio, Margolinas (2004, p. 5) acentua
certo tom de critica ao mencionar que:

Todo mundo ou quase todo mundo parece saber e
possuir algo a dizer sobre o ensino: os psicélogos,
pois se trata de aprendizagem, os socidlogos, pois
a escola é uma institui¢do social, os matematicos,
visto que, trata-se de aprender matematica. E os
parentes, pois trata-se da educacdo de suas
criangas.

O que se observa é que um discurso, embora
fundamentado em seus campos epistémicos
precisos de formacao original, ndo estao mais sob
controle, quando tratamos em aplica-los aos
processos de transmissdao/mediacdo de um saber
cientifico, como no caso do saber matematico.

Num sentido contrario, no bojo das reflexdes
indicado por Margolinas (1995), se inserem os
pressupostos da ED, posto que se enquadram
como decorréncia de evolucdo da pesquisa em
Didatica da Matematica, cujos fundamentos e
pressupostos convergiram, tendo como escopo
explicar (ensino/aprendizagem)
relacionados de modo intrinseco com o saber

fenOmenos

matematico.

De modo prosaico, podemos resumir uma
ED, como uma sistematica de experimentacao
em sala de aula, por meio das seguintes etapas:
analises  preliminares, anadlise 4
experimentacdo, andlise a posteriori e, por fim, a

priori,

validacdo. Laborde (1997, p. 103), por exemplo,
descreve-as como: concepgdo, realizagdo,
observacdo e analise de uma sequéncia de
ensino.

Ademais, a ED nao se caracteriza apenas
como uma inovagao e, sim, “assume um estatuto
de método, na medida em que sua concepgao
visa um conjunto de cendrios possiveis de
variaveis globais e locais dependentes”. E, ainda,
se mostra relevante “o valor pelo qual tais
variaveis sao fixadas pelo pesquisador em
funcao dos efeitos esperados diante da conduta
dos estudantes e a gestao da classe” (LABORDE,
1997, p. 104).

Laborde comenta que um dos aspectos
importantes do método caracteristico de uma
ED, diz respeito a confrontacao dos dados da
analise a priori e a analise a posteriori e,
acentuamos, que o termo a priori nao referéncia
posigao
gerenciamento de dados que ainda independem
da experiéncia ou de uma realizagdo local de
uma sequéncia didatica estruturada.

Laborde (1997, p. 104) indica trés categorias
de interesse em tais estudos produzidos,

uma temporal  mas, sim, 0
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sobretudo, no final dos anos 80 para o inicio dos
anos 90, a saber: a dimensdo epistemologica, a
dimensdo cognitiva e a dimensdo didatica. A
adquire
natural, tendo em vista que, a vigilancia do
pesquisador no que concerne aos contetdos
matematicos de uma sequéncia de ensino e de
que modo pode atuar/modificar sua transmissao.

primeira  dimensao proeminéncia

A dimensao cognitiva € constatada por
“alguns trabalhos que procedem uma analise
fina das concepgdes preliminares dos aprendizes
antes da aplicacdo de uma sequéncia”’, o que
pode ocorrer de modo interno (ao cabo das
primeiras situagdes relativamente as quais os
estudantes sdo confrontados), ou de modo
externo (a partir da comparagao e apreciagao de
outras investigacdes que fornecem dados sobre
concepgOes possiveis dos sujeitos).

Por fim, a dimensdo didatica é marcada por
um interesse do expert pelos contratos didaticos
(CHEVALLARD, 1991) locais instituidos em sala
de aula, ou ao longo do tempo, adquirindo
das explicacdes
proferidas pelo pesquisador, tendo em vista suas
escolhas de variaveis didaticas locais e globais.

Laborde (1997) chama aten¢do de algumas
confusdes recorrentes e que exigem maior
atencdo. Com efeito, a etapa de validacdo interna,
originada no método da ED, se mostra
condicionada na confrontagdo dados
(confrontacdo e validacdo das hipdteses de

proeminéncia ao longo

dos

trabalho) que a teoria supde e prediz do ensino e
da aprendizagem, com o dados empiricos.

Artigue (1996, p. 263) comenta que dados
empiricos podem ser colhidos pelo uso de
metodologias externas, isto é, obtidos por meio
de: questiondrios, entrevistas individuais ou em
grupos pequenos, que podem ser realizados a
qualquer tempo do ensino ou ao final da
sequéncia planejada pelos estudiosos.

O momento conseguinte, envolvendo a
confrontagdo entre a analise a priori e a posteriori
se mostra delicado, uma vez que, Artigue (1996,
p- 264) declara que “tal confrontagdo pode
produzir distor¢des” e tem sido registrado na
literatura especializada. Em alguns trabalhos, o
pesquisador opta por realizar determinadas
modificacdes na ED, todavia, conduzem a um
distanciamento de uma real etapa de validagao.

Os pressupostos de uma ED se mostram
intimamente vinculados com um quadro de

referéncias metodologicas. Nesse sentido,

Artigue (1996, p. 265) comenta que:
A engenharia didatica coloca problemas de
natureza nova, pois, de um lado, a realizacado
experimental supde, ele mesma, uma espécie de
transmissao em direcao aos aprendizes, que devem
ser os atores e, por outro lado, como quadro de
metodologias externas, nao podemos importar
facilmente o ‘sentido’ de reprodugdao de outros
campos cientificos especificos.

E, pouco mais adiante, no contexto das
discussoes envolvendo preocupagdes em torno
da reprodutibilidade de situagdes didaticas e sua
obsolescéncia, com influéncia do pensamento de
Brousseau, Artigue indica as seguintes hipdteses
de reprodugao no processo de modelizacdao de
situagdes: seu aperfeicoamento, ao menos, local;
a obsolescéncia das situa¢des didaticas de ensino.

Laborde (1997, p. 105) evidencia um elemento
imprescindivel ao decurso de uma ED, quando
analisa o relato de uma pesquisa que pode ser
entendido como uma agao intencional em que:

O autor fornece ao leitor uma narra¢ao comentada
do desenvolvimento, estruturado pelo tempo
(cronologicamente) ou pelos temas escolhidos de
analise. Em ambos os casos, o leitor se apropria das
“lunetas” do autor, com excecdo de passagens
transcritas pelo autor da croénica, para um

expediente de analise critica.

E, sublinhamos, no bojo das preocupagdes do
pesquisador com as respectivas produgdes do
estudantes sdo previstas, num estudo, uma
validagdo interna da sequéncia didatica, bem como
uma validagdo externa. A primeira envolve “uma
descrigao genérica da classe ou das condutas e
tipos de producdo majoritarias na classe, estudo
de sua evolugdo e verificacdo de sua adequagao
no que concerne ao esperado dos estudantes”
(LABORDE, 1997, p. 105).

Laborde (1997, p. 105) explica que a validagio
comparagao das
producdes dos estudantes antes ou ao longo da

externa envolvendo uma
sequéncia, ou ainda apoOs experimentacdo em
sala, o que pode ocorrer por meio de entrevistas
individuais ou em grupo, bem como por meio de
questionarios. E, também, por meio da
comparacao de producdes externas, envolvendo
outros alunos nao submetidos a mesma
sequéncia estruturada de ensino.

Apresentamos nossas consideragdes finais

sobre as fases da ED, recordando que
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A fase de experimentagio ¢ o momento de se
colocar em funcionamento todo o dispositivo
construido, corrigindo-o quando as analises locais
do desenvolvimento experimental identificam essa
necessidade, o que implica um retorno a analise a
priori, um processo de
(ALMOULOUD, 2007, p. 177).

complementacao”

Ademais, tendo em vista a etapa subsequente,
devemos permanecer atentos aos elementos de
uma analise a posteriori, tendo em vista que a
mesma consiste de “uma se¢do e o conjunto de
resultados que se pode tirar da exploracao dos
dados recolhidos melhoria dos
conhecimentos didaticos que se tém sobre as
condi¢des da transmissdo do saber em jogo”
(ALMOULOUD, 2007, p. 177). Nao obstante, nao
ensejamos realizar todas as etapas de uma ED.

para a

Assim, restringir-nos-emos ao
discussao teorica para a proposi¢ao de uma ED.
Para concluir a presente se¢ao, acentuaremos
as consideracdes de Artigue (1996, p. 259), que se
enquadram num momento de andlise a priori e
envolvem elementos de predicdo e controle de
um campo de comportamento possiveis, bem
como os comportamentos esperados dos
estudantes. Para tanto, Artigue formula as
seguintes questdes: (i) qual o problema que cada
aluno manifesta na solu¢do de um problema? (ii)
o problema pode ser explicitado em termos da
teoria em jogo? (iii) que saberes sao suficientes
para que o aluno consiga compreender a tarefa?
(iv) qual o controle possivel do estudante na
situagao? (v) existem multiplas fases na situagao?
que as questOes
necessitam ser readaptadas, tendo em vista
nosso objeto matematico de interesse. Nao
obstante, nosso ambito de ac¢do, do ponto de
vista do corpus matematico analisado, leva em

campo de

Certamente anteriores

considera¢cado um momento de transi¢do ou
passagem, no que concerne aos conceitos da
Analise Complexa — AC.

Outras
dificuldades
aprendizagem de conceitos cientificos do Calculo
em uma varidvel que tendem a reaparecer no
estudo, depois de algum tempo, do Célculo em
varias varidveis. Tal fendmeno adquiriu o nome
de Transicdo Interna do Cadlculo - TINC (ALVES,
2011; 2014a; 2014b; ALVES; BORGES NETO &
ALVES DIAS, 2012). Ademais, outro fenOmeno
de transi¢do pode proporcionar e determinar a

investigacdes  tém  acentuado

recorrentes no ensino e

exigéncia de novas habilidades dos estudantes
de Matematica, quando consideramos a transigao
da variavel real para a varidvel complexa,
chamada na literatura de Transicio Complexa do
Calculo - TCC (ALVES, 2015a).

Vale recordar ainda uma tradi¢ao de estudos
académicos interessados no periodo de transicao
da escola para o contexto académico (TALL,
1991; 1997; BALACHEFF & GAUDIN, 2002) que
assinalam um cenario de exigéncias e
habilidades e  formulagbes  matematicas
inusitadas demandadas aos estudantes.

Todavia, nosso interesse se restringe ao
ambiente académico. Posto isso, no préximo
segmento, descreveremos alguns elementos de
ordem matematico-epistemoldgica e, com uma
perspectiva de interesse na mediacdo didatica,
que ndo desconsidera o0s pressupostos da
vertente da didatica francesa, abordaremos
algumas trajetérias tedricas de sua exploragao
em sala de aula, atribuindo maior énfase nas
analises preliminares e analise a priori de nossa
proposta tedrica.

3 Sobre o ensino de Analise
Complexa

Como mencionamos na se¢ao anterior, temos
registrado trabalhos académicos que relatam os
entraves no contexto da transicao do contexto
de ensino escolar para o académico. Por outro
lado, em outras investigacdes, deparamos o
interesse, ainda correlato ao problema da
transicao de estudos, todavia, no interior de um
determinado corpus tedrico (ALVES, 2011).

limf(x) =L = limf(z) =L

limf(x) = f(a) :>‘limfl‘(z) = f_(a +1b)
lim f(.‘-'if — f(a) = lim f(Z) _f(a + Eb)
T—5a xr—a T—rat+ib x_(a_|_ Ib)

[[fwa= [ fz)dz

Figura 1 - Descricao das mudangas simbdlicas
num sistema particular de representagdo do
Calculo e sua transicdo para a variavel
complexa. Fonte: Elaboracao do autor

De modo mais visivel, a simbolizagdo
(BROUSSEAU, 1986, p. 67), que indicamos logo
em seguida, poderd revelar, de imediato, as
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modificagdes e novas exigéncias conceituais e
de cunho abstracionista, que passam a ser
consideradas no recente universo de estudos
dos alunos (ver figura 1).

Grosso modo, no bojo das consideragdes da
Transigdo Complexa do Cdlculo (— TCC), do ponto
de vista das variaveis consideradas, mudamos
da variavel real para a variavel complexa. Isto é,
podemos indicar tal transi¢do, simbolicamente,

transi¢do
por x=x+i0 = z=x+iy.

Por outro lado, mudangas drasticas podem
ser vislumbradas no que diz respeito ao viés
topoldgico. Por exemplo, Needham constata que
“a habilidade de z correr de modo livre no
plano desencadeia em nés um grau de liberdade
que  permaneceu
prolongadamente quando nos restringimos a
andlise  dos
comportamento numa prisao unidimensional.”
(NEEDHAM, 2000, p. 377).

Esse autor explora um expediente que busca
enfatizar a visualizagdo como componente
catalizador de um entendimento tacito e inicial.
De fato, Needham (2000, p. 66) se apoia em
termos metafdricos para explicar a manifestagao
grafico-geométrica de singularidades isoladas.
Num caso especifico, quando se refere a fungao

h(z) = 1+1

visual dormente  tdo

nuameros reais em seu

racional menciona que as

2
z
manifestagdes das singularidades nos pontos
z=%i “pelo
aparecimento de vulcOes em erupgdo sobre os
pontos” (ver figura 2).

As perspectivas de Needham (2000), Wegert
(2012) e de Polya & Latta (1979) se distinguem,
na medida em que deparamos um ensino
académico do Calculo e de Analise, que torna
hegemonica a aplicagdo de praticas obsoletas e
indefectiveis, que buscam enfatizar o carater
estruturante dos fundamentos da Analise, mas,
que, na verdade, sao consequéncia de um “erro
pedagdgico” (AVILA, 2002, p. 85), o qual, exige
nossa vigilancia.

No que consideragdes
formuladas por Needham (2000), assinalamos
as possibilidades de recurso a visualizagao,
como componente capaz de impulsionar um
entendimento tacito e inicial do aprendiz,
todavia, estudos especializados (ALVES;
BORGES NETO & ALVES DIAS, 2012; ALVES
& BORGES NETO, 2012) indicam que o proprio

sao visualmente percebidas,

concerne  as

sistema de representagdo simbdlico de um ramo
em Matematica,
entraves/obstaculos ao entendimento grafico-

proporciona
geométrico, desconsideremos as
possibilidades de exploragao da tecnologia
atual (ALVES, 2014b) no ensino universitario.

caso

real imaginary

Figura 2 - Visualizacdo de “vulcdes” que
designam um sentido/significado metaférico
para a nogao de singularidades de fungdes, na
perspectiva de Needham (2000, p. 66)

Assim, diante dos elementos que carecem
maior atengao, por parte dos pesquisadores,
indicamos a seguinte problematica: tendo em
vista o contexto do TCC, que proporciona uma
série de novas exigéncias aos aprendizes, que
elementos detém a capacidade de evitar ou, pelo
menos, suavizar, concepgdes indesejaveis na
aprendizagem dos conceitos da AC?

Cabe  distinguirmos  concepgoes
consideramos desejaveis e outras que admitimos

que

atuarem no sentido contrario de
aprendizagem. Para tanto, nos apoiaremos nas
categorias formuladas na tese de Alves (2011),
nominadas por elementos de transigio e elementos

de ruptura. De modo prosaico, um elemento de

uma

transicdo que deparamos no Calculo em uma
variavel real, podera ser identificado ainda num
contexto ulterior, de aprendizagem do Calculo
em varias variaveis, bem como, no contexto da
AC. Certamente, em dependéncia de uma
mediacdo didatica planejada e eficaz do
professor. Possivelmente, o exemplo classico
instado por Alves diz respeito a regra de
L'Hospital. De fato, os estudantes dedicam um
considerdvel tempo de estudo da referida regra,

com o intuito de se livrarem de simbologias
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+o0 O
x 0 0

como: +00—o00,—,—, 0", 00",0-00,07, etc.,
+oo 0

conquanto que, quando consultamos o0s

compéndios especializados de Calculo em varias
variaveis, registramos o seu desaparecimento
(elemento de ruptura).

Pouco mais adiante, no contexto da AC, os
estudantes reencontram passados varios anos de
estudos académicos, a mesma regra que, em
muitos casos, permite o estudante se livrar de
limites, de modo automatico, sem a necessidade
de envolver um expediente maior de
bastando
automatico, o processo de derivacao das fungdes
em jogo. Dessa forma, Alves (2011, p. 234) indica
que a regra de L'Hospital constitui um elemento
de ruptura. Por exemplo, os estudantes deparam

) ) .t 07 O .
que simbologias do tipo 0’0 0" que nao
adquirem mais sentido pratico e matematico no
contexto da AC (ALVES, 2014b). .

Mas, desde que adotamos uma perspectiva
afetada pela ED, seguindo as etapas indicadas

investigacao, aplicar, de modo

por Almouloud (2007, p. 172 — 173), elegemos as
seguintes hipoteses de investigagao: (a) tendo em
vista um sistema representacional intrincado e
complexo, o0s estudantes conseguem um
entendimento visual de certas nog¢des apenas
com arrimo da tecnologia; (b) determinadas
habilidades ou exigidos no
ambito da variavel real tendem a ser empregadas
ou, pelo menos, readaptadas no caso da variavel

conhecimentos

complexa (atuam como elementos de transigao);
(c) determinadas propriedades validas no ambito
da variavel real podem ser invalidadas ou nao
tendem a se manifestar no caso da variavel
complexa (identificacdo de elementos de ruptura,
e entraves a aprendizagem).

Nao perseguiremos aqui
constatacdo com base em dados empiricos.
Todavia, na fase subsequente, identificaremos
problemas de ensino e de aprendizagem
vinculados aos contetidos de AC. E, com base e
amparo em tal
questdes da investigacao, tendo como referéncias
as hipoteses anteriores apontadas e que detém a
possibilidade de serem investigadas de modo
empirico (confirmadas, refutadas, substituidas
ou reformuladas).

Dois elementos devem ser evidenciados na
etapa seguinte, de acordo com Almouloud (2007,

efetuar sua

sistematica, delinearemos

p- 172), a saber: (i) estudo da organizacao
matematica; (i) analise didatica do objeto
matematico escolhido.

4 Analises preliminares

De modo standard, e como mencionamos nas
secOes anteriores, o componente do estudo
epistemoldgico desempenha papel visceral,
logo nas etapas iniciais de uma incursao
investigativa com amparo na ED. Dessa forma,
do ponto de vista evolutivo, assinalamos o
processo de sistematizacdo e elevado estdgio
estrutural alcancado pela nogao de fungdo
(BOTTAZZINI & GRAY, 2013; GRAY, 2015).

Bottazzini (1986, p. 7) assinala como
recorrentemente  indicado na  literatura
cientifica, = o  pensamento  bourbakiano

influenciou na descri¢do/formulacdo da nogado
de fungao por meio da linguagem conjuntista.
Bottazzini (1986, p. 9) comenta que:

O termo ‘fun¢ao’ surgiu, pela primeira vez, num
manuscrito de Leibniz, entre 1692 e 1694, porém,
nesses anos de discussdo acerca da nog¢do de
fungdo e os simbolos empregados para sua
representa¢do (as caracteristicas, na terminologia
de Leibniz), surgem nas correspondéncias entre
Leibniz e Johann Bernoulli I (1667 — 1748). Por
exemplo, numa carta enviada em setembro de

1694, a integral In (z+ €OMO uma série formal
2 3 52

infinita _Z_@_Fz_d ”l_”.em que o
2'dz 3! dz?

termo ‘n’” designa uma quantidade indeterminada.

Nos trabalhos de Euler, Bottazzini (1986, p.
12) constata que, na defini¢do de fungdo, a
variavel pode assumir qualquer valor, inclusive,
os valores imagindrios. Em 1770, Euler nao
forneceu uma defini¢io formal para termos
imaginarios, todavia, desenvolveu com maestria,
métodos para sua manipulagao.

Bottazzini (1986, p. 12) explica que:

Varidvel complexa tem seu primeiro surgimento
oficial num volume I, da obra de Euler, na
introdugdo, em que Euler demonstra o teorema da
fatorizagado polinomial em C, relatando sua
decomposigao em fatores lineares.
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Uma contribuicao relevante envolveu sua
formulagdo na definicao da fung¢do (multivalor)
logaritmo e exponencial complexa.

De fato, Bottazzini (1986, p. 12) comenta que
“Euler exp(z),
z =x+iy € C e a sua inversa 10g(Z) que
definiu logo depois, entretanto, para valores
estritamente positivos”. Mas, sua definicao da
exponencial complexa, permitiu a descri¢ao das
férmulas

definiu a fungao para

celebradas e invariavelmente
discutidas nos compéndios atuais (CECILIA &

BERNADEZ, 2008; PAP, 1999; SOARES, 2014;

SHOKRANIAN,  2011), designadas  por
eiz —iz iz —iz )
cos(z) = e sen(z)= YEL assim
I
como a forma complexa de

e =cos(t)+isen(t), para Vt € IR.

Desde que, nas situagdes subsequentes,
desenvolveremos também nosso interesse pelo
processo de integracdo complexa, recordamos
os trabalhos precursores de Augustin Louis
Cauchy (1789 - 1857). Com efeito, Ferguson
(1958, p. 1) comenta que “em 1825, Cauchy
estava habil para estabelecer um teorema que,
ao longo do tempo, demonstrou constituir o
fundamento de iniimeras pesquisas na teoria da
variavel complexa.”

Ferguson (1958, p. 1) enuncia o seguinte
teorema: seja f wuma fungio analitica na
definida regiao R
simplesmente conexa. Sendo a fun¢ao e sua
derivada continuas numa regido R e tomando
qualquer contorno fechado 7 na

teremos If(z)dz - O.
14

variavel Z, numa

regiao,

Ferguson assinala o carater de impecavel
rigor dedicado por Cauchy na demonstragao do
fato anterior, todavia, bastante laborioso. Como
consequéncias, outros resultados e formulagoes
edificio
matematico, como os resultados extraidos por
Bernhard Riemann (1826 - 1866), em 1851 e,
também, por Edouard Goursat (1858 — 1936),
em 1883. E, embora Cauchy forneceu os
fundamentos, apenas Riemann produziu as

adquirem  representatividade no

condi¢des necessarias e suficientes para a
validez do teorema ha pouco mencionado.

Dai, seguindo as consequéncias dos
resultados de Riemann, os estudiosos do
trabalho de Goursat estabelecem, em 1900, que

o teorema de Cauchy é também valido, sem a
hipdtese da continuidade da fungao derivada.

Imediatamente, no ambito da discussao dos
matematicos contemporaneos a Goursat, surgiu
uma especulacdo sobre as possibilidades de
reciproca do mesmo teorema. Assim, Giacinto
Morera (1856 — 1909), em 1902, demonstrou o
resultado que envolveu a reciproca do teorema
anterior, com determinadas modificacoes das
hipdteses, e envolve a produgao das condigdes
de analiticidade de uma fun¢do na variavel
complexa.

Fergunson (1958, p. 3) comenta que “o
sucesso do teorema de Morera e de Goursat
proporcionaram o direcionamento da atencao
para o teorema de Riemann, desconsiderando a
continuidade das

fungdes u, (X, y),u, (X, ),v,(X,¥),V,(X,¥)". E,
logo em seguida, os trabalhos de Paul Montel
(1876 — 1975) foram devotados a busca do
mesmo resultado, que nao fora alcangado, até
que, em 1923, H. Looman, forneceu parcial
solugao para o problema.

Fergunson (1958, p. 3) acrescenta que,
“desde que a solugdo de Looman nao se
mostrou completa, os esfor¢os de D. Menchoff,
publicado em 1931, foram necessarios diante

derivadas parciais das

das corre¢des dos trabalhos de Looman”.

Desse modo, o teorema resultante, parte
devido a H. Looman, e parte devido ao
matematico Menchoff, recebeu atencdo do
matematico S. Sacks, que em 1933, ofereceu a
comunidade cientifica a formulac¢do do teorema
que recebeu o nome de ambos os matematicos,

ou seja, o teorema de Looman-Menchoff
(ARSOVE, 1954; GRAY & MORRIS, 1978;
SOARES, 2014).

Para concluir esta pequena digressao de
ordem historica, imprescindivel nas analises
prévias de uma ED (ALMOULOUD, 2007, p.
172), recordamos as explicacoes de Medvedev
(1991, p. 22), ao mencionar que:

Embora pouco visiveis os resultados de topologia
na teoria das funcdes na varidvel complexa,
apenas com o estabelecimento das teorias das
fungdes de variavel real e a teoria dos conjuntos,
do ponto de vista topologico, é que tais
disciplinas adquiriram forma.

Ora, as indicag¢Oes anteriores de Ferguson e
Medvedev proporcionam um entendimento
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acerca da estrutura matematica evolutiva do
conceito investigado (ALMOULOUD, 2007, p.
132).

Em nosso caso, optamos por restringirmos a
atencao ao conceito de diferenciabilidade e a
integracdo de fungdes na variavel complexa.
Assim, a indicagao desses dois conceitos
matematicos (ou processos) matematicos, tendo
em vista a escassez de investigacdes empiricas
(ALVES, 2014a; 2014c) sobre os dois assuntos e
a natureza epistemoldgica reconhecidamente
complexa, deverao direcionar nossas futuras
reflexdes  didatico-metodologicas  possiveis,
tendo em vista o seu ensino em sala na
academia.

4 Andlise a priori e construcdo das
situacdes-didaticas para o ensino de
AC

efeito de maior
assumiremos que situagdo-problema
envolve “a escolha de questdes abertas e/ou
fechadas numa situagdo matematizada ou menos
matematizada, vinculada a um campo de
problemas colocados em um ou varios dominios
de saber.” (ALMOULOUD, 2007, p. 174).

Vale observar que, no campo de saberes
referenciados por Almouloud (2007), é possivel,
tendo em vista o nivel elementar da Matematica,
considerar situagbes
Entretanto, em nosso caso, o modelo matematico

Para sistematizacao,

uma

“menos matematizada”.

condiciona, fortemente, todas as estratégias e as
acgdes e decisdes dos aprendizes. Essa variavel

didatica é prevista, de modo geral, por
Brousseau (1986, p. 412).
Nas  duas  situagOes-problemas  que

abordaremos na presente se¢do, assumiremos os
pressupostos e a sistematica prevista pela ED.
Ademais, tendo em vista a consideracao de uma
perspectiva  de
metodologico, assinalaremos a dialética dos
momentos de acdo, formulagdo, validacdo
(BROUSSEAU, 1986a) e a fase de
institucionalizagao (ALMOULOUD, 2007, p. 23).

Situagao-problema I: decidir o carater de
diferenciabilidade da seguinte

o ¢ —cos(zmz)-¢~~
f(z) N3

influéncia de carater

funcao

,com Zz=X4+1iy e

P =

fungado é harmonica.
Comentarios: na situagao anterior
assumiremos a importancia da exploragao da

> 0. Em seguida, concluir se tal

1+J§
2

habilidade de visualizagdo como componente
preliminar e catalizador de um raciocinio tacito e
inicial do aprendiz relacionado com a nogao de
diferenciabilidade da fungao f(z)=u(z)+1v(z).

Situagdo de agao. Logo de inicio, quando
f(z), a literatura

especializada nos informa sobre as dificuldades

lidamos com a fungédo

para sua descrigao analitica da seguinte forma
f(2) =f(x+iy) = Re(f (x,y,)) +i-Im(f(x,,)),
como mencionado por Alves (2015a).

Um entrave preliminar, quando os alunos
buscarem descrever as partes imagindria e real
da funcdo da situacdo-problema I, reside na
dificuldade em descrever a soma anterior. Sua
vantagem reside no fato do tratamento a ser
dispensado, por exemplo, as funcdes Re(f(x,y,))

e Im(f(x,y,)) descritas nas varidveis reais.

Com efeito, lidamos com fungdes em duas
variaveis reais e, nesse caso, com recurso ao CAS
Maple, podemos proporcionar aos estudantes a
visualizagao de suas superficies correspondentes,

definidas no espaco IR’ (ver figura 3).

-6000

- 8000

Figura 3 - Visualizagdo/identificagdo da
superficie no espago, correspondente a parte

real da funcio Re f(z)=Re(f(x,y))
recurso ao CAS Maple

com

As relagOes e significados matematicos devem
ser depurados na etapa inicial, na medida em
que, uma linguagem compreensivel por todos
deve ser mobilizada (ALMOULOUD, 2007, p.
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38), nao obstante, nossa perspectiva de
abordagem busca a descri¢do de um cendrio que
se apoia na visualizac¢do, tendo como escopo a
producao das conjecturas preliminares e a
possibilidade de producao de algum insight
(ALVES, 2012).

Dessa forma, tendo a atengao direcionada ao
que exibimos nas figuras 3 e 4, os alunos devem
ser estimulados a readaptar e ressignificar seus
conhecimentos a cerca do Calculo em varias
variaveis, na medida em que consideram fungoes
nas variaveis reais ‘x’ e ‘y’.

Nas figuras 3 e 4, com auxilio do CAS Maple,
o expert pode instigar os estudantes, no sentido
de perceber, do ponto de vista da exploragao
visual e manipula¢do do modelo computacional,
o comportamento de suavidade da funcdo nas
proximidades lado,
langando uma atenc¢do e movimento perceptual

da origem. Por outro

que se distancia do ponto (0,0,0)e/R’,

poderdo divisar a existéncia de “morros” ou
“cristas” elevadas da superficie.

- 1000(

Figura 4 - Visualizagdo/identificagio da
superficie correspondente a parte imaginaria da
funcdo Im f(z) =Im(f(x,y)) com recurso ao

CAS Maple

Ora, Alves (2011) acentua uma significacao
metafdrica e intuitiva de no¢des do Calculo em
varias variaveis e Analise Real (ALVES, 2013;
LIMA, 2010), ensina que a existéncia de
“vulcdes”, “cristas” ou “lombadas” sugerem,
perda do
diferenciabilidade, posto que, a manutencao da

localmente, a carater de

referida propriedade sugere, do ponto de vista
local, uma sensacao de “suavidade”.

O autor assinala que, em decorréncia de uma
media¢do adequada, o papel desempenhado
por tais elementos de ordem metafdrica atuam
como elementos de transicdao. E, num sentido
contrdrio, na medida em que os compéndios de
Calculo empregam tal expediente no Calculo
em uma variavel, e desconsideram-no no
contexto de AC, reforcam elementos de ruptura
que atuam contrario ao entendimento.

Situacdo de formulagdo. Na situacao de
formulacdo, admitimos que uma estratégia foi
implementada ou, pelo menos, parcialmente
implementada. Almouloud (2007, p. 38) esclarece
que, neste momento, a troca de informacgoes e
mensagens  entre  os  aprendentes  ¢é
imprescindivel.

Ademais, o resultado do debate a dialética
“permite criar um modelo explicito que pode ser
formulado com sinais e regras comuns”. Um
entrave, que apontamos, reside na dificuldade
expressoes
analiticas que apresentamos, com recurso no
software. (ver figura 5).

em determinar as intrincadas

fe -
W =

—ﬁlll 2+ 12 sqrt(5)) " () - cos[zBy)(1/2+112
*sqt(5))" ()

3
y

Y "
N T 0
\ )
o == wnply| evale( Re( f1x+ 1)) ), (% v)):
w Lyl

J— N 4 0"

]
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s | —

(1.1

s | —

|'||— ; lf | 9

[xp)=-—y5]-¢ *° Vi
S T

B e ]
0| — 43

+cosl v ) coshlwvl e cosl vl —

£

]
5 - Visualizagdo/identificacdo da
descrigao analitica das partes real e imagindria

Figura

Analiticamente, escrevemos:
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Re(f (X,y))=—%«/§ —ex[fzﬁ]COS[y 1n( 15 j]

)

RN
+cos(7x)cosh(7y)-e [2 2 5] cos(y ln(

—sen(ﬂx)senh(ﬂy)e_x[fzﬁ]sen[y In| - j]

In(/(x3) =5 —e‘”[fzﬁjsen[y-l [1+1J§j]
5 2 2

—sen(frx)senh(ﬂy)-e

—cos(;rx)cosh(/ry) x(hﬁ]sen [ y-l [%+%\/§ j]

Indubitavelmente, exigir dos alunos o calculo
das expressOes analiticas anteriores se mostra
uma tarefa fastidiosa. Ademais, os alunos, na
fase de formulagdo, poderao mobilizar uma
estratégia que envolve determinar a derivada da

funcido f(z2)= f;g — COS(T/Zg) ¢ , que

poderé ser expressa por: f '(z)= f'(x+iy) =

logg-¢° |logd-cos(wz)-¢~ ~msen(rz)-47 |
S V5

Apontamos o Unico entrave, caso as

estratégias convirjam nessa direcdo, reside na
predilecao  dos pelo
algoritmizado do tratamento das
(ALVES, 2011) que, em certos casos, nao estimula
um real entendimento e apreensiao do
significado ou sentido das nog¢des envolvidas.
Por outro lado, com arrimo no modelo
computacional, podemos considerar a funcao
Re(f(x,y)), tomando o ponto (1,1) e encontrar
que  Re(f(1,1))=3.484. Em
avaliamos as derivadas parciais da funcao
anterior, que indicaremos na figura seguinte.
Logo em seguida, uma vez que dispomos
com origem da intrincada expressao analitica das

Re(f(x,¥), e

representam

estudantes carater

tarefas

seguida,

fungdes

Re(f(x.y)),, que

derivadas parciais em relagio a ‘X’ e 'y,
respectivamente.

indicadas por

suas

1

Lome ) eketenv)(20) B[IJU (22 B =5

diff(B(x.y),;
Tl 1 1R ‘ [ 1]
ik ln‘;—;m“e n\w /5
» 'Klﬂ‘l‘};\-‘?‘ [ ,‘1 1
-on(nr) nsh(mye conl‘ t n{y) stk ]
= \
(115
1 "T\I -1h T+:T‘,'3| f Iﬂ] l I’TH
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Figura 6 - Obtencao das derivadas parciais da
parte real da funcdo Re(f(X,y)) no quadro

analitico com recurso ao CAS Maple

Ademais, avaliamos com o software

Re(f(1,1)), =-5.702 e Re(f(x,y)), =8.014. Ora, em

consonancia com o modelo do Calculo em varias
variaveis, o plano tangente a superficie que deve

corresponder a parte real da fungado
S(2) =u(x, y)+i- v(X,y), ¢
parte parte
real imaginaria

determinado pela seguinte expressao analitica

z=3.484+5.702(x-1)-8.014(y—1) . Assinalamos

o carater fastidioso, caso o solucionador de
problemas busque desenvolver apenas o trato
analitico, sem o arrimo de um sistema
computacional algébrico.

Agora, repetimos o procedimento anterior,

considerando a parte imaginaria que indicamos
por Im(f(x,y)). Nesse
determinar o seguinte plano tangente a
z=-1.149-5.702(x-1)-8.014(y -1),
—1.149) e IR’.

Exibimos alguns angulos de visualizagao

oportunizando um maior entendimento da
presente situacdo (ver figuras 7 e 8), fato que

caso, devemos

superficie

no ponto (1,1,

proporciona um ambiente de investigacdo e o
debate cientifico entre os aprendentes.
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2=3484500x-1)-8014)-1) j
Plano Tangente

Plano Tangente

Figura 7 - Visualizagdo de um plano tangente
(na cor amarela) a superficie determinada pela

funcdo Re(f(X,y)), no ponto (1,1,3.484).

Fonte: Elaboracao do autor

Figura 8 - Visualizagdo de um plano tangente
(na cor amarela) a superficie determinada pela

funcio Re(f(X,y)), no ponto (1,1,3.484).

Fonte: Elaborac¢ao do autor

Ora, com origem no cenario de aprendizagem
envolvendo as figuras 3, 4, 5, 6, 7 e 8, de modo
inexoravel, estimulamos os estudantes, na fase
dialética atual, na mobilizagdo de conhecimentos
tacitos que, com origem no modelo geométrico
do Calculo em uma variavel real comunica que
informagao segundo a qual, uma funcdo que
admite uma reta tangente, num ponto do seu
grafico, goza da propriedade da
diferenciabilidade ou derivabilidade, no caso de
uma variavel real (do ponto de vista local).

Depois de algum, no estudo do Calculo em
varias variaveis, os estudantes aprendem que
uma funcdo, nas variaveis reais ‘X’ e ‘y’, que
admite, localmente,
determinado pela

um plano

equacao
2=z +fx(xo,y0)(x—xo)+fy(X0,y0)(y—y0)
, goza da propriedade da diferenciabilidade,
desde que suas derivadas parciais sejam
continuas no referido ponto considerado.

Dessa forma, o carater de diferenciabilidade
da fungdo f(z) =u(x,y)+1 Vv(X,y), podera ser

tangente,
analitica

significado a partir da “verificacao visual”
(ALVES, 2011) dos estudantes da existéncia
agora de dois planos tangentes, correspondentes
a sua parte real e a sua parte imaginaria.
Todavia, tais informagdes podem atuar, ainda
nessa fase, em carater provisoério e, a garantia de
maijor formalismo podera ser perseguido na
proxima fase didatica (fase de validagao).

Ademais, na mesma tarefa, os aprendizes
devem perquirir a propriedade caracteristica das
fungdes harmonicas. Mais uma vez, acentuamos
que a mesma propriedade pode ser encontrada
no contexto do Calculo em varias variaveis e,
resignificado no contexto de AC. Isso posto,
identificamos um elemento capaz de atuar como
elementos de transicao.

Para tanto, com arrimo na figura 9, divisamos
as curvas de nivel determinadas pela parte real
da fungdo f(z). Enquanto que, ao lado direito,
vemos as curvas de nivel determinadas pela
parte imagindria da funcdo f(z). Os saberes

estudos
académicos anteriores devem garantir o dominio

intitucionalizados na etapa de
das propriedades relacionadas com a nocao de
curva de nivel. Shokranian (2011, p. 133)) ensina
que, no caso em que lidamos com fungdes, em
duas variaveis reais, ditas harmonicas, devemos
reparar o comportamento da interseccdo das
curvas (ver figura 10).
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Do ponto de vista analitico formal,
o’u  Ou
expressamos ~ V’u(x, y) = + :
OxOx  0OyOy

inspecao standard, no caso de fung¢des na variavel
complexa, se restringe na verificagao da condigao
anterior, relativamente as partes real e

imagindrias da fungdo f(z).

Figura 9 - Visualizagdo das curvas de nivel
determinadas pela parte real e imaginarias da
fungdo f(z) com recurso ao CAS Maple

| Vetores argonas

q ¢

Figura 10 - Os vetores determinados pelas
curvas de nivel se encontram ortogonalmente
como indica o CAS Maple

Podemos verificar, por intermédio de uma
inspecao pormenorizada, que seu encontro
ocorre de modo que, os vetores determinados
por um campo, se mostram ortogonais (ver
figura 10 ao lado direito). Tal comportamento no
quadro geométrico transmite uma propriedade
f(2)  seja
harmoénica (FLANIGAN, 1972; GONG, 2001;
SHOKRANIAN, 2011), isto ¢é, possua o

necessaria para que a fungdo

Laplaciano igual a zero. Podemos comparar,
agora, os dados da figura 11, com os dados
fornecidos pelo CAS Maple.

Figura 11 - Shokranian (2011, p. 137) transmite a
ideia geométrica relacionada com a nogdo de
fungdes que possuem o laplaciano zero

Reparemos, ainda, que no enunciado da
situacdo-problema I
responsabilidade para o estudante decidir sobre
a propriedade da diferenciabilidade (devolugio).
Posto isso, decidimos evitar as mensagens
indicativas, recorrentes nos enunciados de
tarefas que, de modo preponderante, reduzem o
papel do aprendiz ao calculo e o emprego de
algum “malabarismo algébrico” comunicado
pelo professor em momentos anteriores.

Nessa categoria de questdes e exercicios, a
instru¢do normativa de calcular e avaliar,
desconsiderando o sentido da situagdo proposta,
se transforma no fim e tinico objetivo.

Situacdo de validagdo: Nessa fase, num
contexto do “debate da certeza das assercdes”
(ALMOULOUD, 2007, p. 40), os dados
produzidos com origem nas interacdes dialéticas
dos estudantes da fase anterior, com as
informacgdes e inferéncias empregadas afim de
obter a certeza das relagdes estabelecidas.

Todavia, salientamos que boa parte dos
argumentos anteriores se mostram apoiados no

transferimos a
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modelo do Calculo em varias variaveis, o que
estimula a readaptacao dos conhecimentos dos
estudantes e reforca, por tal via, um elemento
cognitivo de transicdo. Num sentido contrario,
quando estimulamos, de modo restrito, apenas
estratégias que encontramos em AC e os
estudantes nao distinguem sua ligagdao/vinculo
com o0s saberes apreendidos anteriormente,
reforcamos elementos de ruptura (ALVES, 2011).
Situacdo de institucionalizacao.
conhecimento matematico que o expert devera
convencionar ou fixar (ARTIGUE, 1984, p. 8),
seguindo os rituais académicos, indicando o

Ora, o

estatuto cognitivo de um novo saber, rico em
relacbes conceituais e, apontamos,
inclusive com rela¢des com a Analise Complexa.

Neste momento, de modo mais visivel, o

como

professor deve assumir o papel proeminente na
fase atual (ALMOULOUD, 2007, p. 42), uma vez
que, a determinacgao da forma e do contetido do
saber para o qual ele tenciona aderir um
determinado estatuto oficial institucionalizado.
Nessa fase dialética, o professor devera
conduzir os aprendizes na percepgdo de que a

funcio f(z)= %[(/ﬁz —cos(rz)- ¢_Z:| pertence,

na verdade, a uma classe bem mais geral de
func¢des na variavel complexa, a saber, as fungdes
que podem ser desenvolvidas em séries de
Com efeito, que

D"
(2)' =)

g“’( )
o’ Z - z' . Isto é, a funcdo f(2) ¢ na
= il

poténcias. sabemos

cos(mz) = Z

e que

verdade, uma diferenca e produto de fungodes

infinitamente  diferencidveis, na  variavel
complexa. Dai, por teorema, deverd pertencer a
classe das fungdes infinitamente diferenciaveis.
Outrossim, na fase de institucionalizacdo, o
professor podera enunciar e demonstrar o
seguinte teorema: seja f(z) =u(z)+iv(z) uma
fun¢ao na variavel complexa, continua no ponto

» = (x,,7,) € IR?, cujas derivadas parciais

u, (X, y),u,(X,y), v (X, y),v
ponto e sdo continuas. Entdo, a funcdo sera
derivavel no sentido da varidvel complexa
(CECILIA & BERNADEZ, 2008; CONWAY,
1978, LINS NETO, 1993; SOARES, 2014;
SHOKRANIAN, 2011)

,(X,y) existem no

Nesse sentido, registramos as considerac¢oes
de Alves (2011), no sentido de identificar
elementos que podem atuar como entraves ao
entendimento. Todavia, com o wuso da
formulacao prevista do teorema anterior, na agao
de institucionalizacdo do saber cientifico, os
estudantes poderdo perceber uma readaptacgao
de conhecimentos estudados no ambito do
Calculo em varias variaveis, no contexto da AC.
tendo escopo a
fixagdo/determinagdo do estatuto oficial de um
saber cientifico (ALMOULOUD, 2007, p. 40), o

professor podera identificar todas as implicages

Assim, como

e relacdes conceituais surpreendentes do modelo
matematico discutido na situagdo-problema,
inclusive, as possiveis ligagdes conceituais, posto
f(z)= ¢° —cos(mz)-¢ -
J5
constitui na verdade, uma especializacdo ou
generalizacdo da Sequéncia Generalizada de

Fibonacci - SGF (ALVES, 2015b; 2015¢).
Na situagao seguinte, tencionamos explorar

que, a funcao

apenas o quadro de representagao analitica dos

conceitos relacionados com o processo de
integragao na variavel complexa.

Situagao-problema II: decidir o
comportamento da seguinte integral
I(a) = I —gz,a >0.

0 cos*(@)+a

Comentarios: no enunciado da situagao

anterior transferimos a responsabilidade a

aprendiz a tarefa de concluir pela convergéncia
ou divergéncia da integral correspondente.

Situacao de agdo. Consideremos
¢ dz=i-"d0=izd0,

d9=“
iz
reparemos que se considerarmos o conjunto

S'={zel | |7=1} S

que
z=¢€ isto &,

Por outro

escrevemos lado,

reparemos
z=¢" =cos(0)+isen(0) e, ai,
Y = cos(—0) +isen(—0) =

escrevemos
1 i

= cos(@) —isen(0) .

Dai, veremos ainda que z+z

- =2isen(0).

O calculo anterior deve auxiliar a mudanca de

' =2co0s(0) e

zZ—Zz

variaveis na integral /(f), na medida em que

z22+1

teremos as relagdes cos(6) =
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Mas, reparemos ainda que:

do @ | B % 47*
s (O)+d’ iz [zmj RETERTIvRE
+a

2z
4zdz 4z -dz

= > = - , aonde
i|:(z2 +1) + 4a222:| i-D(2)
2
indicamos D(z) = |:(Z2 +1) +4a*- Zzi| .
Situacdo de formulacdo. De imediato, os
estudantes devem constatar a decomposigao
2
(22 —I—l) +4a’z’ =02 +22° +1+4a’2° =0 e,
portanto, escrevemos (z°)’ +(2+4a°)-z° +1=0.

Ora, resolvendo tal expressao, fazendo a

substituicigot =z° . £ +(2+4a ) t+1=0 1 =
D+4a’ +4+84* +16a" -4 B D+4a* +2a2+44d°
2 2 '

Mas, com origem no resultado anterior,

podemos depreender que D(z)=0, com as

raizes { 4,,—4,,4,,—4, }. Por outro lado, notemos
que A, =i(\/aZT—a),ﬂ2 = i(\/mea) :
Com efeito, vejamos, por exemplo, que
A’ z—(a2 +1—2am+a2).'. Al +1=
=2a\a’ +1-2a’. Logo em seguida, vemos
(A2 +1)? =8a* +4a® —8a*Na* +1. E
ainda, encontramos 4a’z* =-84" —4d* +8a3\/cm .

Ou seja,
D(A) = [(ﬂf +1) + 4a2ﬂ12:| =0

Observemos que 0< |ll| <1< |/lz| E, desde

que a>0, apenas duas raizes estdo no interior da

que

verificamos que

regizo S' = {Z ell | ”Z” = l} , escrevemos:
27 do 4zdz
1(a)= _[ 2 > = 1= .
0 cos”(O)+a S] iD(z)
zdz
Entdo, podemos escrever: = — I =
D(z)

l

4. . zdz zdz
=—'(27n){Res(D(z),ﬂ1)+R (D() ﬂlﬂ

o e 5 e 52

Mas, vemos que D(z) = [(22 +1)2 +4azzz} =
=(z-A)z+A4)Nz—=4)(z+4,) e entretanto,

apenas as rafzes A,—A, constituem podlos
simples na regido de nosso interesse. Outrossim,
vimos que D(z) =z* +2z> +1+4a’z’e, entdo
D'(z)=42" +4z+8a’z =42 +4(1+2a°)z.
Mas,

procedemos o «calculo da primeira
zdz

(zy)
D(z) ’ﬂjj 2'(z)
oA o1

expressio Res [

D'(A) 44> +4(1+2d)4 447 +4(1+2a%)
1
—4(\/412 1 —a)3 £ 4(1424%)
1 8 50

—4(2a2+1—2ax/a2+1)+4+8a2 aNa® +1

E, com origem no mesmo argumento, 0s

zdz
estudantes deverdo encontrar: Res| ——, 4, |=
D(2)
h(zo) 4 4
gz) D(h) 447 +4(1+2a),
e repetindo o expediente anterior, devemos
encontrar a mesma expressao.
Por fim, com origem na depuragao das

estratégias discutidas, os estudantes deverao,
pelo menos, se aproxima do seguinte resultado
27 d H
1(a)= _[ NN
0 cos (O)+a
zdz zdz
=87z | Res ,A4 |+Res =4
D(z) D(Z)
g, U8 1/8
a\)a +1 a\/a +1 a\/a +1
Situagao de validacdo. Almouloud (2007, p.
39) explica que “é a etapa na qual o aprendiz
deve mostrar a validade do modelo por ele
criado, submetendo a mensagem matematica
(modelo de situagdo) ao julgamento de um
interlocutor”.
Assinalamos um carater eminentemente
linear perseguido na fase anterior. Com efeito,
desde que optamos por um quadro analitico de
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exploragao dos conceitos, grosso modo, se o
sujeito compreende ou tem memorizado os
resultados fundamentais relacionados com a
Teoria do Residuo, possivelmente, agira em
situagdo, embora, defendemos posicao de que,
num momento de aplicagdo  empirica
(experimentagdo), a producdo de conjecturas
apoiadas pela visualiza¢do exige maior vigilancia
na mediagao do professor (ALVES, 2011, 2013).
Antes de descrevermos a fase dialética
seguinte, adverténcia de
Almouloud (2007, p. 40) quando menciona que
institucionalizacdo

assinalamos a

“se feita muito cedo, a

interrompe a construgdo do  significado,
impedindo uma aprendizagem adequada e
produzindo dificuldades para o professor e os
alunos”.

Situacdo de institucionalizagdo. Brousseau
(1986, p. 342) comenta que “a producdo no
ensino de conhecimento matematico demanda
um esforco de um

conhecimento em saber matematico [...]"”, Assim,

transformagao  de

ele indica que a epistemologia do professor
atuara no sentido de ndo personalizagao e nao
contextualizagdo, e que buscara eliminar os
tragos historicos que determinaram sua aparicao.

Ora, a distincdo de Brousseau é clara, no
sentido  de conhecimento
mobilizado, localizado e particular, pertencente a

pontuar um
um grupo de alunos e, gradualmente, recebera
status de maior generalidade, pois, enquadrado
corpus cujo  viés
estruturalista  se evidenciado e
distinguido na academia.

Na presente situacdo, o modelo ou teorema
que deve validar e garantir o confronto e
estabelecimento final das conjecturas
produzidas, diz respeito ao seguinte teorema.
(teorema dos residuos). Sejam
y :1 — C um caminho fechado simples e R a

num tedrico  formal,

mostra

Teorema

regido interior a y(#). Suponhamos que ¥
esteja orientada positivamente com respeito a
regido R. Seja uma funcio f:U — C uma
fun¢do holomorfa que possui um ntimero finito
de singularidades isoladas em R, digamos
2132532550052, .

Supondo ainda a seguinte condigdo

U:)R—{ZI,ZZ,Z3,...,Z”}. Entdo, teremos que

f S(2)dz = zm'i Res(f(z)dz,z,).

Tendo em vista a escolha do publico alvo, a
demonstragao do teorema anterior poderd
extrapolar os limites dos saberes cientificos a
serem exigidos dos estudantes. Desse modo,
cabe ao professor, em consonancia com as
habilidades e o dominio dos prerrequisitos do
grupo, decidir por sua demonstragdo formal em
sala de aula.

Para concluir a presente secio em que
indicamos, nos paragrafos anteriores, as duas
situagdes-problema, acentuaremos algumas
reflexdes que detém o potencial de impulsionar
ulterior investigacao no ambito do ensino de AC.

De modo preliminar, vale recordar que:

No sistema classico de ensino, o professor nao
controla o meio no qual a situagdo é apresentada,
nem os conhecimentos elaborados pelos
estudantes. Ou o aluno aprende sempre em
situagdo, e tal situagdo €  construida
deliberadamente ou ndo pelo professor. Os
exemplos, os exercicios encontrados, a ordem da
aparicao das nogdes, formam a base do meio para
a aprendizagem e, a partir da mesma, os
conhecimentos deverdao se formar, ao mesmo
tempo precisos ou errdneos, sem que o controle
total do professor seja possivel” (MARGOLINAS,
1995, p. 344).

Assumimos posicao parcialmente concorde
com Margolina (1995). Com efeito, lidamos, nas
duas situacdes passadas, com um ambiente de
investigagdo extremamente matematizado e
“situacdes construidas sdo caracteristicas do
conhecimento em jogo” (MARGOLINAS, 1995,
p- 343), ou seja, desde que optamos por
mobilizar um conhecimento relacionado com a
nocgdo de diferenciabilidade e, no segundo caso,
com a nogao do processo de integracdo na
varidvei complexa, podemos declarar que, as
caracteristica matematico-epistemoldgicas em
jogo determinam, em maior ou em menor
substancia, as estratégias validadas pelos
sujeitos.

Por outro lado, “certas demonstragdes podem
ocorrer sem a aplicacdo de uma sequéncia finita
de especificacdes que produzem seu avango.
Existe, pois, um algoritmo automatico produtor
de uma demonstracao dada” (BROUSSEAU,
1976, p. 102).

Nao obstante, em que pese o carater
intrincado e abstracionista do corpus teorico
subjacente em ambas as situa¢des abordadas, nao

podemos esperar certa automacidade de um
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algoritmo produtor de resultados precisos e
isentos de incorretudes, tendo em vista que a
exigéncia da consulta das condi¢des que
permitem sua aplicabilidade deve ser discutida
na situagao dialética de validacao.

6 Alguns elementos da analise a
posteriori

Doravante, indicaremos elementos que nao

podem ser negligenciados numa eventual
aplicacdo empirica de todo o aparato conceitual
descrito nas secgbes anteriores. Isso posto,
acentuamos que Almouloud (2007, p. 177)
adverte que a analise a posteriori ndo se constitui
como uma cronica da classe, todavia, uma
andlise feita a luz da andlise a priori, dos
fundamentos tedricos assumido, das hipdteses
de trabalho, de investigagdao e da problematica
da pesquisa. Recordamos, porém, que nossa
discussdao nao apresentara dados empiricos,
entretanto, nossa proposta de ED proporciona
antevermos determinados aspectos, de acordo
com o0s pressupostos que elegemos nas segoes
anteriores.

Nesse sentido, recordamos que Artigue (2013,
p- 10) comenta, em relagdo ao o uso da
tecnologia, que “nds perdemos nossa inocéncia,
nos compreendemos agora, de modo melhor, as
razdes de ser das dificuldades dos estudantes”.

Ora, Artigue faz um balangco do uso da
tecnologia para o ensino na universidade. Em
defendemos a modificagbes da

mediacdo do professor, tendo em vista o uso do

nosso caso,

CAS Maple. E, no bojo das varidveis micro-

didaticas, acentuamos que, determinadas
estratégias dos estudantes, caracterizadas pela
producao de conjecturas preliminares, deverdo
requerer andlises cognitivas, com o arrimo de
teorias de base cognitivistas, como, por exemplo,
as formulagdes propostas por Duval (1995) ou
Vergnaud (1981).

Ademais, tendo em vista que o objetivo de
uma analise a posteriori é “relacionar as
observagdes com os objetivos definidos a priori e
estimar a reprodutibilidade e, também, a
regularidade = dos  fendomenos  didaticos
identificados” (ALMOULOUD, 2007, p. 177),
acentuaremos alguns elementos merecedores de
atencao, para aplicacao
experimental de todo aparato erigido nas secdes
anteriores.

uma eventual

Logo, a partir de uma validacdo externa,
tomando como referéncia outros estudos
realizados e, como menciona Almouloud, com o
escopo de
determinados fendmenos didaticos, assinalamos:
(i) os sistema de representacao dos objetos
conceituais e processos matematicos em AC
podem produzir

prever a regularidade de

entraves a evolugdo das
estratégias implementadas pelos estudantes; (ii)
a desconsideracao da tecnologia pode concorrer
para a manifestacdo de elementos de ruptura
(ALVES, 2011) identificaveis nos dados
empiricos; (iii) a exploracao da tecnologia podera
concorrer para a manifestacdo de elementos de
transi¢do (ALVES, 2011) em dados empiricos,
tendo em vista a exploracao da visualizagdo; (iv)
identificar modificacdes possiveis no estudo
proposto, tendo em vista o uso de outros
softwares, em carater de complementaridade
(ALVES, 2014b); (v) as situagdes que discutimos
na segao anterior se apresentam como situacoes
didaticas (MARGOLINAS, 1995, p. 342), em
contraposicdo  das  situagbes  a-didaticas
(BROUSSEAU, 1986); (vi) a devolucio das
situagoes didaticas (MARGOLINAS, 1995, p. 342)
nado envolvem a incumbéncia dos estudantes no
que concerne ao dominio da sintaxe do CAS
Maple; (vii) para uma analise eficiente de dados
empiricos, tendo em vista a natureza do modelo
matematico discutido, indicamos teorias de base
cognitivista, que abordam a internalizacdo de
conceitos cientificos no locus académico (TALL,
1991); (viii) diante da escassez de trabalhos
académicos empiricos, a ndo ser discussdes que
permanecem num campo introdutdrio de AC
(CHAVEZ, 2014, DANENHOWER, 2000;
TIROSH & ALMOG, 1989), sugerimos comparar
com os resultados de outras pesquisa no Calculo
em Varias Variaveis, afim de efetuar a analise da
sequéncia didatica (ALMOULOUD, 2007, p. 178);
(ix) a ED permite ao professor
repertério de situagdes proprias de colocar em
cheque as representagdes falsas dos alunos [...]”
(BROUSSEAU, 1986c, p. 278).

“visar todo um

6 Consideragdes finais

No atual escrito, abordamos alguns elementos
tedricos, atinentes ao ambito de um design de
investigacdo em Didatica da Matematica, que se
enquadra na vertente francesa da pesquisa
cientifica na 4area, tendo como tema alguns
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assuntos que se inserem na Analise Complexa —
AC.

Com caracteristica marcante de uma proposta
de investigagdo em ED, ndo nos furtamos de
considerar seu campo histérico-epistemologico.
E, nesse sentido, Medvedev (1991, p. 63) acentua
que a consolidacdo da teoria das fung¢des na
variavel complexa pode ser apenas constatada e
consolidada no século XX (ver segao 4).

O episodio histérico que relatamos na fase
preliminar da ED, se torna relevante, na medida
em que adquirimos a possibilidade de
compreender os percalcos enfrentados pelos
matematicos eles, C.
Cauchy e E. Gousat, no intuito de determinar as
bases sélidas de fundamentagdo do teorema,
hodiernamente  conhecido por Loomann-
Menchoff e, nem sempre abordado nos
compéndios especializados (DEBNATH, 2015).

Sua analise permite constarmos que, nos
estagios preliminares, a investigacdo do
profissional fica a mercé das habilidades
inventivas (HADAMARD, 1945) e intuitivas do
matematico. E, tais informag¢des que se inserem
na etapa de analise epistemolédgica do contetido
(analises preliminares), e que nos influenciaram

profissionais, dentre

na descrigao, estruturacdo e previsdao das etapas
que comentamos na situacao-problema I (analise
a priori).

Em contrapartida, constatamos, na segunda
situagdo-problema, um trato eminentemente
analitico e formal. Com efeito, ao passo em que a
visualizagdo assumiu papel imprescindivel no

entendimento do carater de diferenciabilidade

f(z)=¢ —cos(zz)-¢~ /5,

vimos, ao decurso da resolucdo da integral

2 de
I(a)= j —,

0 cos’(O)+a
certas manipula¢des formais, condicionados pelo
conhecimento e dominio das defini¢bes e
teoremas, constituem condigao sine qua non para

o progresso da acdo do estudante na
investigacdo proposta. Nessas circunstancias, a

da  funcao

os conhecimentos de

atividade de producdo de conjecturas, essencial
para o engajamento na situagdo-problema II, se
mostra comprometida (ALVES, 2011).
Outrossim, do ponto de vista da atividade de
preparacdo do professor para o momento
(propomos), o
professor podera deparar um terreno mais
natural e fértil, no que concerne a exploragao dos

didatico que apresentamos

elementos formais e logicizados, fato que
prejudica a evolugao satisfatéria das situagdes de
acao e formulagao.

Na figura 11, assinalamos os elementos de
transicdo discutidos por Alves (2011), no
contexto do Calculo em varias variaveis, que
representa um prerrequisito imprescindivel para
os estudos em AC. Na figura, divisamos a ideia
geométrica, recorrentemente explorada pelos
real,
envolvendo a derivabilidade de uma funcao

livros de Calculo em wuma variavel

y=f(x), pelo fato de admitir um a reta

tangente. Nao obstante, Alves (2011) aponta um
elemento de ruptura, de ordem metodoldgica,
uma mediagao que desconsidera a readaptagao
da ideia intuitiva anterior, para o contexto do
Calculo em vdrias varidveis.

Com efeito, nesse caso, ao lado direito,
divisamos a existéncia de uma reta tangente a
superficie definida no espago, pela fungao

z=f(x,y)=10—x>—»*. E,
argumentos discutidos, podemos determinar um
plano tangente a superficie.

Ora, ao longo da situagdo-problema I,
indicamos um cenério de aprendizagem que
proporciona a ideia da diferenciabilidade, do
ponto de vista geométrico, para fungdes na

com 0os

variavel complexa. E, nesse tultimo caso, os
alunos poderdo deparar a existéncia de dois
planos tangentes (ver figuras 7 e 8). Outrossim,
exibimos na figura 12, um esquema mnemonico
de elementos que exigem uma exploragao visual,
tendo em vista evitarmos, do ponto de vista das
varidveis didaticas, certos elementos de ruptura.

Uma reta tangente & curva

Uma reta tangente a superficie

Figura 11 - Exploragdo dos elementos de
transi¢do com recurso na tecnologia (ALVES,
2011, p. 234)
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y

o

z=f(x,y) (um plano tangente)

f(2)=Re(f(2)) +ilm(f(z)

(dois planos tangentes)

f(x) (uma reta tangente)

Figura 12 - Exploracdo dos elementos de
transicdo no ensino de AC. Fonte: Elaboragao
do autor

A figura 12, pode estimular uma perspectiva
acentuada por Soares (2014, p. 34), na medida em
que acentua a importancia de vislumbrarmos
fungdes do tipo f(z)=u(z)+1v(z), na
variavel complexa, bem como a reversibilidade
de interpretagdo, por parte do aluno, quando
grafamos o simbolo, nas variaveis reais, que

indicamos £'(X,y) = (u(X, y), v(x,y)) € IR?,
perspectiva que exploramos na situacdo L
Outrossim, o que
buscamos encerrar na figura 12 traz um apelo ao
“componente heuristico” (BROUSSEAU, 1998, p.
117) que, em muitos casos, se mostra
negligenciado ou desconsiderado.

Por fim, deve constitui parte das andlise do
ensino atual de AC, uma abordagem de autores
de compéndios especializados (NEEDHAM,
2000; GREENE & KRANTZ, 2006; KRANTZ,
1990; SCHWERDTFEGER, 1979; SPIEGEL et all,
2009) que buscam envidar esfor¢os, no sentido

esquema mnemonico

de transmitir determinadas ideias intuitivas,
todavia, como apreciamos na figura 12, tais
tentativas ainda nao exploram, como poderiam
fazé-lo, as potencialidades dos softwares atuais de
Matematica.

Finalmente, a presente proposta tedrica de
uma ED, detém o potencial de aplicacdo
empirica em sala de aula, sua predicao,
reprodugdao e replicacdo, tendo em vista o
extenso repertdrio de elementos abordados e
sistematizados até aqui, com o escopo de
proporcionar o acumulo de conhecimentos
didaticos sobre o ensino de Analise Complexa.
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