Artigo Original DOI:10.5902/2179-460X20250

Ciéncia e Natura, Santa Maria v.38 n.1, 2016, Jan.- Abr. p. 264 — 272 2 e
Revista do Centro de Ciéncias Naturais e Exatas - UFSM c I E N c I A N ATU R A
ISSN impressa: 0100-8307  ISSN on-line: 2179-460X

Sobre o Decaimento Exponencial da Energia de um sistema
Termoelastico

On the Exponential Decay of the Energy of a Thermoelastic System

Débora Dalmolin ' e Marcio Violante Ferreira?

!Aluna do PPGMat/UFSM , Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria , RS, Brasil
deborasdalmolin@hotmail.com

2 Professor do Departamento de Matemdtica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria , RS, Brasil
marcio.ferreira@ufsm.br

Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia, unicidade e o comportamento assintético da solugdo de um sistema termoeldstico linear
em dimensdo um. Tal sistema é composto por uma equagio da onda acoplada com a equagio do calor e, fisicamente, modela a
agio reciproca entre as vibragdes de uma corda eldstica e a variagdo de sua temperatura. Provamos, inicialmente, a existéncia
e unicidade de solugio do sistema fazendo uso da Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares Limitados. Para a andlise do
comportamento assintdtico da solugio, utilizamos um método que consiste em perturbar adequadamente a energia do sistema e,
com isso, provamos que a energia total do sistema decai exponencialmente a zero quando t — oo.

Palavras-chave: Sistema termoeldstico, teoria de semigrupos, decaimento exponencial.

Abstract

In this paper we study the existence, uniqueness and the asymptotic behavior of the solution of a one dimensional linear
thermoelastic system. Such a system is composed of a wave equation coupled with the heat equation and, physically, model
the interaction of the vibrations of an elastic string with the variation of its temperature. We prove, first, the existence and
uniqueness of solution of the system making use of the Theory of Semigroups of Bounded Linear Operators. For the analysis of
the asymptotic behavior of the solution, we use a method consisting of a suitably perturbation to the energy of the system and,
with that, we prove that the total energy of the system decays exponentially to zero as t — oo.
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1 Introducao

Consideramos neste trabalho o sistema acoplado de
equagdes diferenciais parciais

Ut — Uxy + U'(X)”t +aby =0, (1)
O — Oxx + 5uxt =0, (2)

para0 < x < Le 0 <t < +oco, complementado pelas
condic¢des iniciais

u(x,0) = ugp(x), ur(x,0) = ug(x),
6(x,0) = 6p(x), em (0,L), 3)

e condicoes de fronteira

w(0,8) = u(L,t) = 0(0,) = (L, 1) =0, >0, (4)

onde a e § sdo constantes de acoplamento reais estri-
tamente positivas. Além disso, supde-se que o(x) €
L*(0,L), com

0<op<o(x) <oy, qs.em (0,L), (5)

onde oy e 07 sdo constantes.

Como pode ser visto em Nowacki (1962), Achenbach
(1973) e Ciarlet (1993), o sistema de equag¢des acima
modela a a¢do reciproca entre as vibragdes (deformacdes)
de uma corda elastica de comprimento L (cuja amplitude
do movimento é dada pela fungdo u(x,t)) e a variagdo
de temperatura em cada ponto da mesma em relagado
a uma temperatura referencial fixa (variacdo esta dada
pela fungdo 6(x,t)). A fungdo o(x), que aparece em (1),
representa um mecanismo de dissipacdo ("damping")
interna variavel.

A Energia Total do sistema (1)-(4) é dada por

L
E(t) = %/ <u%+u§+;92> dx
0

e um calculo direto nos dé, pelo menos formalmente,

L L
E<€’(t) = —/U(x)u%dx—ﬁ/G%deO,
dt / /30

0 que mostra que a Energia decresce com o passar do
tempo. O objetivo principal do nosso trabalho ¢, justa-
mente, mostrar que £(t) — 0 exponencialmente quando
t — +oo.

Dado o grande interesse em se enterder matematica-
mente fendmenos fisicos como o descrito pelo sistema
(1)-(4), é vasta a literatura que trata do assunto. Podemos
citar, por exemplo, o trabalho de Dafermos (1968), que
deu substanciais contribuicdes para o estudo da existén-
cia de solu¢des bem como da estabilidade assintética das
solugdes do sistema de equagdes em termoelasticidade

linear, em dimensédo trés. Para este mesmo problema,
mas supondo que a forga restauradora é proporcional
ao vetor velocidade, Pereira e Menzala (1989) provaram
que, num meio isotrépico e ndo-homogéneo, a energia
total associada ao sistema decai exponencialmente a
zero quando t — 4-co. Ressalte-se que, neste trabalho,
os autores consideraram ¢ como constante.

No caso em que se considera o sistema termoelastico
linear em dimensao um, Rivera (1992) obteve resultados
de decaimento exponencial para a energia, até terceira
ordem, do problema (1)-(4), mas sem considerar meca-
nismos de dissipacdo interna, isto é, analisou o caso em
que ¢ = 0. O resultado obtido é de extrema relevancia,
haja vista que s6 a dissipacdo térmica é suficiente para a
estabilizacdo assintética da energia. No entando, o autor
considerou dados iniciais com bem mais regularidade
do que a considerada no presente trabalho. Além disso,
a prova da existéncia e unicidade de solugdo de (1)-(4)
que apresentamos aqui difere em alguns aspectos (ferra-
mentas de andlise funcional utilizadas) da apresentada
por Rivera (1992).

A andlise matemaética do comportamento da energia
total é, obviamente, de grande interesse para outros sis-
temas de equagdes diferenciais parciais, que modelam
diferentes fendmenos fisicos. Por exemplo, utilizando
multiplicadores adequados, Ferreira e Menzala (2006)
obtiveram a estabilizagdo da solugdo de um sistema de
ondas elésticas semi-linear em dominios exteriores e, em
Ferreira e Menzala (2007), resultados andlogos para um
sistema elasto-eletromagnético ndo-linear. Obviamente
ha, nesses casos em que se considera fendmenos em do-
minios exteriores, a dificuldade adicional de se trabalhar
numa regido nao limitada do espago.

Problemas ainda mais gerais podem ser estudados,
como aqueles em que se consideram mecanismos de
dissipagdo na fronteira ou mesmo dissipagdo localizada,
isto é, atuando apenas numa parte do dominio. Os
resultados que apresentamos neste trabalho sdo um ca-
minho para tratar estes casos e outros ainda mais gerais
como, por exemplo, o problema néo-linear associado ao
modelo (1)-(4).

Nosso trabalho esté estruturado da seguinte forma:
utilizando a teoria de semigrupos de operadores lineares
provamos, na proxima secdo, a existéncia e unicidade de
solucéo de (1)-(4). Na Secédo 3, utilizando um funcional
adequado para perturbar a energia do sistema, prova-
mos que a mesma decai exponencialmente no tempo.
As conclusoes e as referéncias encerram o texto.

2 Existéncia e unicidade de solucao

Inicialmente, faremos uma breve apresentagao dos
espacgos funcionais utilizados ao longo deste trabalho.
Para maiores esclarecimentos sobre a notacdo e propri-
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edades utilizadas em algumas demonstracoes, pode-se
consultar Adams (1975) e Brezis (2010).

O produto interno e norma usuais no espago L?(0, L)
serdo denotados, respectivamente, por (., .) e |.|. Assim,

L
(u,0) = /uv dx, Yu,ve LZ(O,L),
0

L 2
lu| = (/u2 dx) , YuelL*0,L).

0

Como se sabe, L2(0 , L), munido do produto interno
acima, é um espacgo de Hilbert.

Usaremos a notagdo tradicional D(0,L) para o es-
paco das fungdes testes, definidas em (0,L), e D'(0,L)
para o espaco das distribuigdes. Os espagos de Sobolev
cldssicos serdo representados por H" (0, L), m um nu-
mero inteiro positivo. No subespago H}(0, L) (fecho de
D(0,L) em H'(0,L)) vale a Desigualdade de Poincaré

L L
/uzdxgco/u,zcdx.
0 0

Portanto, em Hé (0, L), considera-se o produto interno e
norma equivalentes a de H'(0, L) dados por

L
((u,0)) = /uxvx dx, Y u,vc H}(0,L)
0

Jull = (O/LZ dx)

A existéncia e unicidade de solugdo do sistema (1)-(4)
serd estabelecida via Teoria de Semigrupos de Opera-
dores Lineares. A ideia, entdo, é reescrevé-lo na forma
de um problema abstrato de primeira ordem. Para isso,
introduzimos o espago

N—

, YucH}0,L).

H =HL0,L) x L2(0,L) x L*(0, L)

que, obviamente, é um espago de Hilbert com o produto
interno

L
(11,01, 61), (112,02, 02)) ::h/klﬁ)x(uz)x dx
0

¥ /vlvz dx +/9192 dx,

com (uy,v1,61), (u2,v2,07) € H.

O sistema (1)-(2), com condigdes iniciais (3), pode ser
reescrito (via a substitui¢do v = u; na equacdo (1)) na

forma p
u
o A (6)
u(0) = Uy,

onde U(t) = (u(t),o(t),0(t)), Uy = (uo,u1,60) e A :
D(A) C H — H é o operador linear ndo-limitado com
dominio

D(A) = H%(0,L) N H(0,L) x H}(0,L)
x H*(0,L) N H}(0,
definido por
A(u,v,0) = (0, tlyy — 0(x)v — aby, —Bx + Oxx),

para todo (u,v,0) € D(A).

Observemos que ndo se pode garantir que o operador
A é dissipativo. Com efeito, se U = (u,v,0) € D(A),
entao

L L L
(AU, U), = /vxux dx+/uxxv dx — /(f(x)v2 dx
0 0 0

L L L
—tx/vé)xdx—[%/vxedx—i-/Gxedx.
0 0 0

Dai, notando que,

L L L 5
/vxux dx+/uxxv dx = /a(uxv) dx =0,
0 0 0
L L
/Udex:—/vé)xdx
0 0
L L
/exxe dx = —/ei dx,
0 0

ja que v, 0 € Hé(O, L), obtemos

L
o(x vdx+/3 )/vexdx

0
L.

—/9% dx.
0

Ainda, utilizando a Desigualdade de Young e a hip6-
tese (5), segue que

\h

(AU, U)y

L L
g—ao/vzdx—ﬁ—%(ﬁ—ocf/vzdx

0 0

(AU, U)y,
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e, portanto,
2 1 2 2 1 2
(AU W)y < ~avfof? + 5 (B~ a|Ulf; - 511612 @)

A desigualdade anterior nos leva a considerar uma
perturbacao limitada do operador A, escolhida adequa-
damente, de modo que o novo operador seja dissipativo
(conforme Pazy (1983), pg. 79). Consideremos, pois, o
operador B : D(B) C H — H, definido por

B=—(a—B)>I+A,
onde D(B) = D(A) e I é o operador identidade em .
Proposi¢do 2.1. D(B) é denso em H.

Demonstracdo Segue diretamente da cadeia de inclu-
soes

D(0,L) € H?(0,L)NH(0,L)
D(0,L) C HY(0,L) C L?(0,L),
D(0,L) € H?(0,L)NH(0,L)

e das densidades de D(0,L) em H}(0,L) e de D(0,L)
em L2(0,L). [

Proposicdo 2.2. O operador B é dissipativo, isto é,
(BU,U); <0,VU = (u,0v,0) € D(B).
Demonstragio Se U = (u,v,0) € D(B), entdo
(BU, Uy, = ((—(a— BT+ A, u)H
= —(a = p2IIUllF + (AU, U)y,
Disto, e da desigualdade (7), obtem-se
(BU, U)y < =(a = B)*[|U[5; = oolo]”
3B - w2 llUlB, ~ 51l
ou seja,

1 1
(BU,U)y, < —5 (a— BRIIUI, — cofol — 516l <0,

0 que prova o desejado. |

Proposicdo 2.3. I — BB é um operador sobrejetivo, isto é,
R(I — B) = H, onde I é o operador identidade em H.

Demonstragdo Devemos mostrar que para todo G =
(f,g h) € H, existe U = (u,v,0) € D(B) tal que

(I-B)U =G, (8)

ou seja, devemos resolver o sistema

[(a—B)P+1u—v=f
[(a—B)2+1]v—uw+o(x)o+aby =g )
(& —B)> +1] 0+ pox —bxx = I,

onde f € H}(0,L), g € L*(0,L) e h € L*(0,L) sdo
fungdes dadas.

Chamando k = [(a — B)?+ 1], sendo v = ku — f
e vy = kuy — fy, o sistema (9) se resume a encontrar
u,0 € H2(0,L) N H}(0, L) tais que
{ (kK2 + o (x)k)u — uyy + a0y = (k+0(x))f + g (10)
k6 + Bkuy — 0xx = Bfx +h,

com f € HY0,L), ¢ € L?(0,L) e h € L*(0,L) fun-
¢des dadas. Assim, resolvendo (10), obtemos a solugao
procurada (u,v,0) € D(B) do problema (9) e, conse-
quentemente, resolvemos (8).

Com o intuito de resolver o sitema (10), vamos consi-
derar o espago de Hilbert

W = H}(0,L) x H}(0, L),

a forma bilinear

a:WxW =R,
definida por
L
@ ((1,0), (9,9)) = kB [ (€ + o (x)puy dx
0

L L L
+kﬁ/uxlpx dx+kﬁo</9x1,bdx+zxk/9¢dx
0 0 0

L L

+ apk / Uy dx + o / Ox¢px dx,
0 0

e a forma linear
F: W —=R,

dada por
L L
F(9,9) = kB [ (k+0())fp dx+kp [ g dx
0 0

+oc,B/fo4>dx+oc/Lh¢dx.
0 0

Notemos que, para (u,60) € WV qualquer, temos

L

a (1,0, (,0)) = kB / (K + o (x)k)u? dx

0
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L L
+kB / 12 dx + kpa / Bt dx
0 0

L L L
+¢xk/92 dx+o<,8k/ux9dx+zx/9§ dx,
0 0 0

donde, integrando por partes e usando a hipétese (5),
obtemos

L
a((1,9), (it,0)) > kB(K: + opk) / 2 dx
0

L L L
+k,3/u,zcdx+zxk/92dx+zx/9§dx
0 0 0

L L
zkﬁ/uidxm/e,%dx,
0 0

ou seja,
a((u,0), (u,0)) > C(|[ul*+]|6]])
= Cl|(,0)| 5y,

onde C = min{kp,a}, o que mostra que a é coerciva.
Além disso, a é continua. Com efeito, gragas a hipdtese
(5) e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos, para
quaisquer (u,0), (¢, ¢) € W,

|a((,0), (,¢))| < kBU + ork) [ul[] + kBul| [
+kpall6l[[pl + ak|Ol|p] +apkul|gl +alEllll¢]
e, pela Desigualdade de Poincaré,
ja((u,6), (¥, ¢))| <
< Co ([ulll[lF+ 61l + [lllll + el
< (Ilul?+1l612)* (g l2+ Igl?)*
= Caf|(w, )l I (¥, )l -

Finalmente, observemos que, para todo (¢, ¢) € W,
vale, gragas a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(¥, ¢) < kB(k+a1)|flly] + kBl
+apllfll|¢]+ alh][g]
= kB [(k+ o)l fI+ Igll [l +a [BIfI +[R] |¢]

= C3|¢| + Calo| < Cs([92 + 9172,

de onde se obtém, utilizando a Desigualdade de Poin-
caré,

F(9,¢)| < Colll912 + 19112)2 = Col(w, #)lIw,

isto valido para todo (¢, ¢) € W, o que significa que F
¢é continua.

Mostramos, até aqui, que a forma bilinear a é con-
tinua e coerciva e a forma linear F é continua. Entdo,
pelo Teorema de Lax-Milgram (veja Brezis (2010)), existe
tnico (u,0) € W = H}(0,L) x H}(0,L) tal que

a((u,0), (¥, ) = F(,9), (11)

para todo (¢, ¢) € W. Em particular, vale a identidade
(11) para todo (¢,0), com ¢ € D(0,L). Assim, no sen-
tido das distribuices,

(K + o (x)k)u, ) + (i, x) + (s, )
= ((k+c(x)f, ) + (&),

V¢ € D(0,L) e, portanto, vale em D’(0, L) a igualdade
Uy = (K + o (x)k)u+ aby — (k+0(x))f — g

Mas u € H}(0,L), & € H}(0,L), as fungdes dadas
f € H}(0,L), g € L>(0,L) e o(x)u € L*(0,L), donde
conclui-se que uyy € LZ(O,L) e, consequentemente,
u e H*0,L)NH(O,L).

Definamos agora

v="ku—f.
Entdo v € H}(0,L) e
ku—v=f.
Além disso, como
Ku+ o (x)ku — tiyy +aby = kf +0(x)f +g,
teremos
kv 4+ 0(x)v — thyx + aby = g.

Por outro lado, vale a identidade (11) para todo (0, ¢),
com ¢ € D(0,L). Assim, no sentido das distribui¢des,

k{0, ¢) + Bk(ux, §) + (Ox, ¢x) = B{fx, P) + (L, ¢),
para toda ¢ € D(0,L) e, assim,

Ory = kb + Puix — Bfe — I,

igualdade essa no sentido de D’(0,L). Como 1,0, f €
H}(0,L) e h € L*(0,L), conclui-se que 65y € L2(0,L).
Portanto § € H*(0,L) N H}(0,L) e

k6 + Poy — Oy = h.

Em resumo, mostramos a existéncia de (u,v,0) €
D(B) satisfazendo as equagdes (9), o que encerra a de-
monstracdo da proposigéo. =

Provamos, até aqui, que B é um operador densa-
mente definido e maximal dissipativo. Segue entdo, do
Teorema de Lumer-Phillips (veja Pazy (1983)), que B é
o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes
de Classe Cj.
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Ora, como o operador (a — B)?I é linear e limitado,
podemos utilizar a Teoria da Perturbacdo de Semigrupos
(Pazy (1983), pg. 79) para garantir que o operador B +
(x — B)? = A é o gerador infinitesimal de um semigrupo
de Classe Cy. Assim, A é o gerador infinitesimal de um
semigrupo {S(t) };>o de Classe Cy e U(t) = S(t)Up é a
tnica solucdo do problema

d

Eu(t) = AU(t)
u(o) = Up.

Resta provado, pois, o seguinte resultado de existéncia

de solugdo para o problema (6) e, consequentemente,
para o sistema (1)-(4):

Teorema 2.4. Suponhamos que o satisfaz a hipotese (5). En-
tdo, para cada (ug,u1,60p) € D(A), o sistema (1)-(4) tem
uma iinica solugdo global forte (u,0) tal que
u € C([0,00); H?(0,L)NH{(0,L))N
NC'([0,00); Hy(0,L)) N C?((0,00); L*(0,L))

0 € C([0,00); H*>(0,L)NH(0,L))N
N Cl((O,oo); LZ(O,L)).

3 Comportamento assintético

Como uma apresentacdo do método a ser utilizado
para o estudo do comportamento assintético da solugdo
do sistema (1)-(4), obtida na se¢do anterior, vamos anali-
sar o comportamento da solu¢do do problema de valor
inicial e de contorno

Uy —Uxx +0(x)up =0, 0<x<Le0<t<+oo, (12)
u(x,0) = up(x), ur(x,0) =up(x), 0 <x <L, (13)
u(0,t) =u(L,t) =0, t >0, (14)
onde a fungdo o(x) € L®(0, L) satisfaz a hipotese (5),
isto €,
0<op<o(x) <oy, qs.em (0,L).

A existéncia e unicidade de solugdo para o pro-
blema acima pode ser obtida com aquele mesmo mé-
todo empregado na secdo anterior. De fato, se (ug,u1) €
H?(0,L) N H(0,L) x H}(0,L), entdo existe uma tinica
solucdo global forte u de (12)-(14) tal que

u €C([0,00), H*(0,L) N H{(0,L))N

N CY([0,00), H3(0, L)) N C?((0,00),L%(0,L)).

A Energia Total associada ao modelo (12)-(14) é dada
pela integral

1

L
E(t) = /(u%(x,t)+u§(x,t)) dx (15)
0

N

269
e um céalculo simples nos da
p L
SE() = - / ()2 (xf) dx
0
L
< —UO/u%(x,t) dx <0, (16)
0

o que significa que a energia é decrescente e o modelo
tem, pois, carater dissipativo. O préximo resultado
mostra que a energia decai exponencialmente a zero
quando t — co. A demonstracdo deste fato se baseia
num método que consiste em perturbar adequadamente
o funcional energia £(t).

Teorema 3.1. Seja E(t) a energia total do sistema (12)-(14),
definida pela identidade (15). Entdo, existem constantes
C,y > 0 tais que

E(t) <CE0)exp (—t), V> 0.

Demonstragdo Multiplicando ambos os membros da
equacdo (12) por u e integrando em (0, L) obtemos

0
L L
—/u,%dx%—/u%dx
0 0
Ponhamos
L , L
G(t) = /utu dx + 5 /a(x)u2 dx. (17)
0 0
Entdo, obviamente,
p L L
2G() = —/u,% dx+/u% dx. (18)
0 0

Agora, definimos o funcional Energia Perturbada
H(t) = E(t) + 0G(t), (19)

onde ¢ é um parametro positivo a ser fixado posterior-
mente. Levando em conta (16) e (18), vemos que

L L
%H(t) < —§/u,2c dx—(ao—é)/u% dx.
0 0

Se fixarmos J suficientemente pequeno de modo que
0 < ¢ < 0y, obteremos

d
EH(f) < —Gi&(t), (20)
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onde C; = min{24,2(cp —J)} > 0.
Mostremos agora a equivaléncia entre H(t) e E(t).
Com efeito, temos

L
0
HH) = EWO1 <6 [ [ullu] dx+ 5 [ o) ||ul dx.
0 0

Dai, utilizando a Desigualdade de Young, a Desigual-
dade de Poincaré e a hipétese (5), segue que

s L
H) - £0] <5 [utd
0

Tomando C; = max{1,Cyo(1 +0¢7)} > 0, obtemos

L
TO l—i—(fl)/ujzcdx.
0

[H(t) = E(t)] < 0CE(t)

e, portanto,

(1-0C)E(t) < H(t) < (1+0C)E(t).

Escolhendo é pequeno de modo que, além de ser 0 <
4 < oy, satistaga 1 — 6Cy > 0, conclui-se que

Ki&E(F) < H(t) < K&(¢), (21)

onde K =1—-6C, >0e Ky =1+4+6C, > 0.
De (20) e (21) chega-se a desigualdade diferencial

d C1

EH(t)f % H(t),

da qual se obtém

Combinando a desigualdade acima com a (21), conclui-
mos que

E(t) <CE(0)exp (—nt), Vt>0,
onde C = K—f ey = I%' provando assim o teorema. =
Nosso préoximo passo, objetivo central deste trabalho,
é 0 estudo do comportamento assintético do par solugdo
(u,0) do sistema (1)-(4). Algumas consideragdes e resul-
tados preliminares sdo necessarios antes da apresentagao
do principal resultado.
Multiplicando ambos os membros da equacgédo (1)
por Bu; e da equagdo (2) por af), adicionando ambas e
integrando em (0, L), obtemos

xX)u? dx

L L L
ﬁ/uttutdx—ﬁ/uxxutdx+ﬁ/a
0 0 0

+0cﬁ/9xut dx+1x/9t9dx—a/9xx9 dx
0 0 0

+o</3/uxt9 dx = 0.
0

Via integracdo por partes, chega-se facilmente a identi-

dade
dL
a 2 _
dto/<ut+u+ 9)

N =

L L

—/0 X)u? dx — %/

0 0

A expressao
L
_1 2
gt :f/ w2+ 202 dx (22)

2O B

é a Energia Total associada ao sistema. Tem-se, entdo,

L L
—/a(x)u% dx—%/e,% dx, ¥t >0, (23)
0 0

d
SE() =

0 que nos leva a concluir que a energia é decrescente.
Estamos interessados, pois, em analisar a forma que
ocorre esse decaimento. O método utilizado é aquele
empregado no inicio desta se¢do, quando se obteve o
decaimento da energia da equagdo da onda com dissipa-
¢do. Com o intuito de encontar a perturbacdo adequada
para a Energia, vamos multiplicar ambos os membros
da equacdo (1) por u e integrar em (0, L). Obtemos, com
isso,

S

L
upu dx — /uxxu dx
0

L
+ /a(x)utu dx—l—oc/Gxu dx = 0.
0

Dai, integrando-se por partes o segundo e o quarto
termos e utilizando-se as condigdes de contorno (4),
chega-se a

L
d 1
dt{/utudx—i—z/o udx}— /u dx
0
+/ufdx+oc/9uxdx.

Consideremos, entdo, o funcional

L

G(t) = /uut dx +

0

N \

L
/ u dx. (24)
0
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Vale, com isso,

L

L
%G(t) - —/u§ dx+/u% dx—i—zx/@ux dx.  (25)
0 0 0

Definimos agora a Energia Perturbada H(t) pondo
H(t) = &(t) +0G(t), (26)
onde ¢ é um pardmetro positivo a ser fixado.

Lema 3.2. Existe constante C; > 0 tal que

d

—C1g(t), Vit>0.

Demonstragdo Levando-se em conta a Desigualdade de
Poincaré e a hipédtese (5) obtemos, de (23),

o * 2
2 4 5 / 02dx. (27

Por outro lado temos, de (25), aplicando-se a Desigual-
dade de Young,

L L L
L6 < _1/ 12 dx+/u2 P /92 dx. (28)
dt - 2/ ! 2. '
0 0 0
Segue, de (27)-(28), que
p , L L
el < _ _5= _ 2
pr (1) 2(0p (5)2 O/ut dx zo/ux dx

Agora é s6 escolher § > 0 suficientemente pequeno de
modo que

2 «Bs >0 (29)

op—6>0 e Co

e fazer

Cq = min {2(00 -6),9, 2z —(Soc,B}
Co
que teremos

d
EHU) < —Ci€(t), Vt>0,

provando o desejado. ]
Lema 3.3. Existem constantes K1, K, > 0 tais que

Ki&(t) < H(t) < KE(H), V> 0.

Demonstragao De (26), utilizando a hipétese (5), a De-
sigualdade de Holder e a Desigualdade de Poincaré,
segue que

L L
H(H) — £(1)] <6 (/ ol x+ 7 [ Jul? dx)
0

0
57 57
SE/ufdx—i-(l—Hfl)E/uzdx
0 0

IN
N

L L
/uf dx+C0(1+(71)g/u§ dx
0 0

e, portanto,

N[ —

L
(1-0) /u% dx + [1— Co(1+01)d]

I\J\H

L
/u,zc dx
0

la | 17
E%/ (1—0—(5)5/14% dx
0 0
17 la f
+[1+C0(1+¢71)5}7/u32€ dx+75/92 dx.
2] 2B

Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que,
além de (29), satisfaca também

1-Co(1+01)6 >0 e 1—-6>0,

obtemos

Ki&(t) < H(t) < KE(t),

onde

K = mm{(l - Co(l +(Tl)(5) ,1— (S} >0

K, = max{(l + C0(1 +0’1)(5),1 + 5} > 0.

[

Finalmente, o préximo resultado mostra que a ener-
gia total do sistema decai exponencialmente a zero
quando t — oo.

Teorema 3.4. Seja £(t) a Energia do sistema (1)-(4), dada
pela expressio (22). Entdo existem constantes C,y > 0 tais
que

E(t) < CE(0)exp (—t), V> 0.

Demonstracdao Dos Lemas 3.2 e 3.3 sabemos que

d C
ZHO) < —Cig) <~

e, portanto,
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Dai, utilizando novamente o Lema 3.3, obtemos

K2 C1
< = -
E(t) K E(0) exp ( K t) ,

isto é,
E(t) < CE(0)exp (—1),
onde,C:%e'y:I%. L]

4 Conclusoes

A teoria de Semigrupos de Operadores Lineares
Limitados mostrou-se uma ferramenta poderosa na de-
monstracdo de existéncia e unicidade de solugdo do pro-
blema (1)-(4). Na verdade, tal teoria pode ser aplicada a
problemas muito mais gerais, incluindo os ndo-lineares.
Quanto ao comportamento assintético da solugdo, o mé-
todo empregado pode ser utilizado em problemas de
evolucdo mais gerais, com outras condi¢des de contorno.
O que se precisa, em geral, é encontar multiplicadores
mais adequados a cada situagdo considerada. Claro
estd que, dependendo do tipo de dissipagdo conside-
rada no modelo (dissipagdo localizada ou dissipacdo na
fornteira, por exemplo), o método pode requerer cal-
culos mais sofisticados. Fica, no entanto, a perspectiva
futura de abordar modelos nédo-lineares associados ao
sistema (1)-(2) bem como considerar outros mecanismos
de dissipagdo da energia.
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