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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se uma andlise de convergéncia da técnica GILTT para problemas de dispersio de
poluentes consolidando a solucdo do problema em representagio analitica. Muitos foram os avancos da técnica
GILTT ao longo dos uiltimos anos. A equagio de adveccdo-difusdo foi resolvida para os casos multidimensionais
e aplicada a diversas situacdes, principalmente na dispersio de poluentes . O teorema de Cauchy-Kowalewsky
garante a existéncia e unicidade de uma solugio analitica para a equagio de advecgdo-difusdo. Neste trabalho,
apresenta-se uma andlise de convergéncia da técnica GILTT para problemas de dispersido de poluentes.
Resultados numéricos sdo apresentados.

Palavras-chave: Solugio analitica, GILTT, andlise da convergéncia

Abstract

In this paper, we present a convergence analysis of the GILTT method for pollutant dispersion problems
consolidating the solution of the problem in analytical representation. There have been many advances in the
GILTT technique over the past few years. The advection-diffusion equation was solved for the multidimensional
case and applied to various situations, mainly in pollutant dispersion. The theorem of Cauchy-Kowalewsky
guarantees the existence and uniqueness of an analytic solution for the advection-diffusion equation. In this
paper, we present a convergence analysis for the GILTT method to pollutant dispersion problems. Numerical
results are presented.

Keywords: Analytical solution, GILTT, convergence analysis
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1 Introduction

A modelagem matematica dos processos de
dispersdao ¢ uma ferramenta indispensavel na
gestao ambiental, por ser capaz de incorporar e
extrapolar as observagdes in situ das
concentragdes de poluentes, e por permitir,
através de experimentos numeéricos, conhecer
diversas fei¢des do transporte de poluicao e
auxiliar no planejamento e gerenciamento das
atividades humanas que de alguma forma
liberam  residuos  para a  atmosfera
(Moreira;Tirabassi, 2004). Um bom modelo deve
considerar: disponibilidade e escopo do conjunto
de dados para verificagdo do mesmo;
aproximag¢do matematica e as limitagdes da
solugdo proposta; e a complexidade da andlise e
as simplificagbes nos dados que podem ser
suportadas sem que a acuracia seja perdida.

Modelos de difusao e transporte de poluentes
atmosféricos podem estar fundamentados em
técnicas mais simples e de rapida utilizagao,
como os Gaussianos, ou em algoritmos de maior
complexidade, como o0s esquemas numeéricos
baseados na teoria-K (ou do transporte por
gradiente) (Moreira et al., 2006).

Os modelos Gaussianos possuem algumas
vantagens que os fazem ser bastante utilizados,
como por exemplo, sua concordancia com dados
experimentais, seu baixo custo computacional e
sua consisténcia com a natureza aleatdria da
turbuléncia (Hanna; Briggs; Hosker Jr., 1982).
modelos a
conseguem simular com precisdo condi¢oes de

Entretanto, os Gaussianos nao
turbuléncia nao homogénea; a teoria-K, por
outro lado, mostra-se eficiente para diversas
condicOes meteorologicas, mas possui um custo
computacional mais elevado, além de assumir
riscos de erros nos calculos de advecgao.

Uma das maiores dificuldades/limitagdes no
que se refere a modelagem computacional de
processos atmosféricos € o custo computacional.
Essa demanda por vezes requer a utilizagao de
supercomputadores, poder de
processamento.

Nesse contexto, surge o desafio da elaboracao
de solugdes analiticas ou semi-analiticas para os
processos de dispersao atmosférica. Esses
métodos conseguem representar com elevado

com alto

grau de precisao tais processos, e tem a
vantagem de o fazerem a um relativamente
baixo custo computacional, o que os torna
particularmente interessantes, sobretudo para
fins praticos (Carvalho; Moreira, 2007). Desses
métodos, os principais empregados em
modelagem da dispersio atmosférica sao:
ADMM (Advection Diffusion Multilayer Model)
(Moreira et al, 2006), a GITT (Generalized

Integral Transform Technique) (Cotta and
Mikhailov, 1997), a GIADMT (Generalized
Integral =~ Advection Diffusion  Multilayer

Technique) (Costa et al., 2006), e o método
GILTT (Generalized Integral Laplace Transform
Technique) (Moreira et al, 2009). Todas essas
técnicas empregam a equagdo de advecgao-
difusio em um  referencial  Euleriano,
resolvendo-a analitica ou semianaliticamente
através de transformadas integrais. O interesse
deste trabalho é o método GILTT.

A GITT (Cotta and Mikhailov, 1997) é uma
técnica de transformagdo integral que se baseia
em expandir a funcao de varias varidveis (no
caso de dispersao atmosférica, a concentracao de
poluente) em uma série cuja base siao as
autofun¢des do problema auxiliar de Sturm-
Liouville. Este problema € selecionado de acordo
com as condicdes de fronteira do problema
original. Na expansao, aplica-se a transformacao
que propriedade de
ortogonalidade das autofuncdes. A seguir,
resolve-se numericamente o sistema de equagoes
transformadas (Wortmann, 2005).

A GILTT é considerada um avango na GITT,
no que se refere a solucdo do problema

integral, utiliza a

transformado. A ideia reside na aplicacdo da
Transformada de Laplace, juntamente com a
diagonalizacdo matricial, cujo emprego reduz
consideravelmente o custo computacional na
obtencado da solugdo. O procedimento geral para
a simulacdo da dispersao de contaminantes
segue as seguintes etapas: expansdao da
concentragao do poluente em séries associadas as
autofungdes de um problema auxiliar, a
substituicdo da expansao na equagao de
advecgao-difusdo e integracado, e a resolucao via
Transformada de Laplace da  matriz
correspondente  ao sistema de equagdes
diferenciais ordindrias para, entdao, obter a
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solugdo do problema inicial (Moreira et al., 2009).
Algumas particularidades e vantagens da GILTT
foram salientadas por Wortmann (2005): ndo ha
necessidade de discretizagdo do dominio e nao
ha restri¢des ao coeficiente de difusao turbulenta
ou ao perfil vertical do vento.

Muitos foram os avangos da técnica GILTT ao
longo dos dltimos anos. A equagdo de advecgao-
difusdo foi resolvida para os casos
multidimensionais e aplicada a diversas
situagOes, principalmente na dispersao de
poluentes (Moreira et al, 2009; Buske et al,
2012). O teorema de Cauchy-Kowalewsky
garante a existéncia e unicidade de uma solugao
analitica para a equagdo de advecgao-difusao
(Courant e Hilbert,1989). Neste trabalho,
apresenta-se uma analise de convergéncia da
técnica GILTT para problemas de dispersao de
poluentes consolidando a solugao do problema
em representagdo analitica.

2 O método GILTT

A seguir sdo mostrados os passos basicos para
a obtencao da solugao de um problema
unidimensional dependente do tempo pela
técnica da  GILTT. Para  problemas
multidimensionais, o procedimento é analogo. A
analise restringe-se ao sistema de coordenadas
cartesianas, mas pode-se aplicar a qualquer
sistema de coordenadas.

Partindo da equacdo de advecgao-difusao
unidimensional dependente do tempo:

oc(z,t) =i(K é’c(z,t)j O

Ot oz\ © Oz

para O0<z<h e ¢ > 0, sujeito as seguintes
condig¢des de contorno

oc(z,t
K. gez1) =0 emz=0 e z=h (1.a)
oz
e uma fonte com emissdo Q na altura / _:
c(z,0=06(z—H,) emt=0 (1b)

onde c¢(z,t)
poluente e h é a altura da camada limite
atmosférica. O termo difusivo na Eq. (1) é
reescrito usando a regra da cadeia. Este
procedimento foi usado por Wortmann (2005) e
permite a simplificacdo da escolha do problema
auxiliar. Entao pode-se escrever:

representa a concentracao do

oc(z,t) K 0%c(z,t)

oc(z,t)
ot o '

Oz

+K! )

O primeiro passo é expandir a variavel
c(z,1)
determinar esta base, o operador A é reescrito de
forma a se escolher um operador L associado ao
problema de Sturm-Liouville da forma:

em uma base adequada. Para se

Y (2)+ A2, (2)=0 em 0<z<h (3a)

¥ (2)=0 em z=0h (3b)

que tem uma conhecida solugao dado por
Y (z)=cos(4,z), A =nrlh
(n=0,1,2,...). O problema (3) é chamado de
problema de Sturm-Liouville regular e é a forma
geral dos chamados problemas auxiliares na
teoria da GILTT. As fungdes ¥, (z) e os valores

onde

Zn sdo conhecidos, respectivamente, como as

autofunc¢des e autovalores do operador L. Elas
formam a base para o espago onde o operador L
esta contido, ou seja, as autofungdes ¥, (z)

formam em [’[0,A] uma base completa,

enquanto os autovalores formam uma sequencia
nao-negativa ilimitada da forma:

0<A4, <A <4 <..cuja

definida da seguinte forma:

ortogonalidade €

0 m#n

1 b
\/N_m\/N_nJ‘a l//m(Z)l//n(Z)dZ={l "m=n

na qual N, é o quadrado da norma no espago

h
L*(0,h) expressapor N, :I wl(z)dz.
0

Esta base de autofuncdes sera usada para

expandir a variavel C(Z N ) da seguinte forma:
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iw,,(z)c_n(t)

e VA @)

n

Uma natural aproximacao de C(Z ,t ) é entao

uma série truncada da forma:

Nmax
v, (2)c,(?)
oz, 1) =2——, ©)
Nn
onde N max © @ ordem de truncamento da série.

Note que em (5) ¢(z,¢) é a projecio de ¢ () na
w,(z) m L(0,h).

determinar o coeficiente desconhecido ¢, (f)

base ortogonal Para

substitui-se a Eq. (5) em Eq. (2), aplica-se o

dor = [w, () '
operador T (z)az  que ¢é a
N}’l
transformacao integral propriamente dita.

Executadas todas as integragdes, o resultado é
um sistema de equagdes diferenciais ordindrias,

cuja varidvel dependente é C, (f) (problema

transformado) dada na forma matricial por:
Y()+FY(t)=0, (6)

para t>0 sujeito a condigdo inicial

Y(0)=c,(2,0), onde Y(f)é um vetor cujas
componentes saoC, () e F=B".E; B= {b }

n,m
e EZ{en m} sdo matrizes cujas entradas sao

respectivamente:

J‘ (Z) (z) dz

fonte Eq. (1.b). Nota-se que a Eq. (6) é uma
equagao matricial linear homogénea de primeira
ordem com entradas constantes. Assumindo que

F ¢é nao-defectiva, ou seja, F pode ser
diagonalizada, pode-se obter facilmente a
solugao:

Y()=XG()X'Y(0) (7)

onde X é a matriz dos autovetores, X-! é a matriz
inversa doa autovetores, Y(0) é o vetor condicOes
iniciais e G(t) é a matriz exponencial diagonal

—d,t
dos autovalores dadapor e " .

Conhecendo-se a solu¢do do problema
transformado (6) e auxiliar (3), respectivamente,
o somatdrio da Eq. (5) pode ser truncado em um
numero de termos para a determinacao do
potencial original ¢(z,f). Uma pergunta que
surge é: como garantir a convergéncia da série
dada por (5)? Na sequencia apresenta-se o teste
de Abel para a convergéncia uniforme da série.

2.1 Teste de Abel para convergéncia
uniforme

Agora se estabelece um teste para a
convergéncia uniforme de séries infinitas cujos
termos sao produtos de funcdes de certas classes.

A seguinte forma generalizada e adaptada do
teste de Abel mostra que quando os termos de
uma  série  uniformemente  convergente

T.(1)

série &

X,(z)sdao multiplicados por fungdes

monotonas e limitadas, a nova
Fica

analogia com a GILTT, uma vez que as séries

uniformemente convergente. clara a

uniformemente convergentes X,(z) fazem o
papel da solugao do problema auxiliar e as
fungdes T;(t) fazem o papel da solugao do

problema transformado.

Teorema 1. A série ZXz(Z)Z(Z) converge

I KY¥, (Z)Y/ (2)dz J‘ KY¥ (2)¥,(2)dz

i=1

\/ \/ m uniformemente com respeito as duas varidveis z e t

Cabe ressaltar que os mesmos procedimentos
acima sao realizadas para a condicgao inicial de

numa regido R do plano zt se:
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a) Asérie ZX (2) converge uniformemente
i=1
com respeirto a z para todo z tal que (z,t) estd em R e
b)  Para todo t tal que (z,t) estd em R, as funcoes
T.(t) sdo uniformemente limitadas e mondtonas com

respeitoai (i=1,2,...).

Demostracao:

Seja S, as somas parciais

S,(z.0= ) XT0. ®

A convergéncia uniforme ¢é estabelecida se
para cada &>0 existir um correspondente

interiro n,, independete de z e t, tal que
|Sm (z,0)-S, (Z,t)| < & sempre que 1>, para
todos os inteiros m =n+1,n+2,... e para todos
os pontos (zt) em R. Escrevendo s, para as
somas parciais §, = X,(z)+ X,(2)+..X (2).

Entdo para cada para de inteiros m,n com (m > n),

S, —S, pode ser escrito como:

Xn+17:t+1 + Xn+2]-;1+2 e XmT;n =
(Sn+1 - Sn )]:’l+1 + (Sn+2 - Sn+1 )T:HZ tee
(Sm - Sm—l)Tm = (Sn+1 =S, )T;H—l + )

(Sn+2 - Sn+l)]—;1+2 - (Sn+l =S, )Tn+2 e

Juntando os pares alternados fica-se com:

Sm - Sn = (Sn+1 - Sn )(T;Hl - T;HZ) +
(Sn+2 S )(Tn+2 - 7—;1+3) e
(Sm—l - Sn )(Tm—l - Tm) + (Sm - Sn )Tm

(10)

Supondo agora que as fungdes 7,(f) sdo nao
crescentes com respeito a i e limitadas. Entao os

termos 7, ,—T ,,,7,.,—T, 5 em (10) sdao ndo-

<k . Portanto, a série com

negativos e |7;(t)
respeito a X;(z) converge uniformemente. Ou

seja, um interito 7, existe tal que

&
S, (2)=s, (Z)‘ < 3 Para n>n, e para todo

inteiro positivo j, onde & ¢é algum numero

positivo e n, ¢é independente de z. Entado, se

n>n, e m>n,seguedaEq. (10) que

&

|Sm =S, <§[(Tn+l —T,.,)+

(T, _Tn+3)+"'|Tm|]:

& (11)

— (T, -T +|T |<

3k( n+l1 m | m|)

&

Portanto, |Sm (z,0)—-S,(z, t)| <& para
m>n>n_, e a convergéncia da série

ZXi(z)Z(t) estd estabelecida. A prova é
i=1
similar no caso de fungdes T7;(f) nao
decrescentes com respeito a i.

O teorema mostra que, quando 7,(f) sao

X, (z) sdo

uniformemente convergentes, a série dos termos

limitadas e monodtonas e

X,(z2)T.(t) é uniformemente convergente com

respeitoa z t.

E facil ver que o problema transformado
forma uma sequencia monoétona e limitada, uma
vez que os autovalores do problema
transformado (6) sdo positivos e o carater da
solucdo (7) é uma exponencial decrescente.

Com relagdo ao problema auxiliar tem-se que
mostrar que é uniformemente convergente. Para
isso utiliza-se o principio de Weierstrass de
acumulagdo. Para isso, restringe-se o problema a
um  conjunto de  fungdes
equicontinuas, ou seja, a fungdes f(z) na qual

Ih(mjz dz<M

admissiveis

o\ dz (12

onde M ¢ uma constante fixa no intervalo
O<z<h.

Para um conjunto de fun¢des equicontinuas o
principio de acumulagao é valido:
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Teorema de Arzela: De algum conjunto de
funcoes equicontinuas e uniformemente limitadas
num dominio arbitrdrio G, é possivel selecionar uma
sequencia de fungoes que converge uniformente para
uma fungdo limitada continua no dominio G.

Para o problema auxiliar satisfazer (12) e,
consequentemente, garantir a convergéncia
uniforme dada pelo Teorema de Arzela, propoe-
se que Eq.(5) seja modificada por:

N,

max

> o
c(z,t) =2——=

v,

ou seja, que o problema auxiliar seja dividido
pelos autovalores elevado ao quadrado.

(13)

3 Resultados

De modo a poder utilizar a solucao obtida
(Eq. 13), é necessario selecionar o perfil de vento
e o coeficiente de difusao vertical. Em problemas
de difusdo atmosférica, a escolha
parametrizagao representa
decisdo fundamental para modelar a dispersao
de poluentes. A partir de um ponto de vista
fisico, uma parametrizagdo da turbuléncia € uma
aproximagdo da natureza no sentido que os
modelos matematicos recebem uma relagdo
aproximada que substitui um  termo
desconhecido. A confiabilidade de cada modelo

de uma

turbulenta uma

depende fortemente da maneira como os
parametros sao calculados e relacionados ao
entendimento da camada limite atmosférica
(Mangia et al., 2002).

Em termos de parametros de
convectivos, o coeficiente de difusdo vertical
pode ser formulado como (Degrazia et al., 1997):

1/3 1/3
Ko ComfZ) [1-2] =
Wik h h
4z 8z
1—exp| —— [—0.0003 exp| —
{ xp[ h] "p(hﬂ

escala

onde z é a altura; & o comprimento da camada
limite atmosférica e w, é a escala de velocidade

convectiva.

Para o perfil de vento se adotou neste
trabalho o perfil potencia, de acordo com
Panofsky and Dutton (1984),

(15)

onde u, e u; sdo as velocidades medias

horizontais do vento nas alturas z e 2z,
respectivamente, e o é um expoente relacionado
com a intensidade da turbuléncia (Irwin, 1979).
Nas simulagdes foi utilizado o perfil do
coeficiente de difusdo descrito pela Eq. (14) e
perfil de (15). Os dados
micrometeorolégicos foram: h = 810m, w* =
2,2m/s, rugosidade do terreno zo = 60cm,
comprimento de Obukhov L = -56m, altura de
fonte Hs=115m, e medida do poluente em z=1m,
caracterizando um regime atmosférico instavel.
A fim de melhor observar o carater de fungao
mondtona e limitada do problema transformado,
na Tab. 1, apresentam-se os autovalores da
matriz do problema transformado (6) para

vento

N_.. =10.Na Tab. 2, apresenta-se a solugdo do

max
problema transformado para a primeira posicao
do vetor solugdo para alguns tempos.
Observando a Tab. 1, fica claro que, como os
autovalores do problema transformado sao
positivos e a solu¢dao (12) contém uma matriz
exponencial diagonal negativa dos autovalores

dependente do tempo (eid”t ), a solu¢do do
problema transformado é dada por um vetor
decrescente (monoétono) e limitado, a medida
que o tempo aumenta. Isso pode ser constatado
na Tab. 2.

Analisando a Fig. 1, pode-se perceber um
aumento do pico maximo de concentragao de
poluente para tempos pequenos. Com a
passagem do tempo a solucdo modificada (Eq.
(12)) tem o mesmo comportamento da solucdo
tradicional (Eq. (5)).
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Tabela 1: Autovalores da matriz F do problema
transformado dado pela Eq. (6).

Autova Autovalores da Autovalores da
lor matriz F matriz F
utilizando Eq. (5) utilizando Eq.
(13)
j_l 2,429047553E-001 | 2,429047124E-001
,12 1,939268785E-001 | 1,939268370E-001
23 1,320220418E-001 | 1,320219941E-001
A . 9,932098506E-002 | 9,932093926E-002
15 6,661539263E-002 | 6,661534258E-002
,16 4,569521172E-002 | 4,569516545E-002
/17 2,807151891E-002 | 2,807147444E-002
ﬂx 1,623733257E-002 | 1,623729855E-002
,19 7,838160851E-003 | 7,838140906E-003
ﬂw 2,567223169E-003 | 2,567218235E-003

Tabela 2: Solugao final do problema
transformado, dado pela Eq. (7), para a primeira
posicao do vetor para alguns tempos.

Tempo Eq. (7) Eq. (7)
utilizando (5) utilizando (13)
t=200s 1,2369982E-002 | 1,2354830732E-002
t=300s 1,2365428E-002 | 1,2354830734E-002
t=400 s 1,2362891E-002 | 1,2354830735E-002
t=500 s 1,2360974E-002 | 1,2354830737E-002
t=600 s 1,2359527E-002 | 1,2354830738E-002

4 Conclusao

Comeca-se a analise final lembrando que o
teorema de Cauchy-Kowalewsky garante a
existéncia e unicidade de uma solugido analitica
para a equagdo de advecgao-difusao (Courant e
Hilbert, 1989). Sabe-se que as solugdes analiticas
podem ser escritas de duas formas equivalentes:
solucdao expressa ou na forma integral ou com
uma formulagdo em série. Neste trabalho, focou-
se a atencdo na simulagdo da dispersao de
poluentes na atmosfera, apresentando uma
solucdo analitica com uma formulag¢do em série
da equagdo de advecgao-difusdo transiente
bidimensional pelo método GILTT. Solugdes
analiticas sdao de fundamental importancia para

na atmosfera

entender e descrever fendmenos fisicos, pois elas
todos os
parametros de um problema, de modo que suas
influéncias ~ podem confiavelmente
investigadas e  facilmente  obter-se o
comportamento assintético da solugao.

levam em conta explicitamente

ser

W
28

26 o
24 4 ™Y
22]% o

1 m_®
20 -...
18

EL ]
16| o

14 4
124

c*

0.8
06
04
02
ot

c(z,t) utilizando Eq. (5)
¢(zt) utilizando Eq. (13)

LS TR B LR FRL A |
6 7 8 9

Figura 1: Concentracao adimensional
(C* =ch/Q) de poluentes em funcio do tempo

adimensional (" =/ h).

Para compreender melhor a importancia de
pesquisar a solugdo analitica da equacdo de
advecgao-difusdo, a fim de simular a dispersao
de poluentes na CLP, deve-se procurar as
possiveis fontes de erro tanto no modelo quanto
na simulagdo numérica da concentracdao do
poluente. E necessario recordar que a equagio de
adveccdo-difusdo ¢ uma descricago matematica
dos fenomenos da dispersao de
contaminantes na CLP para a turbuléncia,

fisicos

velocidade do vento e coeficientes de difusao
turbulenta vertical. Além destas incertezas e
também da compreensao incompleta dos
fendmenos da turbuléncia, tem-se que fazer um
exame do erro inerente ao método matematico
adotado para resolver a equacao de advecgao-
difusao. Aparece aqui a relevancia da solugao
analitica. Certamente, tendo em vista o tipo de
solugao apresentada, pode-se dizer que o erro no
calculo da concentragdo do poluente por este
tipo de solugao, exceto o erro de truncamento, é
mitigado pelo carater analitico da solugao.
Consequentemente, o erro neste trabalho fica
restrito as incertezas impostas ao modelo.
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Neste trabalho, apresenta-se uma analise de
convergéncia da técnica GILTT para problemas
de dispersao de poluentes. Com o teste de Abel
foi possivel estabelecer uma garantia de
convergéncia do método modificando a base de
expansao do problema auxliar pela simples
divisao dos seus respectivos autovalores ao
quadrado. Essa modificacao foi realizada para
garantir fungdes equicontinuas e uniformemente
limitadas num dominio arbitrario através do
teorema de Arzela. Cabe ressaltar que, uma vez
que é possivel garantir e existéncia e unicidade
do problema (1) com condi¢des de contorno (1.a)
e condicdes iniciais (1.b) pelo principio do
maximo e teorema de Cauchy Kowalewski, a
garantia de convergéncia consolida a solugao do
problema em representagao analitica pela técnica
da GILTT para a solugao do problema. O foco
futuro deste trabalho baseia-se na extensao do
teorema apresentado para fungdes de vdrias
variaveis.
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