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Resumo

Neste trabalho, apresentamos a resolução da equação de advecção-difusão tridimensional estacionária, por meio da técnica
GIADMT, considerando o fechamento não-local para o fluxo turbulento, utilizando duas parametrizações diferentes para o
contragradiente, uma proposta por Cuijpers e Holtslag (1998) e a outra proposta por Roberti et al. (2004). A concentração de
poluentes é estimada e comparada com os dados observados no experimento de Copenhagen utilizando diferentes parametrizações
para o coeficiente de difusão turbulento vertical.
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Abstract

In this work, we present the resolution of the three-dimensional stationary advection-diffusion equation, through the GIADMT
technique, considering the nonlocal closure for turbulent flow, using two different parameterization for the countergradient, one
proposal by Cuijpers e Holtslag (1998) and another proposed by Roberti et al. (2004). The concentration of pollutants is estimated
and compared with the observed data in Copenhagen experiment using different parameterization for the vertical turbulent
diffusion coefficient.
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1 Introdução

A concentração de poluentes ao nível do solo pode ser
estimada através da equação de advecção-difusão, que é
obtida a partir da parametrização dos fluxos turbulentos
na equação da continuidade de massa. Para solucionar
esta equação é preciso determinar o fechamento das
equações dos fluxos turbulentos. Uma das hipóteses
mais utilizadas para resolver o fechamento da equação é
a hipótese de transporte por gradiente, ou teoria K, que
assume que a turbulência é proporcional à magnitude
do gradiente de concentração média, ou seja, os fluxos
turbulentos são dirigidos para baixo do gradiente médio:

u′c′ =− Kx
∂c
∂x

,

v′c′ =− Ky
∂c
∂y

, (1)

w′c′ =− Kz
∂c
∂z

,

onde c denota a concentração média de poluentes, u′c′,
v′c′ e w′c′ representam, respectivamente, os fluxos tur-
bulentos de contaminantes nas direções x, y e z, e Kx,
Ky e Kz são, respectivamente, os coeficientes de difusão
horizontal, lateral e vertical.

A teoria K é um método para parametrizar os efeitos
da turbulência mista com base em como os pequenos
turbilhões serão quantidades misturadas ao longo de
um gradiente local das quantidades transportadas, co-
nhecido como fechamento local.

Porém esta teoria não leva em conta o caráter não
homogêneo da turbulência da camada limite convectiva
(CLC), ou seja, quando os movimentos convectivos do-
minam o transporte e o processo difusivo. Os fluxos
de contragradiente são pensados para ser um indica-
tivo de turbilhões de escala na CLC e são chamados de
fluxos não-locais. Na parte superior da CLC o fluxo
de temperatura potencial é ao contrário do gradiente
de perfil de temperatura potencial do meio (Deardorff,
1972). O calor é transferido em grandes escalas por mo-
vimentos convectivos de turbilhões que se manisfestam
na forma de correntes de ar ascendentes e correntes de
ar descendentes. Os mesmos turbilhões também podem
transportar material para cima e para baixo na CLC inde-
pendentemente dos gradientes médios de concentração
(Arya, 1999). O gradiente de temperatura potencial do
meio e o fluxo trocam de sinal em diferentes níveis, in-
troduzindo na CLC uma certa região onde eles tem o
mesmo sinal (Deardorff, 1972).

Para considerar esse caráter no processo de dispersão
de poluentes, o fechamento da turbulência não-Fickiano
ou fechamento não-local é considerado. Deardorff (1966,
1972) propôs a inclusão de um termo de contragradiente
para descrever a difusão também nas regiões superiores

da CLC:

w′c′ = −Kz

(
∂c
∂z

− γ

)
, (2)

onde γ é o termo de contragradiente.
Neste trabalho, resolvemos a equação de advecção-

difusão tridimensional em estado estacionário, pelo mé-
todo GIADMT (Generalized Integral Advection Diffusion
Multilayer Technique) (Costa et al., 2006), considerando
o fechamento não-local da turbulência utilizando duas
diferentes parametrizações para o termo de contragra-
diente propostas por Cuijpers e Holtslag (1998) e Roberti
et al. (2004). Validamos a solução da equação através
dos dados medidos no experimento de Copenhagen
empregando diferentes coeficientes de difusão vertical.

2 Resolução via GIADMT

A equação de advecção-difusão que modela a dispersão
de poluentes na atmosfera pode ser escrita como:

u
∂c
∂x

= −∂v′c′

∂y
− ∂w′c′

∂z
+ S , (3)

onde u denota a velocidade média do vento na direção
horizontal e S é o termo fonte.

Para o termo do contragradiente usamos duas para-
metrizações diferentes. A parametrização proposta por
Cuijpers e Holtslag em 1998 (Cuijpers e Holtslag, 1998):

γ1 =
bw2

∗c
σ2

wh
, (4)

onde b é uma constante, w∗ é a velocidade escalar con-
vectiva, σw é o desvio padrão vertical da velocidade
turbulenta, h é a altura da CLC.

E a parametrização proposta por Roberti et al. em
2004 (Roberti et al., 2004):

γ2 = 0.085
qw

Ψ

(
h
z

)2/3 c
h

, (5)

onde Ψ = 0.913 é a função de dissipação adimensional
e qw é a função de estabilidade dada por:

qw = z
[
0.594h

(
1 − e−4(z/h) − 0.0003e8(z/h)

)]−1
.

Para facilitar a notação, definimos:

β1 =
bw2

∗
σ2

wh
,

e, assim, temos que:

γ1 = β1(z)c(x,y,z) ,
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de forma análoga, definimos:

β2 =
0.085

h
qw

Ψ

(
h
z

)2/3
,

assim, podemos escrever:

γ2 = β2(z)c(x,y,z) .

Substituindo as equações (1) e (2) em (3), obtemos:

u
∂c
∂x

=
∂c
∂y

(
Ky

∂c
∂y

)
+

∂c
∂z

(
Kz

∂c
∂z

)
+ Kzβα

∂c
∂z

, (6)

para 0 < z < h, 0 < y < Ly e x > 0, onde Ly é a
distância da fonte e α = 1 ou 2. A equação (6) está
sujeita as seguintes condições de contorno:

−Kz

(
∂c
∂z

− γα

)
=0 em z = 0, h , (6a)

−Ky

(
∂c
∂y

)
=0 em y = 0, Ly , (6b)

e a condição de fonte, considerando uma taxa de emissão
contínua de poluente, Q, é escrita por:

u c(0,y,z) = Qδ(z − Hs)δ(y − y0) em x = 0 , (6c)

onde δ é a função Delta de Dirac, Hs é a altura da fonte
e y0 é a posição da fonte em y.

A solução do problema (6) é obtida fazendo uso
do método GIADMT (Costa et al., 2006) que é uma
combinação dos métodos ADMM (Advection Diffusion
Multilayer Method) e GITT (Generalized Integral Transform
Technique).

Primeiramente, devemos levar em conta a dependên-
cia dos coeficientes de difusão, velocidade do vento e o
termo de contragradiente em relação a altura de variável
z. Para este efeito, através do método ADMM, discreti-
zamos a altura h da CLC em N subcamadas de forma
que no interior de cada subcamada u, Kτ e βα assumem
valores médios:

Kτn =
1

zn−1 − zn

∫ zn

zn−1

Kτ(z)dz ,

un =
1

zn−1 − zn

∫ zn

zn−1

u(z)dz ,

βαn =
1

zn−1 − zn

∫ zn

zn−1

βα(z)dz ,

para n = 1 : N e τ = x, y, z.
Consideramos também condições de continuidade

para a concentração e de fluxo de concentração nas
interfaces dadas por:

cn = cn+1 ,

e

Kzn

(
∂cn

∂z
− γαn

)
= Kzn+1

(
∂cn+1

∂z
− γαn+1

)
,

para z = zn e n = 1, 2, . . . (N − 1).
Sendo assim, o problema (6) é reformulado como

um conjunto de problemas advectivo-difusivo com parâ-
metros constantes, onde para cada subcamada genérica
temos:

un
∂cn

∂x
= Kyn

∂2cn

∂y2 + Kzn

∂2cn

∂z2 + Kzn βαn

∂cn

∂z
, (7)

com as seguintes condições de contorno:

−Kzn

(
∂cn

∂z
− γαn

)
= 0 em z = 0, h , (7a)

−Kyn

(
∂cn

∂y

)
= 0 em y = 0, Ly , (7b)

e a condição de fonte:

un cn(0,y,z) = Qδ(z − Hs)δ(y − y0) em x = 0 , (7c)

com zn−1 ≤ z ≤ zn para n = 1 : N, onde N denota
o número de subcamadas e cn denota a concentração
média na enésima subcamada.

Para resolver o problema (7), aplicamos o método
GITT na direção y. Seguindo o formalismo da GITT
começamos a expandir a variável cn(x,y,z) pela série:

cn(x,y,z) =
∞

∑
j=0

cjn(x,z)ψj(y)√
Nj

= 0, (8)

onde ψj(y) = cos(λjy) são as autofunções do problema
auxiliar de Sturm-Liouville na variável y, λj = jπ/Ly

os autovalores correspondentes e Nj =
∫

y
ψ2

j (y)dy é a

norma.
Substituindo a equação (8) em (7) e usando a pro-

priedade de ortogonalidade das autofunções chega-se
na seguinte equação:

−un
∂cjn(x,z)

∂x
− Kyn λ2

j cjn(x,z) + Kzn

∂2cjn(x,z)
∂z2 +

+Kzn βαn

∂cjn(x,z)
∂z

= 0 ,

(9)

Fazendo o mesmo procedimento na condição de con-
torno (7a) e condição de fonte (7c), obtém-se:

Kzn

(
∂cjn(x,z)

∂z
−

√
Lyγαn

)
= 0 em z = 0, h para j = 0 ,

Kzn

(
∂cjn(x,z)

∂z

)
= 0 em z = 0, h para j �= 0 ,

e

cjn(0,z) =
Qδ(z − Hs)

un

ψj(y0)√
Nj

.
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Aplicando na equação (9) a Transformada de Laplace
na variável x

(
L {cjn(x,z)} = Cjn(s,z)

)
e resolvendo a

equação diferencial ordinária resultante, obtemos:

Cjn(s,z) = Ane(Fn+Rn)z + Bne(Fn−Rn)z+

+
Qψj(y0)

2RnKzn

√
Nj

[
e(Fn−Rn)(z−Hs)+

+e(Fn+Rn)(z−Hs)

]
H(z − Hs) ,

(10)

para n = 1 . . . N − 1, onde H é a função de Heaviside e
o último termo da equação (10) é a solução particular
válida somente na região de emissão do poluente. Com

Fn =− βαn

2
,

e

Rn =

√
β2

αn + 4(uns + Kyn λ2
j )/Kzn

2
.

Para se determinar as constantes An e Bn, aplica-se
as (2N − 2) condições de continuidade de interfaces e
as condições de contorno chegando a sistema linear de
dimensão 2N dado por Mv = b:
M =



M11 M12 0 0 0 0 0 0 . . . 0
M21 M22 M23 M24 0 0 0 0 . . . 0
M31 M32 M33 M34 0 0 0 0 . . . 0

0 0 M43 M44 M45 M46 0 0 . . . 0
0 0 M53 M54 M55 M56 0 0 . . . 0
0 0 0 0 M65 M66 M67 M68 . . . 0
0 0 0 0 M75 M76 M77 M78 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 0 ω1 ω2 ω3 ω4
0 0 0 0 0 0 0 0 ω5 ω6




onde

ω1 =M2N−1,2N−3 ,

ω2 =M2N−1,2N−2 ,

ω3 =M2N−1,2N−1 ,

ω4 =M2N−1,2N ,

ω5 =M2N,2N−1 ,

ω6 =M2N,2N .

v = [ A1 B1 A2 B2 · · · · · · AN BN ] T ,

e

b =
[

0 0 0 · · · − Spn∗ − Sp′n∗ · · · 0 0
] T ,

onde n∗ indica a região de emissão do poluente, Spn∗ é
a solução particular da equação (9) e Sp′n∗ é a derivada

da solução particular, ambas são aplicadas somente na
região de emissão.

Spn∗ =
Qψj(y0)

2Rn∗Kzn∗
√

Nj
·

·
[

e[Fn∗−Rn∗ ](z−Hs) − e[Fn∗+Rn∗ ](z−Hs)

]
,

Sp′n∗ =
Qψj(y0)

2Rn∗Kzn∗
√

Nj

[
(Fn∗ − Rn∗)e[Fn∗−Rn∗ ](z−Hs)−

−(Fn∗ − Rn∗)e[Fn∗+Rn∗ ](z−Hs)

]
.

A matriz M, é definida como segue:
Para j = 0:

M11 = F1 + R1 − βα1

√
Ly ,

M12 = F1 − R1 − βα1

√
Ly ,

e para j �= 0:

M11 = F1 + R1 ,

M12 = F1 − R1 .

Para n = 1,2,3, . . . ,N − 1:

M2n,2n−1 =e[Fn+Rn ]zn

M2n,2n =e[Fn−Rn ]zn

M2n,2n+1 =− e[Fn+1+Rn+1]zn

M2n,2n+2 =− e[Fn+1−Rn+1]zn

M2n+1,2n−1 =Kzn [Fn + Rn − βαn ]e
[Fn+Rn ]zn

M2n+1,2n =− Kzn [Fn − Rn − βαn ]e
[Fn−Rn ]zn

M2n+1,2n+1 =− Kzn+1 [Fn+1 + Rn+1 − βαn+1 ]·
· e[Fn+1+Rn+1]zn

M2n+1,2n+2 =− Kzn+1 [Fn+1 − Rn+1 − βαn+1 ]·
· e[Fn+1−Rn+1]zn

e, por fim, para j = 0:

M2N,2N−1 =
[

FN + RN − βαN

√
Ly

]
e[FN+RN ]zN ,

M2N,2N =
[

FN − RN − βαN

√
Ly

]
e[FN−RN ]zN ,

e para j �= 0:

M2N,2N−1 =[FN + RN ]e[FN+RN ]zN ,

M2N,2N =[FN − RN ]e[FN−RN ]zN .

Por fim, o sistema Mv = b é resolvido utilizando o
método de Eliminação de Gauss (Burden e Faires, 2003).
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A concentração final de poluentes é obtida inver-
tendo numericamente a concentração transformada pela
aplicação do Algoritmo de Fixed-Talbot (Abate e Valkó,
2004), obtendo a solução:

cn(x,y,z) =
∞

∑
j=0

ψj(y)√
Nj

{
r

M∗

[
1
2

cjn(r,z)erx+

+
M∗−1

∑
k=1

Re
[
exs(θk)cjn(S(θk),z)(1 + iw(θk))

]]}
,

(11)

onde:
S(θk) = rθ(cot θ + i), ω(θk) = θk + (θk cot θk − 1) cot θk,

θk =
kπ

M∗ , −π < θ < +π, r é um parâmetro baseado

em experimentos numéricos, i ∈ C e M∗ é a precisão do
número de dígitos decimais.

Neste trabalho foram utilizadas três parametrizações
da camada limite para o coeficiente de difusão vertical,
uma parametrização para o coeficiente de difusão lateral
e uma parametrização para o perfil da velocidade do
vento.

Empregamos para o coeficiente de difusão vertical a
fórmula proposta por Degrazia et al. em 1997 (Degrazia
et al., 1997) da seguinte forma:

Kz

w∗h
= 0.22

(
z
h

)1/3(
1 − z

h

)1/3

·

·
[

1 − exp
(
−4z

h

)
− 0.0003 exp

(
8z
h

)]
, (12)

onde w∗ é a velocidade convectiva.
A fórmula proposta por Degrazia et al. em 2001

(Degrazia et al., 2001) dada por:

Kz

w∗h
=

0.09c1/2
w ψ1/3(z/h)4/3

( f ∗m)
4/3
w

·

·
∫ ∞

0

sin
[

7.84c1/2
w ψ1/3( f ∗m)2/3

w Xn
(z/h)2/3

]

(1 + n′)5/3
dn′

n′ , (13)

onde ψ = 1.26 exp(−z/0.8h) é a taxa de dissipação mo-
lecular adimensional associada a produção da pluma,
cv,w = 0.4, n′ = n̂(1.5z/u( f ∗m)w) sendo n̂ a frequên-
cia e X é o tempo adimensional uma vez que é a taxa
de tempo de viagem x/u e a escala de tempo convec-
tivo h/w∗, ( f ∗m)w = z/(λm)w é a frequência adimensio-
nal do pico espectral, (λm)w = 1.8h[1 − exp(−4z/h)−
0.0003 exp(8z/h)] é o comprimento de onda associado
ao máximo do espectro vertical turbulento.

E a fórmula proposta por Pleim e Chang em 1992
(Pleim e Chang, 1992):

Kz = kw∗z(1 − z/h) , (14)

onde k = 0.4 é a constante de von Kármán.
Para o coeficiente de difusão lateral usamos a fór-

mula sugerida por Degazia et al. em 1997 (Degrazia
et al., 1997):

Ky =

√
πσvz

16( fm)vqv
,

com

σ2
v =

0.98cv

( fm)
2/3
v

(
ψε

qv

)2/3 ( z
h

)2/3
w2
∗ ,

ψ1/3
ε =

[(
1 − z

L

)2 (
− z

L

)−2/3
+ 0.75

]1/2
,

onde u∗ é a velocidade de fricção, L é o comprimento de
Monin-Obukhov, σv é o desvio padrão da componente
da velocidade turbulenta longitudinal, ( fm)v = 0.16 é o
pico de onda lateral, ψε é a função da taxa de dissipação
molecular adimensional, qv = 4.16z/h é a função de
estabilidade e cv = 0.4.

O desvio padrão da componente de velocidade tur-
bulenta vertical, no termo do contragradiente γ1 , é dado
por Sorbjan em 1989 (Sorbjan, 1989):

σ2
w = 1.8

( z
h

)2/3 (
1 − z

h

)2/3
w2
∗ .

Para o perfil da velocidade do vento utilizamos a
parametrização proposta por Panofsky e Dutton em
1984 (Panofsky e Dutton, 1984):

uz

u1
=

(
z
z1

)p
,

onde uz e u1 são as velocidades médias do vento nas
alturas z e z1, enquanto p é um expoente que está rela-
cionado com a intensidade da turbulência (Irwin, 1979).

A fim de validar a solução da equação com os termos
de contragradiente avaliamos a concentração ao nível do
solo calculada pela equação (11) com dados observados
no experimento de Copenhagen. O conjunto de dados
de Copenhagen podem ser encontrados em Gryning e
Lyck (2002) e foram medidos através de experimentos
realizados em condições atmosféricas moderadamente
instáveis na região norte de Copenhagen. Foi liberado
Hexafluoreto de Enxofre (SF6) de uma fonte de 115 m de
altura, com taxa de emissão de 100 g/s. Os dados foram
coletados de três arcos posicionados de 2 a 6 km do ponto
no qual ocorreu a liberação do traçador. O comprimento
de rugosidade considerado é de 0.6 m. Uma análise
estatística, descrita por Hanna em 1989 (Hanna, 1989),
foi realizada nos resultados obtidos.
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3 Resultado e discussões

A comparação dos dados observados no experimento
confrontado com os dados simulados no modelo foi
realizada para diferentes parametrizações do coeficiente
de difusão e os dois termos de contragradiente.

A Tabela 1 mostra o desempenho do modelo usando
um procedimento de avaliação estatística descrito por
Hanna (1989) da seguinte maneira:

- Erro quadrático médio normalizado:
Nmse = (Co − Cp)2/CoCp.
(valor ideal: Nmse = 0)

- Coeficiente de correlação:
Cor = [(Co − Co)(Cp − Cp)]/σoσp.
(valor ideal: Cor = 1)

- Fator de dois:
Fa2 = Cp/Co ∈ [0.5,2].
(valor ideal: Fa2 = 1)

- Erro fracional:
Fb = (Co − Cp)/(0.5(Co + Cp)).
(valor ideal: Fb = 0)

- Desvio padrão fracional:
Fs = (σo − σp)/(0.5(σo + σp)).
(valor ideal: Fs = 0)

onde o indica as quantidades observadas nos experi-
mentos, p as quantidades preditas pelo modelo, C a
concentração de poluentes e σ é o desvio padrão. Obser-
vando os índices estatísticos obtidos podemos afirmar
que o modelo simula satisfatoriamente as concentrações
observadas com valores de Nmse, Fb e Fs relativamente
próximos a zero e Fa2 e Cor relativamente próximos a
um.

A análise dos resultados mostra uma boa concordân-
cia entre os valores calculados no modelo e os dados
medidos no experimento. Os melhores resultados foram
obtidos utilizando o coeficiente de difusão de Degrazia
et al. (2001), para ambos os termos de contragradiente.

Nas Figuras 1, 2 e 3 são apresentados os gráficos
de espalhamento entre as concentrações observadas no
experimento de Copenhagen em função das concentra-
ções preditas pelo modelo, utilizando os dois termos
de contragradiente. As soluções foram avaliadas utili-
zando as seguintes parametrizações para o coeficiente
de difusão vertical: Degrazia et al. (1997) na Figura 1,
Degrazia et al. (2001) na Figura 2 e Pleim e Chang (1992)
na Figura 3. Podemos notar uma boa conformidade dos
dados preditos pelo modelo com os dados observados
no experimento de Copenhagen.

Figura 1: Gráfico de espalhamento entre as concentra-
ções observadas (Co) e preditas (Cp) pelo modelo para o
coeficiente de difusão de Degrazia et al. (1997).

Figura 2: Gráfico de espalhamento entre as concentra-
ções observadas (Co) e preditas (Cp) pelo modelo para o
coeficiente de difusão de Degrazia et al. (2001).
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Tabela 1: Índices Estatísticos do modelo para diferentes coeficientes de difusão

Kz Contragradiente Nmse Cor Fa2 Fb Fs
Degrazia et al. γ1 - Eq. (4) 0.30 0.837 0.826 0.300 0.131

(1997) - Eq. (12) γ2 - Eq. (5) 0.31 0.840 0.783 0.316 0.150
Degrazia et al. γ1 - Eq. (4) 0.20 0.856 0.913 0.156 −0.003

(2001) - Eq. (13) γ2 - Eq. (5) 0.19 0.859 0.913 0.165 0.008
Pleim e Chang γ1 - Eq. (4) 0.31 0.815 0.783 0.281 0.077
(1992) - Eq. (14) γ2 - Eq. (5) 0.32 0.819 0.783 0.294 0.094

Figura 3: Gráfico de espalhamento entre as concentra-
ções observadas (Co) e preditas (Cp) pelo modelo para o
coeficiente de difusão de Pleim e Chang (1992).

4 Conclusões

As duas formulações para o contragradiente, Cuijpers e
Holtslag (1998) e Roberti et al. (2004), quando emprega-
das na equação de advecção-difusão tridimensional em
estado estacionário apresentaram um bom desempenho,
sem diferenças significativas entre os dois termos na so-
lução e nos resultados obtidos. Os termos caracterizam
o transporte não-local da dispersão de poluentes.

O desempenho da solução foi mostrado utilizando
algumas parametrizaações da turbulência na CLC e com-
parado com valores medidos durante o experimento de
Copenhagen. A análise dos resultados obtidos e dos
índices estatísticos mostram uma boa concordância para
os valores da concentração ao nível do solo, entre os va-
lores calculados pelo modelo e os valores experimentais,
para ambos os termos de contragradiente.

Dessa forma, no fechamento não-local da turbulência,
na equação de advecção-difusão, podemos utlizar para o
termo de contragradiente as parametrizações propostas

tanto por Cuijpers e Holtslag (1998) quanto por Roberti
et al. (2004), pois ambas descrevem de forma satisfatória
a dispersão de poluentes na atmosfera.
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