Artigo Original DOI:10.5902/2179-460X17536

Ciéncia e Natura, Santa Maria v.38 n.1, 2016, Jan.- Abr. p. 55 -70 2 e
Revista do Centro de Ciéncias Naturais e Exatas - UFSM c I E N c I A N ATU R A
ISSN impressa: 0100-8307  ISSN on-line: 2179-460X

Algumas consideragoes praticas sobre a precisao dos estimadores de
minimos quadrados e maxima verossimilhanga para os parametros de

regressao linear normal
Some practical considerations about precision of estimators of minimum squares and
likelihood for the parameters of linear regression normal

Elisangela Aparecida da Silva Lizzi!, Angela Achcar?, Edson Zangiacomi Martinez? e Jorge Achcar*

12 Doutoranda Departamento de Medicina Social-FMRP , Universidade de Sao Paulo
elisangela.ass@hotmail.com; angelachcar@usp.br;
34 Doutor, Prof. Departamento de Medicina Social-FMRP Universidade de Sao Paulo
edson@fmrp.usp.br; achcar@fmrp.usp.br

Resumo

Neste artigo discutimos alguns aspectos prdticos sobre o uso de diferentes métodos de estimacio dos pardmetros do modelo de regressio linear
e seus impactos nas inferéncias obtidas. Na pratica, é comum usarmos softwares estatisticos para obter os estimadores de minimos quadrados
(EMQ) para os pardmetros de regressio e considerar um estimador ndo-viciado para a varidncia do erro baseado na soma de quadrados dos
residuos. Como alternativa, discutimos o uso do estimador de mdxima verossimilhanca (EMV) para a varidncia do erro (um estimador
viciado, mas com erro quadrdtico menor) que pode levar a diferentes conclusdes em termos de inferéncias. Dois exemplos numéricos sdo
apresentados para ilustrar o estudo comparativo.

Palavras-chave: Estimador de minimos quadrados. Estimador de maxima verossimilhanca. Modelo de regressio linear. Precisio.

Abstract

In this paper, we discuss some practical considerations on the use of different methods for the estimation of linear regression parameters and
their impact on the obtained inferences. In practice, it is common to use some existing statistical software to obtain the least squares
estimators (MSE) for the regression parameters and consider a non-biased estimator for the variance based on the residual squared sum of the
residuals. Alternatively, we discuss the use of the maximum likelihood estimator (MILE) for the variance of the error (an unbiased estimator,
but with smaller squared error) which may lead to different conclusions in terms of inferences. Two numerical examples are presented to
illustrate the proposed method.

Keywords: Least squares estimator. Maximum likelihood estimator. Linear regression models. Accuracy.
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1 Introducao

Por que mais um artigo sobre regressao
linear? Trata-se de um assunto muito explorado
na literatura e bastante conhecido pela
comunidade cientifica. A técnica de regressao

linear é bastante utilizada na analise de dados

quando tem-se duas ou mais variaveis
relacionadas entre si (ver, por exemplo,
MONTGOMERY E PECK,1992; MYERS,1990;

NETER ET AL, 1985; WEISBERG, 2005).

Em geral, na andlise de dados, utiliza-se
um software estatistico disponivel no mercado
para a constru¢ado do modelo estatistico, visto
que inicialmente ¢é obtido os estimadores
pontuais e intervalares, depois é feito uma
diagnostico da qualidade do modelo e por fim
podemos fazer previsbes com o modelo
proposto.

Na pratica, as precisdes dos estimadores
podem mudar as conclusdes inferenciais usando
métodos de estimacao diferentes para a variancia
do erro associado ao modelo de regressdo,
especialmente na presenca de pequenas amostras
e quando o pesquisador considera um nivel de
significancia pré-estabelecido (usualmente em
0,05) para a realizagdo de um teste de hipdteses
sobre um parametro de interesse para a tomada
de decisbes. Em muitos casos, um teste de
hipoteses pode nao levar a rejeicdo da hipotese
de nulidade, quando usado método de minimos
quadrados para a estimacdo dos parametros de

regressao e a rejeicdo da mesma hipotese de

nulidade quando utilizamos o método de

estimagdo de maxima verossimilhanga. Apesar
dos estimadores pontuais serem iguais quando
obtidos por meio de dois métodos de estimacao,
a precisao do estimador da varidncia do erro
pode ser diferente, quando obtido por dois
métodos de estimacao.

Neste  artigo, apresentamos uma
pequena revisdao dos métodos mais populares
usados na estimacao dos parametros de
regressao linear e alguns exemplos ilustrando
alguns conflitos existentes entre os resultados
obtidos, como por exemplo, mudanga no
intervalo de confianca e rejeicao ou nao da
hipétese de nulidade. Em especial, serdo
enfatizados modelos de regressao linear simples,
apesar dos resultados serem facilmente
estendidos para a situagdo de modelos de
regressao linear multipla.

No caso de uma regressao linear simples,
para uma amostra de tamanho 7, seja o modelo

de regressao,

Y=o+ Bixi + & @))]

em que i = 1,...,n; a varidvel dependente ¢

denotada por Yi; a variavel independente
associada a Yi é denotada por xi e € € uma
quantidade aleatéria ndo-observada denotando o
erro.

obtém-se as

Em muitas situagoes,

inferéncias de interesse considerando as
respostas na escala original ou transformada,

considerando-se os erros ¢; independentes com
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uma distribuicdo normal com média zero e
variancia constante o?, isto é, & ~ N(0, 02). Em
outras situagdes, assume-se que as quantidades
aleatorias sdo nado correlacionadas duas a duas
sem assumir uma distribuicao de probabilidade
para as respostas Y;, isto é, apenas assumindo
que E(Y;) = By + P1x; e var(¥;) = 02

Para a estimagao dos parametros S, f; €
0?, a literatura apresenta varias alternativas
dependendo da estrutura considerada para os
dados: estimadores de minimos quadrados,
estimadores de maxima verossimilhanca,
estimadores nao-viciados de variancia minima,
estimadores Bayesianos, estimadores BLUE
(estimadores lineares nao-viciados 6timos) entre
varios outros (ver por exemplo, SEBER E LEE,
2003; DRAPER E SMITH, 1981; BOLFARINE E
SANDOVAL,2001).

O presente artigo € organizado da
seguinte forma: na secdo 2, apresenta-se uma
breve revisao dos métodos de estimacao para os
parametros de regressao; na secao 3, discute-se a
precisao dos estimadores; na secdo 4, mostra-se
os intervalos de confianca e testes de hipdteses
para o caso de modelos de regressao linear
simples; na se¢dao 5 ha um breve sumario para
modelos de regressao linear multipla; na sec¢ao 6,
duas ilustra¢des numéricas sdo introduzidas; e,

finalmente na secdo 7, apresenta-se algumas

notas conclusivas.

2 Uma breve revisao dos métodos de
estimacao para os parametros de
regressao

Inicialmente, assuma o modelo de

regressdo linear simples dado pela expressao (1).

2.1 Melhores estimadores lineares nao-
viciados (BLUE)

Assuma que Yi,..Ys sejam variaveis
aleatérias nado correlacionadas duas a duas com
médias E(Yi) = o + Pixi e varidncia constante
var(Yi) = 02 Sem assumir qualquer distribui¢do
de probabilidade paramétrica para os erros &i, o
teorema de Gauss-Markov (SILVEY, 1970)
estabelece que os estimadores de minimos

quadrados para 3o e 31 dados por
S

6 = XY
b=5" 2
‘éo =y- ﬁﬂz
S =200 =%
Swzzrzl(xi_f)(yi_y) ’ 76=% n x, €
i=1

sdo os estimadores lineares nao-

viciados 6timos (BLUE).

2.2 Estimadores de minimos quadrados
(EMQ)

Os estimadores de minimos quadrados
para Po e f1em (1) sdo obtidos minimizando-se a

soma de quadrados dos erros dada por

S:S(ﬂo, ﬂl):Z(yi D _ﬁlxi)z 3)
i=1
As primeiras derivadas parciais de

S(Bo, B1) com relagdo a f, e f; sao dadas por

S B) v (g
6ﬂ0 B 22;‘:1 (yi ﬂo ﬂlxi) (4)
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BL) 257 v~ = i)
Resolvendo-se as equagdes 9S(fBy, 1)/
0By =0 e 95(By, B1)/0B, =0, encontramos os
estimadores de minimos quadrados (EMQ) para
Bo e By dados por (2).
Em geral, um estimador da variancia o2
do erro (ver por exemplo, Seber e Lee, 2003;
Draper e Smith, 1981) é dado por

2 SOR
n—2

)
em que SQR =Y, é? é a soma de quadrados
residual; & =vy; — B, — B1x; sdo os residuos e
9; = Bo + B1x; define a reta ajustada.

O estimador dado em (5) é um estimador
nao-viciado da variancia 02 do erro, isto é, E(s?) =

o2,

2.3 Estimadores de maxima verossimilhanca
(EMV)

Assumir que o0s erros & sejam
independentes com uma distribuicdo normal
com média zero e variancia constante 02, isto &, &i
~ N(0, 0?). Isso implica que as respostas Yi
seguem distribui¢des normais N(Bo + Pixi , 0?)
parai=1,..n.

Com essa

suposicao, a funcao de

verossimilhanca para f,, ; e 0 é dada por

L(Bo, B1,0)
= (2mo?) 2% exp [—izn

20’2 i=1

i = Bo (6)

S04

Os estimadores de maxima

verossimilhanca para f, f; e o sao obtidos

L(Bo, B1,0) ou

equivalentemente, o logaritmo da fungdo de

maximizando-se

verossimilhanca [(B, B1,0) = log[L(By, B1,0)] em

relacdo a By, p; e g, dado por

1
L(Bo, B1,0) x —nlogo — Pyy (i = Bo —
ﬁ1xi)2

(7)

As primeiras derivadas parciais de

[(Bo, B1,0) com relacdo a B, f; e o sdo dadas por

0l/0By =1/0% X721 (v; — Bo —B1x;)
al/ap, =1/0? ity x;(v; — Bo — B1x;)
aljdo=—-n/o+ 1/ Y (vi — Bo —

B1x;)?

(8)

Resolvendo-se o sistema de equagdes
dal/ap, =0, 0l/0B, =0 e dl/do = 0, encontram-se
os estimadores de maxima verossimilhanga
(EMV) para f, e p; dados por (2) e

g% = %Z?:l(yi —Bo - ﬁlxi)z )

Observe que os EMV coincidem com os
EMV para f5; e f;, mas o EMV para 02 é dado por
02 = SQR/n em vez do estimador a2 = SQR/(n-2)
dado em (5), isto é, o2 é um estimador viciado
para o? , em que E(0?) = (n-2)0%/n (ver por
MOOD E GRAYBILL 1974, OU

exemplo,

BICKELL E DOCKSUN, 2001).



59

Lizzi et al.: Algumas consideragdes praticas sobre a precisao dos estimadores ...

3 Precisao dos estimadores

Da suposicao que as respostas Yi tém
distribui¢cdes normais N(f, + p1x;, 0?) para i =
1,...,n, temos os seguintes resultados:

A distribuicdo conjunta para Yi,...,Yn
familia

pertence a exponencial com trés

parametros (ver por exemplo, MOOD,
GRAYBILL E BOES,1970; OU BICKELL E
DOCKSUN, 1980). Assim (YL, Y? XL,V
Y1 x;Y;) é um conjunto de estatisticas suficientes
e completas.

A fungao geradora de momentos (fgm)
para 61 = (Bo = Bo)lo, 8, = (Bi— By)/o e b5 =

no?/ 0?(o? dado em (9)) dada por,
m(ty,t2,t3) = E{lexp[tif; +t0, +t:05]} (10)

pode ser decomposta na forma m(tytyts) =
mi(t,t2) mo(ts) onde mi(t,t2) é a fgm de uma
distribui¢do normal bivariada com média (3o, [31)

e matriz de variancias-covariancia dada por

2\yn 2
o i=1%{ /nSxx
_O—Zf/sxx

—02X /Sy

emque § = 27:1 (x,. — )_c)z e m(ts) é a fgm de

uma distribui¢ao qui-quadrado com n-2 graus de

liberdade, isto é,

no?/ 02 = (1/ 02) ¥ (i — Bo — Prxi)? ~

2
Xn—z

(12)

Observe também que as variaveis

aleatdrias associadas com a fgm conjunta mu(ty,t2)

sao independentes da variavel aleatdria
associada com a fgrm mo(ts).

De (12), observa-se que E(ng?/ 02)=n -2
e var(ng?/ 0?) = 2(n — 2), isto é, E(c2 ) = (n-2)02 /n
(um estimador viciado para o?) e var(g?)=2(n-
2)o4 n2,

Como o2 = SQR/n, E(SQR) = (n—2)0? e
var(SQR) = 2(n — 2) o*. Dessa forma, o2 = SQR/(n-
2) (dado em (5)) tem E(c2) =02 (um estimador
nao-viciado para 0?) e var(c?) = 20%/(n-2).Assim,
observa-se que, var(a?) < var(a?), pois, 2(n-2) /n

=2[(1-2/n)?]/(n-2) <2/(n-2), paran > 2.

3.1 Erros quadraticos médios (EQM) dos
estimadores

O erro quadratico médio (EQM) de um
estimador denotado por § de um parametro 0 é

dado por

EQM(H) =
[Vicio(é, 0)]3,
em que o vicio(d, 0) = E(9) - 0.

Com 0 = 02, observa-se que VI,CiO(EE, o?) =
0, isto §, EQM(a?) = var(a?) = 20%/(n — 2). Da
mesma forma, como vicio(fﬁ, 0?) = —20%/n e,

tem-se que EQM(0?) = var(c?) + [-20%/n]?

20%/n.

Desses resultados, observa-se que o
estimador o2 (dado em (9)), é preferivel ao
estimador o2(dado em (5)), apesar de o2 ser um
estimador nao-viciado de 0% pois tem menor
vicio. Isso pode levar a melhores precisoes nas

inferéncias sobre os parametros de regressao.
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3.2 Resultados gerais para grandes
amostras

Observe que também é possivel obter as
variancias e covariancias dos EMV para f,, f; e

0, a partir do resultado geral assintético,

0 ~N{0,1(0)}, (14)

em que O = (01,..., Ox) é um vetor de parametros
de dimensdo k; ® é o vetor dos EMV de 6;,
j=1,..,k e I(0) é a matriz de informacao de

Fisher,

(15)

K®=E<aqu

- 06,06,

para i,j = 1,...,k e I(8) é o logaritmo da

funcao de verossimilhanca para 6.

As segundas derivadas parciais do
logaritmo da funcdo de verossimilhanga para £,

p1e o (ver expressao (7)), sao dadas t

021/0By> = —n [0?; 021/0By0B;=

—nx/o?;

0%1/0B0d0 = —2/0° LiLa (Vi — Bo — P1xi);

9°1/0p,* = =T xP/o?;
(16)

0%1/0p,00 = =2/ Xy x; (v —Bo —
B1xi);

9%1/00%=n/0? =3 L1 (Vi —Bo — P1x:)*/

ot.

De (16), obtém-se os valores esperados,
E(-021/0B,°) = n/o? ; E(-0%1/8B,0p,) = nx/o? E(-
9%1/9By00 ) = 0; B(-0*1/0B,*)= Tiey(x:)* /0% E(-
0%1/0B,00)= 0 e E(-0%l/0c?)= 2n /o2, os

elementos da matriz de informagdo de Fisher

I1(By,B1,0) e assim a matriz de varidncias e
covariancias para os EMV para {0, 1 e o, dada

por,

I7*(Bo, Br.0) =
02 Y xF /NSy —02X [Syx 0 (17)
—O'ZJ?/SXX az/Sxx 0
0 0 o?/2n

De (17), tem-se:

var( fo) = 02 Tiy X7 /1Sy;

var( El) = Uz/sxx;

(18)

var(6) =0?/2n;

COV(ﬁo ’ 31 )=—02%X /Syx,

emque S = Z; (xi - )_c)z

4 Intervalos de confianca e testes de
hipdteses (regressao linear simples)

Dos resultados dados na secao 3, obtém-
se os intervalos de confianca para os

parametros de interesse.

4.1 Intervalo de confianca para o

Considerar os seguintes resultados:

z =B P N(0,1) (distribuigdo
2

SRR

normal padronizada);

(n-2) a2

a2

U= ~ x2_, (distribuigao qui-quadrado

com n-2 graus de liberdade);
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Z e U sao independentes;

T = (EO_BO) VSxx -

=~ 2
0 |&i=1%i

t,_, (distribui¢do t de

Student com n-2 graus de liberdade).
Assim, um intervalo de confianca 100 (1-

a)% para Poé dado por,

TLx2

B —t WG 2=t 7
<ﬁ0 (n—Z;E)O- NSxx ﬁO + (19)

~ Z’.’; x.z
t(n—z@“J—isi;)

em que 6 ¢ dado por (5) ou por (9); ty_z,2 €
determinado de uma tabela da distribuicao t de
Student com n-—2 graus de liberdade,

considerando P(T > t,,_5,4/2) = /2.

4.2 Intervalo de confianca para p:

Considerar os seguintes resultados:

. Zz(ﬁl—ﬁé)@ ~ N©,1);

_ (n—2)a? 2.
- n-27s

e U

o2
e Ze Usao independentes;

T=(E1—ﬁ;)@~ ¢

n-27

Assim, um intervalo de confianga 100(1-
a) % para f3; é dado por,
5 5 5 G (20)
<.31 ~Hn-28) 50 B + t(n-22) —)

2 Sxx

4.3 Intervalo de confianca para p(x*) = o +

Bix*, em que f(x*) =B, + B1x’

Considerar os seguintes resultados:

_ B&D-BED
var[f(x+)]

0'2{1/7’1 + (f - X*)Z/Sxx}

~ N(0,1) onde var[fi(x *) =

_(n-2) o2

g2

U

~ X2
Z e U sao independentes;

_ (Bo + B1x*)= By +B,x™) N
DP(Bo + B1x*)

~ A 1 X — x*)2
Dp(ﬂo + ﬁlx*):é-\ E+%

Assim, um intervalo de confianga 100(1-

T

th—p ; €M que

a)% para o+ fix* € dado por,

Bo + Bix*

1 (x—x%)2 R
_ o * 21
t(n—Z;%)o- n + Sxx ’ :80 + .le ( )

L1 G —x)?
+t o0 |-t
(n_z'i) n Sxx

Observe também que o pode ser
estimado por (5) ou (9).

Considerar o teste de hipdteses Ho : f1 =
0 versus Hi: p1 # 0. A estatistica do teste é dada
por,

W=

o

(22)

n—2
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em que o pode ser estimado por (5) ou (9); dessa
forma podemos ter valores diferentes para o
valor-p, especialmente para amostras pequenas,

considerando cada estimador de o2.

5 Algumas considerac¢oes sobre
regressao linear multipla

A expressao do modelo linear geral de

regressao é dada por

Y; = Bo + B1Xin + B Xip + -+ ﬁp—lXi,p—l

(23)
+£i'
Sejam
Y 1 Xy o Xyp o
Y 1 X v X
Yot = 2 N 21 Z‘Ep i, Boxs = E1 e
Y, 1 Xy = Xppos b1

Em termos matriciais, o modelo de regressdao

linear geral é dado por

Y=Xp+¢ (24)

onde € é um vetor de varidveis aleatdrias
independentes e normalmente distribuidas com
esperanca (média), E(g) = 0 e matriz de variancia-

covariancia dada por

g% 0 0
2 ..
ate)=|9 7 v Ol=o2
0 o0 o’

Assim, o vetor das observacdes Y tem

esperangca e variancia dadas por

E,«i(Y)=XB e a?txn =o’lL (25)

Os estimadores de minimos quadrados

sao dados por

b = (X'’X)"1X'Y. (26)

E também, var(b) = o2(X'X)1L. Um

estimador para a variancia do erro ¢ dado por

02 = s? , (27)

n—p

— _ SQR

em que SQR é a soma de quadrados dos
residuos,

e=Y-Y=Y-Xb (28)

Considerando estimadores de maxima
verossimilhanca, o EMV para B é dado por (26) e

substituimos n — p por n em (27).

5.1 Intervalo de confianca para a predicao

Pode-se obter o intervalo de confianca
para a resposta média em um ponto particular
da amostra. Seja o vetor x* = (1, x{, x3, ..., Xp_1)

um valor fixado para as varidveis independentes.

A resposta média para este ponto é,

E(Y | x*) =By + f1x1 + Box5 + - +
(29)
Bp-1%p-1 =X'B
O estimador da média neste ponto
é E(Y[x*) =x* B. A variancia de x* é dada por

02x” (X'X)x*. Assim temos que

7= XB-x"B

o X*'(X'X)x*

~ N(0;1).
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1) 52
U=%~ Xn—p onde Z e U sao
independentes

Assim,

o T 30

Portanto, o intervalo com confianca
100(1 — @)% para a resposta média E(YIx*) no

ponto x* é dado por
(x*B — t(%;n_p)G,/X*'(X'X)X* X+
t(%;n_p)a,/x*'(x'X)x* )

@31

6 Ilustracbes numeéricas

6.1 Um exemplo com regressao linear
simples

Considere os dados relacionados a um
experimento industrial (Tabela 1) onde x denota
uma covariavel relacionada com a resposta y, (n
= 12 observagdes). Na Figura 1, tem-se o grafico
de y versus x. Observa-se uma boa relagao linear

entre as variaveis.

Usando o software MINITAB® versao 16,
inicialmente considera-se o ajuste da regressdo
linear (1) usando método de minimos quadrados
e o estimador (5) para a varidncia do erro,

encontrando a reta ajustada dada por,

y = 2,06 + 0,746 x (32)

Na Tabela 2, tem-se os EMQ dos
parametros de regressdo; os erros-padrdes dos

estimadores; os valores observados para a

estatistica t de Student e o valor-p associado ao

teste de hipoteses Ho:f = 0 versus Hi: § # 0.

Tabela 1 - Dados de regressao

Observagao by y Observagao x y

1 05 1,8 7 07 28
2 03 24 8 08 25
3 05 30 9 09 31
4 07 25 10 1,0 29
5 06 23 11 1,0 25
6 08 26 12 1,2 3,0

Grafico de y versus x

02 04 06 08 1,0 12

Figura 1 - Grafico de dispersao y versus x

Tabela 2 - Estimadores de minimos quadrados
(EMQ) dos parametros

Preditor = EMQ EP T p-valor

Constante 2,068 0,3105 6,62 <0,001
X 0,7465 0,3938 1,90 0,087

(EP sdo erros-padrdes das estimativas;T é o valor de

referéncia para a distribuicao t de Student).

O desvio-padrao do erro € estimado (ver
(5)) por S = 0,331818. Observa-se dos graficos
dos residuos dados na Figura 2 que as
suposi¢cdes do modelo sdo  verificadas
(normalidade e varidncia constante).

A partir desses resultados, e fixando-se

um nivel de significancia igual a 5%, nao rejeita-



Ciéncia e Natura v.38 n.1, 2016, p. 55 - 70

se a hipotese Hy: f; = 0, pois o valor-p (0,087) é p1 = 0, pois o valor-p (0,038) é menor do que
maior do que 0,05. 0,05 (nivel de significancia fixado pelo

Usando o método de maxima pesquisador).
verossimilhanca, e o software MINITAB, Adicionalmente, € possivel determinar
encontramos reta ajustada dada por intervalos de confianca para os valores de
(33) previsao pu(x*) = Po + Pix* (ver segao 4.3)

y = 2,06 + 0,746 . .
Y x assumindo diferentes valores para x* e usando as

Graficos de residuos duas estimativas para o desvio-padrao do erro
Grafico de probabilidade normal Versus ajustados
z 050 : (dados por (5) ou (9) relacionados
5 @ = 025 °
E 50 é 0,00 . 7 7.
g 3 respectivamente aos métodos de minimos
a 10
-0,50
N R S U quadrados e maxima verossimilhanga). Na
Residual Valor ajustado
Histograma Versus Ordem . .
us 050 Tabela 4 temos esses intervalos de confianca.
- PANUAN
E A\ . . - .
) i D V4 Observa-se maior precisao (intervalos de
“ 050 . . :
ool T T confiangca 95% mais curtos) considerando-se as
Residual Ordem da Observacgio
Figura 2 - Graficos de residuos (regressao linear estimativas de maxima verossimilhanca para o
simples) desvio-padrao dos erros.

Na Tabela 3, tem-se os EMV dos parametros
Tabela 4 - Intervalos de confianga 95% para

L(x*) = Bo+ Pix*

de regressao; os erros-padrdes dos estimadores e

o valor-p associado ao teste de hipoteses

Ho:f = 0versus Hi:f # 0.

x* IC 95% (EMQ) IC 95% (EMV)
Tabela 3 - Estimadores de maxima 0,25 (1,758516; 2,734484) (1,801043; 2,691957)
verossimilhanca (EMV) dos parametros 0,35 (1,910248; 2,731952) (1,946054; 2,696146)
0,45 (2,056767; 2,734633) (2,086305; 2,705095)

Preditor EMV EP p-valor

0,55 (2,193968; 2,746632) (2,218051; 2,722549)
Constante  2,0568 0,2834 <0,001 0,65 (2,314142; 2,775658) (2,334253; 2,755547)
X 0,7465 0,3595 0,038 0,75 (2,406085; 2,832915) (2,424684; 2,814316)
Nota: EP sdo erros-padroes das estimativas 0,85 (2,463342; 2,924858) (2,483453; 2,904747)

Neste caso, o desvio-padrao do erro ¢é 0,95 (2,492368; 3,045032) (2,516451; 3,020949)
estimado (ver (5) com n—2 substituido por 1,05 (2,504367; 3,182233) (2,533905; 3,152695)

n =12) por S = 0,3029. Neste caso, observa-se

melhor precisdao para os estimadores obtidos Assim observa-se resultados diferentes
quando comparados com os estimadores obtidos usando os dois métodos de estimagdo. Esse
pelo método de minimos quadrados. Também se resultado pode ser de grande interesse pratico.

observa que deve-se rejeitar a hipdtese H, :
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6.2 Um exemplo com regressio linear
multipla

Considere dados de uma industria
alimenticia do Estado de Sao Paulo. A industria
alimenticia estudada localiza-se no interior do
Estado de Sao Paulo e atua no processamento de
frutas tropicais para fabricagio de sucos
concentrados. Varios fatores sao observados na
linha de produgdo afetando o desempenho do
equipamento da induastria. A medicdo de
paradas e perdas de tempo foi monitorada na
ultima etapa — envase — considerada gargalo da
linha. A empresa trabalha com trés turnos de
producao. Os tempos de paradas devido a falhas
dos equipamentos foram classificadas em sete
tipos: maquinas M1 (descarga de frutas); M2
(moagem); M3 (despolpamento); M4
(concentragao); M5 (envase); M6 (residuos) e M7
(utilidades), que podem ser afetadas por alguns
fatores como safra (1 para periodo 1010/2011) e 2
para periodo 2011/2012); tipo de equipamento (E
para maquina elétrica)y M para maquina
mecanica) e turno (1 (primeiro), 2 (segundo), 3
(terceiro) (Dados apresentados no quadro 1).

Para uma analise estatistica dos dados,
foi considerado um modelo de regressao linear
multipla assumindo erros independentes com
distribui¢ao normal N(0,062) com variancia o2
constante. As variaveis respostas sao dadas pelos

logaritmos dos tempos de paradas e as variaveis

explanatorias independentes sao dadas por:

e uma variavel “dummy” ou categdrica
para tipo de maquina (mecanica=l,

O=outra parte);

e uma variavel “dummy” ou categdrica
indicadora para safra( safral=1, O=outra
parte);

e uma variavel “dummy” ou categdrica
indicadora para maquina 1 (Ml=l,
O=outra parte);

e uma variavel “dummy” ou categdrica
indicadora para maquina
2(M2=1,0=outra parte);

e uma variavel “dummy” ou categodrica
indicadora para maquina
3(M3=1,0=outra parte);

e uma variavel “dummy” ou categorica
indicadora para maquina
4(M4=1,0=outra parte);

e uma variavel “dummy” ou categorica
indicadora para maquina
5(Mb=1,0=outra parte);

e uma varidvel “dummy” ou categdrica
indicadora para maquina
6(M6=1,0=outra parte);

e uma varidvel “dummy” ou categdrica
indicadora para turno 1 (turnol=l,
O=outra parte);

e uma varidvel “dummy” ou categdrica
indicadora para turno 2 (turno 2=1,

O=outra parte)

O modelo de regressao linear multipla

ajustado por minimos quadrados (uso do
software MINITAB® versao 16), é dado por:
log(tempo parada) = 4,48 - 0,249 (indicador
safral=1)- 0,831 (indicador maquina M1=1; outro
= 0) - 1,57 (indicador maquina M2=1; outro = 0)-

1,01(indicador maquina M3=1; outro = 0) —
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Quadro 1 - Dados para o exemplo 2 (Pandolfi,2013)

obs safra tipo turno maq tempo

obs safra tipo turno maq tempo

obs safra tipo turno maq tempo

67
6 154
7 200

5 607 91

46 3

1 100

1

2
2

92

93
94
95
96

10

47

26
28

48
49
50
51

27
36

15

46

12
20

17
14
20
30

4 120

1

97
98

52
53
54

75

30

50

99

17

56
26
32

100
101
102
103
104

85
35

10
11

56

23

34

12
13

15
5 279

2 108 58

3

3

0

10

14
15
16
17
18
19

20

13
36
18
10
50
37

60
61
62

14

106
107
108
109

42

10

63
64

40

65

64

111
112

42
19

21

67

32

22
23

48

68
69
70
71

36
60

114
115
116

16
15
15

24
25
26

10
28

49

24
30
16
5 110

117
118
119
120

24
15
6 184

72
73
74
75
76

75
24
20

27
28

2

29

3

28
41

22
34

30
31

33
20

121

122
123
124
125
126

53
18
11
30
31

77
78

18
29

32
33

12
30
20
6 138

79
80
81

34

B5)
36
37

3

61

15

127

26
22
86

82
83
84
85

27

50
4 109

38

3

39

37

28

40

86
87

18

41

31

42
43
44
45

17
21

12

90

70
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1,05(indicador maquina M4=1; outro = 0)-

1,08(indicador maquina Mb5=1; outro = 0)
0,776(indicador maquina M6=1; outro = 0) -
0,497(indicador turno 1=1; outro = 0) -
0,207(indicador turno 2=1; outro = 0) + 0,118(tipo
maquina mecanica =1; outro = 0)

Na Tabela 5, tém-se as estimativas
obtidas, os erros-padroes das estimativas de
minimos quadrados, os valores de referéncia da
t de Student e os

distribuicao valores-p

associados a cada pardmetro de regressao.

Tabela 5 - EMQ para os coeficientes de regressao
para o modelo de regressao multipla
considerando os logaritmos dos tempos de

paradas

preditor EMQ EP T p-valor
Constante 44795 0,7341 6,1 <0,001
safral=1 -024 0225 -1,11 0,271
méaquinaM1=1 -0,83 0,810 -1,03 0,307
méaquinaM2=1 -1,56 0,809 -1,94 0,055
maquinaM3=1 -1,01 0,767 -1,32 0,190
méaquinaM4=1  -1,05 0,775 -1,36 0,177
maquinaM5=1 -1,08 0,720 -1,51 0,135
méaquinaMé=1  -0,77 0,783 -0,99 0,324
turno 1=1 -049 0217 -2,28 0,024
turno 2=1 -020 0,226 -0,91 0,364
tipo maquina

mecanica=1 0,117 0,249 047 0,637

Nota: EMQ sao estimadores de minimos quadrados; EP sao
erros-padrdes das estimativas;T é o valor de referencia para a
distribuicao t de Student

A partir dos resultados da Tabela 5,
observa-se que o fator turno leva a uma
diferenga significativa entre os tempos de
paradas (escala logaritmica), pois o valor-p
associado ao turno 1, quando comparado com o
turno de referéncia 3 ¢ igual a 0,024 (significativo
em um nivel de significancia igual a 5%) isto é, o
turno 1 tem tempos menores de paradas das
maquinas coeficiente de

pois o regressao

estimado e associado a variavel “dummy”,
indicadora de turno 1 tem sinal negativo. As
outras  covaridveis nao indicam efeitos
significativos nas respostas (valor-p > 0,05). O
desvio-padrao do erro é estimado (ver (5)) por S
=0,988619.

Na Figura 3, tém-se os graficos dos
residuos do modelo de regressdo ajustado.
Observa-se que as suposi¢des para a validade
das inferéncias sado verificadas (normalidade dos
residuos e variancia constante dos erros).

Na Tabela 6, tém-se os EMV para os
parametros de regressdao, os erros-padroes dos
EMYV e os valores-p associados a cada parametro
de regressao. A partir dos resultados da Tabela 6,
observa-se que o fator turno 1 e maquina M2
levam a diferencas significativas entre os tempos
de paradas (escala logaritmica), pois o valor-p
associado ao turno 1, quando comparado com os
outros turnos é igual a 0,017 (significativo em um
nivel de significancia igual a 5%) e maquina M2
tem valor-p igual a 0,043. As outras covariaveis

nao indicam efeitos significativos nas respostas

(valor-p > 0,05).
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Graficos de residuos log(tempo)

Grafico de probabilidade normal Versus ajustados

00 .
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Histograma Versus Ordem
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Tabela 6 - EMV para os coeficientes de regressao

para o modelo de regressao multipla

considerando os logaritmos dos tempos de

Figura 3 - Graficos de residuos (regressao linear
multipla)

Aqui o desvio-padrao do erro é estimado
(ver (27) com n—11 =116 substituido por
n = 127) por S = 0,944835. Neste caso, observa-se
melhor precisao para os estimadores obtidos
quando comparados com os estimadores obtidos
pelo método de minimos quadrados.

Intervalos de confianga para os valores
de previsao o+ f1X; + fox; + o+ Ppo1Xp_g =
x"B (Ver secado 5.1) assumindo diferentes valores
para x* e usando as duas estimativas para o
desvio-padrao do erro (relacionados
respectivamente aos métodos de minimos
quadrados e maxima verossimilhanga) sao dados
por (31). Observar que como n > 100, podemos
construir intervalos de confianga assumindo a
aproximagao normal para a distribuicao tde
Student. Na Tabela 7 temos intervalos de
confianca para a previsao assumindo varias
variaveis

combinagdes das independentes.

Observa-se maior precisao (intervalos de

confianca mais curtos) considerando-se as
estimativas de maxima verossimilhanga para o

desvio-padrao dos erros em todos os casos.

paradas
Preditor
EMV EP p-valor
Constante 4479 0,701 <0,001
safral=1 -0,249 0,2154 0,247

maquina M1=1 -0,830 0,7743 0,283

maquina M2=1 -1,568 0,7733 0,043
maquina M3=1 -1,010 0,7336 0,168
maquina M4=1 -1,054 0,7415 0,155
maquina M5=1 -1,086 0,6886 0,115

maquina M6=1 -0,776 0,7490 0,300

turno 1=1 -0,496 0,2081 0,017
turno 2=1 -0,206 0,2166 0,340
Tipo maquina

mecanica=1 0,1179 0,2382 0,621

Nota: EMV sao estimadores de minimos quadrados; EP sao

erros-padrdes das estimativas

Tabela 7 - Intervalos de confianga 95% para

predi¢des em varias combinagdes das variaveis

independentes
safra 1 1 1 1 1 1 1 0 0
M1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
M2 0 0 0 0 0 0 0 1 0
M3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M5 0 0 0 1 1 0 0 0 1
M6 0 0 0 0 0 1 1 0 0
tipo 1 1 1 0 0 1 1 1 1
Turnol 1 0 1 0 1 0 1 1 1
Turno2 0 1 0 0 0 0 0 0 0

LI-EMQ 2,385 2,623 2,385 2,702 2,203 3,122 2,605 1,786 2,479
LS-EMQ 3,656 3,998 3,656 3,590 3,095 4,022 3,545 3,278 3,553

LI-EMV 2,413 2,653 2,413 2,722 2,222 3,142 2,626 1,819 2,503
LS-EMV 3,628 3,968 3,628 3,570 3,075 4,002 3,524 3,245 3,529
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7 Algumas conclusdes finais

O wuso de diferentes métodos de
estimagao para os parametros de regressao linear
com as suposi¢does usuais (normalidade dos
residuos, variancia constante) pode levar a
diferentes conclusdes em termos de inferéncias
obtidas. Na pratica é comum usarmos softwares
estatisticos para obter os estimadores de
minimos quadrados (EMQ) para os parametros
de regressdo e usar um estimador nao viciado
para a variancia do erro baseado na soma de
quadrados dos residuos. Com a suposicdo de
normalidade dos erros, os EMQ e EMV para os
parametros de regressao coincidem, mas
diferentes métodos de estimac¢ado da variancia do
erro podem levar a diferentes conclusdes. Essa
metodologia ¢é praticamente padrao nas
aplicagdes. Como alternativa, o uso do estimador
de maxima verossimilhanca (EMV) para a
variancia do erro (um estimador viciado, mas
com erro quadratico menor), pode levar a
diferentes conclusdes em termos de inferéncias.
Em dois exemplos numéricos mostrou-se
que o uso de diferentes métodos, muitas vezes
pode mudar as conclusdes obtidas por um
experimento, dependendo do tamanho amostral.
O tamanho amostral pequeno pode levar a erros
padrdes diferentes usando cada um dos dois
métodos apresentados, o que pode acarretar
diferentes conclusdes inferenciais. Vale enfatizar,

que entre os métodos de estimagao, ndao ha

método que seja superior ao outro.
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