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Resumo

Resumo

Discutimos, neste trabalho, o papel das equacdes diferenciais, ordindrias e parciais, na representagido matemdtica de processos
reais que envolvam leis de conservagio usadas na fisica, dando enfoque nas equagdes de difusio que resultam do principio de
conservagdo de energia. Apresentamos o método dos volumes finitos, uma técnica atual e bastante 1itil usada na discretizagio de
equagdes diferenciais parciais parabélicas e hiperbdlicas. Aplicamos tal método para encontrar aproximagoes para a solugio da
equagdo do calor transiente bidimensional.
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Abstract

We have discussed in this work the role of differential ordinary and partial equations in mathematical representation of real
processes involving conservation laws used in physics, focusing on diffusion equations that result from energy conservation
principle. Here we present the finite volume method, a modern technique and widely used in the discretization of partial parabolic
and hyperbolic differential equations. We applied this method to find approximations for the transient equation of heat.
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1 Introducao

De modo geral, um modelo matematico sdo equagdes
escritas usando simbolos matematicos que retrata uma
visdo idealizada da realidade e tem como objetivo o
entendimento do fendmeno e possiveis predi¢gdes do
comportamento futuro. Nesta formulagéo, O que nos
interessam sdo as incognitas que, em geral sdo fung¢des
de outras variaveis.

Nas aplicagdes encontramos numerosos fendmenos
nos quais a taxa de variacdo de algumas quantidades
presentes no modelo estdo relacionadas entre elas e as
outras varidveis do modelo. Neste caso as incégnitas
do modelo sdo fun¢des que aparecem sob a operagdo
de diferenciagdo e na matemadtica sdo catalogadas como
Equagdes Diferenciais. As equagdes diferenciais tém
papel importante hd mais de quatro séculos, principal-
mente por que elas representam os principios basicos da
fisica, que sdo usados na compreensdo da natureza. Por
exemplo, sdo equagdes diferenciais as representagdes
dos principios de conservagdo de massa, de energia e do
momento do sistema. Vamos citar alguns exemplos de
fendmenos cuja representacdo matematica envolve taxas
de variacgoes.

Exemplo 1. A taxa de decaimento de uma substancia
radioativa, e a quantidade de radiagdo que ela emite §,
em cada momento, proporcional a sua massa m(t) na-
quele instante. Desta forma, o processo de desintegracao
é a equacgdo diferencial ordindria de primeira ordem:

dm(t)
dt
Nesta equagdo o pardmetro a > 0 representa o coefici-
ente de proporcionalidade, uma caracteristica do mate-
rial radioativo. O sinal negativo reflete o decaimento da
radioatividade com o passar do tempo.
Exemplo 2. O crescimento de uma populagéo é fre-
quentemente proporcional a populagdo existente. Assim,
o modelo simplificado é:

dzigt) =ap(t).

= —am(t).

Para melhorar o modelo precisamos considerar as restri-
¢des alimentares, a competicdo entre espécies, etc.
Exemplo 3. Quando um objeto quente, com tempera-
tura T, é colocado em um ambiente com temperatura Tj
(que se presume constante), o objeto esfria a uma taxa
que é proporcional a diferenca entre sua temperatura
no instante f e a temperatura circundante, T — Tp. As-
sim, o resfriamento do objeto tem como modelo a lei do
resfriamento de Newton:
daT (t)
dt
Nos exemplos anteriores as fungdes incégnitas depen-
dem apenas do tempo e suas taxas de variagdo sdo

= —a|T (x) — Ty .

derivadas de fun¢des de uma tnica varidvel. Sdo exem-
plos de Equagdes Diferenciais Ordindrias, cuja expressao
geral é:

WO fa), y0) = w0
na qual f representa a relacdo entre as varidveis e g é a
condicdo inicial.

No caso de mais de uma varidvel independente te-
mos as Equacdes Diferenciais Parciais, mais realisticas
quando representamos o mundo real, tridimensional e
também a variacdo no tempo. Por exemplo, de acordo
com Lin e Segel (1974), o principio de conservacdo de
massa numa regido do espago tridimensional, conside-
rando que ndo ha fonte de massa, é representado pela
equacdo diferencial parcial, conhecida como equacéo da
continuidade:

] 0 0
T g(P”x) + @(P”y) + E(P”z) =0

Nesta equagédo a incégnita é a velocidade no ponto
(x,y,2z) e no instante t e o vetor u(x,y,z,t) = (tx,uy,uz)
representa a velocidade no meio.

O ideal da modelagem matemaética é também encon-
trar métodos matematicos que fornecam solugdes exatas
para os modelos, isto é, suas solucdes analiticas. Por
exemplo, o modelo apresentado no exemplo 1 tem como
solugdo analitica a fungdo m(t) = mpexp(—at), onde m
é a massa da substancia radioativa no instante inicial.
Entretanto em problemas mais complexos, como por
exemplo a equagdo da continuidade em regides com
geometria irregular, dificilmente conhecemos a solugédo
analitica. A dificuldade em obter solucdes analiticas fa-
voreceu o desenvolvimento de métodos numéricos para
calcular solug¢des aproximadas. Embora muitos métodos
numéricos eficientes ja fossem usados antes do século
XX, a questdo do calculo numérico restringia bastante
sua utilizacdo em modelos mais realisticos. O desenvol-
vimento dos computadores nos tltimos sessenta anos
tem ampliado de forma expressiva a gama de proble-
mas que podem ser investigados usando aproximagoes
fornecidas por métodos numéricos. Presenciamos um
crescente desenvolvimento de programas computacio-
nais, chamados simuladores em algumas dreas, que tem
como modelo sistemas de equagdes diferenciais que in-
corporam mais e mais as complexidades dos fendmenos
em estudo.

2 Processos Difusivos: Equacdes Pa-
rabélicas
Nesta secdo usa-se o Principio da conservacio de Ener-

gia, na forma de calor, para obter uma equacéo diferen-
cial que representa matematicamente este principio. Esta
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é a Equacao do Calor, protétipo das equacdes paraboli-
cas, que sdo amplamente usadas no estudo de processos
difusivos.

De acordo Kreider (1972), para obter a versdo bidi-
mensional desta equagdo, considera-se uma placa homo-
génea fina

R={(xy);,0<x<L e 0<y<M},

isolada de modo que nenhum calor flua através de suas
faces, conforme Figura 1, isto é, que o fluxo de calor na
placa se realiza apenas na dire¢do dos eixos x e y. Além
disso, suponha que a temperatura na placa seja uniforme
em cada se¢do perpendicular aos eixos coordenados.

YA

L x

Figura 1: Placa retangular homogénea.

O Principio da Conservacdo do calor nos diz que:
A quantidade de calor acumulado numa regido R, por unidade
de tempo, é iqual a resultante do fluxo de calor que passa pela
fronteira de R somado a quantidade de calor gerado no interior
de R, por unidade de tempo.

Os simbolos matematicos podem ser usados para
reescrever cada uma das trés parcelas que estdo presen-
tes no balang¢o acima: termo de acumulacgéo, termo do
fluxo e termo de geracdo. Esta é a forma de obter uma
equagdo matemadtica que represente um principio fisico.

Detalha-se cada uma das parcelas separadamente
considerando uma porgdo arbitrdria da placa R, definida

por

Ry={(xy)/x<x<x+Ax e 7g<y<yg+Ay},
conforme Figura 2.
Y
g+ Ay p----
RP
gj 77777 ! 1
z 7+ As T

Figura 2: Por¢do da placa R.

A quantidade de calor, AQ, que se acumula em qual-
quer por¢do de uma placa, é proporcional ao produto

de sua massa m pela taxa de variagdo da temperatura,
aqui representada pela funcdo T(x,y,t):

oT
ot’
para uma constante positiva ¢, conhecida como calor
especifico do material que compde o corpo representado
matematicamente por R. Dessa forma, se p designa
a densidade do material (massa por unidade de é4rea),
entdo, em razdo da equagdo (1) a quantidade de calor
que se acumula em R, por unidade de tempo, € :
9Q

oT
T cprAyE, ()

AQ =cm (1)

oT
sendo 5 calculada em algum ponto de Ry, .

Passa-se ao célculo do fluxo que atravessa a fronteira
de Ry. A lei de Fourier nos diz que o fluxo de calor
que passa através de uma superficie é proporcional a
derivada normal da temperatura. No caso da placa
Rp, Figura 2, o fluxo de calor se da nas secdes retas
localizadas na diregdo dos eixos coordenados e, portanto,
a taxa de variagdo do fluxo de calor num ponto (¥,7),
por unidade de drea e unidade de tempo pode ser escrito
em termos do gradiente da temperatura neste ponto:

oT oT
ke kg )

Esta é a Equacdo Constitutiva que informa como se
difunde o calor no material que compde a placa, e as
constantes de proporcionalidades ky e k; sdo chamadas
coeficientes de condutividade térmica, uma caracteris-
tica do material. Sendo k, e ky positivos, e como o fluxo
ocorre na dire¢do da diminuigdo da temperatura, o sinal
negativo na equacao (3) é necessario. Adotando a con-
vencdo de sinais dos eixos x e y, o calor que entra em
Ry, na diregdo x é:

oT , _
kxﬁyg(x,y, £)
e o que sai:
oT , _
—kxAyg(x + Ax,y,t),
com 7 <y<7y+Ay.

Analogamente, na dire¢do y o calor que entra e que
sai €, respectivamente:

oT , or ,
kyAx@ (x,y,t) e — kyAx@ (x7+ Ax,t),

com ¥ < x < X+ Ax. Assim, o fluxo de calor resul-
tante (o calor que entra menos o calor que sai) é:

oT _ oT _
kxAy F (X+Axy,t) — F (xyt)| +
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oT , _ oT , _
k]/Ax @ (x/]/ + Ay/t) - @ (x/]//t) . (4)

O terceiro termo do balanco de energia, que repre-
senta o calor gerado por unidade de drea e de tempo,
no interior de R, é escrito em termos da fungao f(x,y,t).
Assim, a quantidade de calor gerada em R, por unidade
de tempo, é dada por :

AxAyf (xyt). (5)

Usando as equacdes (2), (4) e (5) no principio de con-
servacao de calor, tem-se:

aT 1 [oT ,_ JoT _
Cpg = XE |:ax (x + Axryrt) - g (x/y’t):| +

1 [oT , _ oT , _
by {ay 7+ 0 - 5 (x,y,t)] 4

fxyt),

e passando ao limite quando Ax e Ay tendem a zero,
obtém-se

oT 2T 2T
27 p— — —
i ky =+ ky " + f(x,yt), (6)

onde cp foi substituida por a? para ressaltar que ela
é positiva. Esta equagdo é conhecida também como a
equagdo da difusdo bidimensional.

De acordo com Cunha (2003), os problemas fisicos
tém condicdes de contorno que devem descrever ma-
tematicamente o que estd acontecendo no contorno do
corpo em estudo. Além da razao fisica, adicionar condi-
¢Oes extras a equagdo diferencial é crucial na descrigao
adequada do problema, do ponto de vista matemaético.
Em outras palavras, o conjunto equagdo diferencial,
condi¢des de contorno e condi¢des iniciais, deve ser
um problema bem posto: ter uma tnica solucédo e esta
solugdo deve depender continuamente dos dados do
problema (pequenas pertubagdes nos dados implicam
em pequenas varia¢des da solugdo).

Através da condicdo inicial informa-se como € a so-
lugdo no inicio do processo em estudo, t = 0. No caso
da equacdo do calor (6), a condi¢do inicial é uma fun-
¢do que traduz a distribui¢do da temperatura no tempo
inicial:

T(xy0) =To(xy), 0<x<L e 0<y<M.

As condi¢bes de contorno devem ser usadas nas
secdes retas localizadas nos eixos coordenados, as quais
podem ser dos seguintes tipos.

Se a temperatura é conhecida nos extremos, tem-se
condi¢des do tipo Dirichlet:

T(Oy.t) = filyt) e T(Lyt) = fa(yt);

T(x,0,t) = g1(x,t) e T(x,M,t) = ga(x,8),

com t > 0.

Se o0 fluxo de calor é conhecido, incluindo o
caso de fronteiras isoladas: hy(y,t) = ha(y,t) =0 e
w1 (y,t) = wa(y,t) = 0, tem-se Condi¢des de Neumann:

oT oT

g(o’y’t) = hl(y’t) € g(L/ylt) = hZ(yrt)/

T oT

@(x,o,t) = wy(x,t) e@(x,M,t) = wy(x,t),
comt > 0.

Se a temperatura da vizinhanga da fronteira é co-
nhecida, tem-se Condi¢des Mistas. Neste caso, pode-se
utilizar a Lei de Fourier para obter as seguintes relacdes:

0wt = MITO¥H ~ Fily)

oT

g(hw) =M [T(Lyt) — f2(yt)];

g;o@o,t) — [T 0) - gl

§§<x,o,t> = [T M) — ga(x,0)],
com t > 0.

3 O Método dos Volumes Finitos

O método dos volumes finitos é um método de discre-
tizacdo que é utilizado para obter a solugdo numérica
de vérios tipos de equagdes diferenciais, a partir da
integragdo da equagdo diferencial em uma regido, cha-
mada volume de controle. Uma caracteristica importante
do método dos volumes finitos é que em cada volume
discretizado, a grandeza fisica em questdo, por exemplo
a massa, obedece a uma lei de conservagdo, ou seja, sua
quantidade permanece conservada a nivel discreto. Esta
caracteristica torna o método dos volumes finitos muito
atil quando se quer modelar problemas para os quais o
fluxo é importante, como por exemplo, na mecanica dos
fluidos.

O fluxo de uma grandeza, como massa ou energia, é
definido pela a quantidade dessa grandeza que atravessa
uma regido com drea A, por unidade de tempo. Em geral
sdo os experimentos que nos informam as caracteristicas
do fluxo da grandeza em estudo. Por exemplo, a lei de
Fourier estabelece a relagdo entre o fluxo de calor e a
derivada normal da temperatura, conforme equagéo (3).

A quantidade de uma grandeza U que atravessa as
fronteiras de um volume de controle V por unidade de
tempo, é calculada pelo balanco na fronteira, isto é, pela
diferenga entre o fluxo que entra e o que sai de V. Os
fluxos, de um modo geral, sdo classificados conforme
de Oliveira Fortuna (2000) em:
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o Fluxos convectivos, que estdo associados a veloci-
dade do fluido. Por exemplo, se U for a tempe-
ratura, o fluxo convectivo seria o fluxo de calor
devido ao escoamento de 4gua quente de uma
regido mais quente para a regido onde a agua esti-
vesse mais fria.

e Fluxos difusivos, que sdo causados pela
ndo-uniformidade da distribuicdo espacial de U.
Novamente considerando U como temperatura,
surge um fluxo de calor na diregdo x, por exemplo,
quando hd um gradiente de temperatura presente
nessa diregdo. A componente do fluxo de calor na

diregdo x, dada por ka—u, onde k é o coeficiente de

condutividade térmica do meio, aparece no sen-
tido da temperatura mais alta para a mais baixa.
Como vé-se, a natureza do fluxo difusivo é dife-
rente do convectivo, pois mesmo sem movimento
pode ocorrer fluxo difusivo.

O resultado do balanc¢o da grandeza que cruza a
fronteira de V somado a producido de U em V, é propor-
cional a variagdo temporal de U dentro do volume de
controle.

Dessa forma, considerando apenas fluxo difusivo,
pode-se escrever a lei de conservacdo de uma grandeza
U em um volume de controle V:

Taxa de variagdo temporal elevado de U em V = Entrada
de U em V + Produgio de U em V.

Na expressdo acima consideramos produgdo positiva
(geragdo) ou negativa (sumidouro).

A seguir vamos usar o método dos volumes finitos
para obter equacdes discretizadas associadas a esta ex-
pressdo, e que serdo usadas na obten¢do de solugdes
aproximadas para uma equacao diferencial difusiva.

4 Discretizacao Conservativa da Lei
de Conservacao

Suponha que o fluxo de uma grandeza U seja represen-
tado pela funcédo vetorial F. O modelo matematico que
representa uma lei de conservagdo de U, num dominio
(), é a equacdo diferencial

onde Q é o termo fonte, que representa a produgdo de
Uem Q.

Como veremos, discretiza-se o dominio, isto é, gera-
se uma malha que serd usada na divisdo de (2 em volu-
mes de controle (); .

O método dos volumes finitos consiste em integrar a
equacdo diferencial em cada volume de controle, isto é,
transformar (7) na equagéo diferencial

aﬂd@:/ v.ﬁd0+/ QdO.
0; ot o oy

A integral da divergéncia de um vetor de fun¢oes
V.F no volume de controle Q; ¢, pelo teorema de Gauss,

igual a integral de superficie de 7i.F:

/ v.EiQ = f ii.Eds,
Q]' BQ/-

onde BQj é o contorno fechado de Qj e 711 o vetor unitario
normal a BQ]-. Assim, tem-se:

My = 75 A.Eds + / QdQ. @®)
Q; ot Ele? o}

Esta é a equagdo basica do Método dos Volumes
Finitos, que tem como uma de suas principais vanta-
gens trabalhar com as componentes dos fluxos sobre o
contorno do dominio.

Aproxima-se as integrais da equacdo (8) para se che-
gar na forma discretizada da lei de conservagéo.

Em resumo, o método consiste em 4 etapas:

e Divisdo do dominio de andlise em volumes de
controle finitos;

e Integracdo da equacgéo diferencial nos volumes de
controle;

o Discretiza¢do de cada integral de modo a obter um
conjunto de equagdes algébricas;

e Solucdo do sistema de equagGes resultantes, em-
pregando métodos numéricos.

5 Malhas e Volumes de Controle

Uma malha é um conjunto de linhas que se intersectam
em pontos que sdo os nés. Cada n6é da malha pode ser
conceptualizado como o ponto representativo do volume
de controle que o rodeia. A malha deve abranger todo
o dominio fisico da solugdo e os seus nés sdo os pontos
onde a varidvel dependente, temperatura para o caso da
condugdo de calor, assumird valores que sdo a solugdo
da equagdo discretizada.

Dentre os possiveis tipos de malhas, hd malhas es-
truturadas, que apresentam uma estrutura ou regulari-
dade entre os pontos na distribuicdo espacial e malhas
ndo-estruturadas, devido a auséncia de regularidade na
distribui¢do dos pontos.

Em malhas estruturadas, as fronteiras dos volumes
de controle sdo definidas pelas mediatrizes dos segmen-
tos que unem dois nds consecutivos, conforme Figura 3.
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Linhas definidoras
das interfaces dos
volumes de controle

Volume de
_| controle

I
|
T
]
'
i
1
I
]
i
]
1
1
]
--F-4--}F-4
i
'
T
I
I

Malha Dominio

Figura 3: Malha em coordenadas cartesianas (linhas
cheias) e volumes de controle (linhas tracejadas).

Apesar dessa figura induzir tal raciocinio, uma ma-
lha estruturada ndo tem necessariamente que ter um
espacamento uniforme. No caso da malha ser uniforme,
0 nd que representa um determinado volume de con-
trole se localizard no centro geométrico desse volume,
tal como se pode observar na Figura 4, que representa
um volume de controle interno, isto é, que ndo possui
nenhuma face no contorno do dominio.

A notagdo usada também é apresentada na Figura 4.
As interfaces dos volumes de controle sdo denotadas por
e,w,n e s e suas dimensdes sdo Ax na direcdo do eixo x
e Ay na dire¢do do eixo y. As outras dimensdes como
por exemplo Axgp ou Aypg, sdo auto-explicativas. Neste
caso, em que a malha é uniforme, Axgp = Axpy = Ax
e Aynp = Ayps = Ay. As varidveis qe, quw, qn € s
representam os fluxos nas interfaces dos volumes de
controle.

Azpy Axpp
Ax
+
Yit+1 T N T
1 1
1 1
: G
1 ) 1
——————— :———————ori— -——-:——————- Aymv
! Guw ! qe
1 1
1 1
W W P | E
v ¢ . By
1 1
n ! !
1 ds
1 1
_______ Y T e e ———
: . ? : Awps
1 1
1 1
1 1
1 1
Yi-1 L L
S
Ti-1 Z; Tit1
T

Figura 4: Volume de controle interno

Na préxima segdo utiliza-se o método dos volumes
finitos na discretizagdo da equagdo da condugao de calor
bidimensional utilizando uma malha estruturada com
espagamentos uniformes.

6 Uma aplicacdo: condugao do calor

Considere a equagdo da conducédo térmica bidimensio-
nal, transiente e com termo fonte, deduzida na secéo 2.
Assim sendo, procura-se a temperatura T(x,y,t) que é
governada pela equagdo (6):

oT *T 9T
O=; :kX@JrkyW +f ©)
onde (x,y) € R, uma regido do plano (xy), t > 0,
o(x,y,t) > 0 é a densidade do meio, ¢(x,y,t) > 0 é o
calor especifico do material pelo qual o calor é condu-
zido, k(x,y,t) > 0 e ky(x,y,t) > 0 sdo os coeficientes
de condutividade térmica nas dire¢des x e y, respectiva-
mente, e f(x,y,t) o termo fonte.
A equagido (9) pode ser rescrita usando o operador
divergente:

2 —
Py (coT) =V.F +f, (10)
onde - -
- - -

denota o fluxo que passa através das faces do volume
de controle.
No caso em que R é um retangulo
R={(xy);0<x<l; e 0<y<l},

a malha usada na discretizagdo espacial é:

xi:(212_1>Ax i=0:mp, onde (m—1)Ax=1Iy;

2j—1
yj = <]2> Ay j=0:mp onde (my—1)Ay=1.

Na varidvel tempo, toma-se t, = nAt, n = 0,1,....
Denota-se por Tl-”]- a aproximagao de T(x,y,t) no ponto
da malha (xi,yj) no tempo ty, isto é,

A Figura 3 ilustra os volumes de controle definidos
pela malha.

Integrando a equacao (10) no volume de controle V
de referéncia e no intervalo de tempo
[ty , tyi1], Obtém-se:

t, ty
/ “/ 90T jyar — / “/V.Fdth+
tn v ot tn v
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(12)

/ b / AVt
t v f '

Considerando c e p constantes e supondo suavidade

de %—7;, pode-se inverter a ordem de integracdo do lado

tr —
/ / V. Fdvdt+
ty %4
/tn+1 / dedt
b Jv ’

7 Desenvolvimento do termo transi-
ente

esquerdo da equacgdo (12):

[ aT
CP/V./tn Edtdv =

(13)

Usando o teorema fundamental do cédlculo, tem-se:

nt1 9T n+1l _ n
p/ /t Sy Cp/v (74t — 1) av

1%

cp (T,’;“ - T}}) AV,

onde na tltima passagem usa-se a férmula de integracdo
dos retangulos (ponto médio).

8 Desenvolvimento do termo diver-
gente

Aplicando o teorema da Divergéncia de Gauss, transforma-
se a integral de volume em uma integral de linha:

tpv1 — bt —
/ /V.Fdth:/ fﬁ.pds,
tn 1% th S

sendo S o contorno fechado do volume V, e #i um vetor
unitdrio normal a S que aponta para fora de S. Por outro
lado:

(14)

JiFas=Y [ i Fas,
s = Js,

onde g representa as interfaces ¢, w, n e s, conforme mos-
tra a Figura 4. Desta forma, # = (1,0) na interface e,

= (—1,0) na interface w, n= (0,1) na interface n e
n= (0, — 1) na interface s. Assim, pela equacdo (11):

fs /k 9% 4s - /k—d5+

oT aT
/nky@dsf/& kg ds- (9)

Utilizando a regra do ponto médio, aproximamos cada
uma das integrais na equacdo (15) pelo produto do

integrando no ponto médio de cada interface por seu
comprimento. Por exemplo:

oT
Ay ("Xax>

é o valor do fluxo no ponto médio da

T .
[ kgds =

oT
onde (kx 8x>
e

interface e. Assim,

> [(50)] - (50
(3)]-63)]

Considerando ky e ky constantes e aproximando os
termos difusivos por diferencas centrais,

T\ | . (Te—Tp
(k)| == (Fa).
e

com erro de ordem (Ax)?, tem-se

e Tp Tw
jgn FdS: |:kx (Ax) *kx (Ax)] Ay+
Tn —Tp Tp —Ts
o () -+ () ax 0

+ (8y)’]

Dessa forma, o lado direito da equagéo (17) fica:

)
(kx y+kyA ) )+ (kY )
<k y) Ty (1) + (kyig Tn(t) +
(kyi;) Ts(h).

Assim, obtém-se a seguinte aproximacdo para a equagao

7

e

: —
}éﬁFdS Ay +
JS

Ax.

(16)

com erro de truncamento de ordem O {(Ax)

F(T(t)) =

(14):
Ent1 — bnt1
/ / V. F dvdt = / F(T(8))dt, (18)
tn v tn
com erro de truncamento de ordem O {(Ax)2 + (Ay)z} .

O lado direito da equagéo (18) s6 pode ser integrado
se for feita alguma aproximacado temporal para F, utili-
zando as regras usuais de integracdo numérica.

Considera-se as seguintes aproximacoes:

(i) /t "R (T()dt = F(T") At (19)
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com erro de ordem Atf,
by

(ii) / TRT()dE = (T A 20)
tn

com erro da ordem de At,

(i) /t't"“ E(T(8)dt = | £ (TM);F TV At 1)

com erro da ordem de (At)z, pois de acordo com de Oli-
veira Fortuna (2000), esta aproximacédo é a regra dos
trapézios.

As trés formulagdes anteriores podem ser generaliza-
das pela expressao

/ttnﬂ F(T(#))dt = [GF(Tn-H) +(1-9) F(T”)} At,

em que 6 é uma constante real que varia entre 0 e 1.

9 Equacao (9) discretizada

Inicialmente, discretiza-se o termo fonte usando a meto-
dologia da segdo anterior, isto é:

trt1 b1
/ / FdVdt = / FpAVdt
tn 1% tn

= [ofpt1+ (1-0) f| avat,

onde 6 varia entre 0 e 1 e fp é valor de f no centro do
volume de controle V' de referéncia, conforme Figura 4.

Reunindo todos os termos da equagdo (13), na forma
discretizada, obtém-se:

cp (Tp = Tp) AV = [0F(T™1) + (1 - 0) F(T")| At +

[9 it 4 (1—9) f;;} AVAL.

Dividindo por AV At, tem-se:

Tt — T8 _ 1 [GP(T"H) +(1— ())F(T”)] N
At cp AV
]' n n
s [prH +(1- Q)fp] / (22)

que é uma forma discretizada da equagdo (9), utilizando
o método dos volumes finitos.

10 Formulagdes Explicita, Implicita
e de Crank-Nicolson

De acordo com os valores assumidos por 6 na equagao
(22), resulta nas formas explicita implicita e de Crank-
Nicolson para a equagdo (9). A seguir detalha-se estes
métodos.

10.1 O Método Explicito

Fazendo 6 = 0 em (22), o método de discretizagdo é o
Método Explicito definido por

Tp =Ty 1 [F(T")
At co

AV +f4 . (23)

Levando em conta as expressdes dos erros das discretiza-
¢des no espago, equacgdo (17), e no tempo, equagdo (19),
verifica-se que o erro de truncamento da aproximagao
definida por (23) é de ordem O [At + (Ax)* + (Ay)z} .

Com este método, o valor de Tp no instante f,,11, Tg“,
pode ser encontrado explicitamente em fungdo dos valo-
res da temperatura em P e nos nés vizinhos no instante
ty.

Substituindo os pontos nodais de (23) pelos seus
respectivos indices, definidos na Figura 4, obtém-se:

+1
At B
1 k Tiﬁl,j - ZTfj + Ti’il,f +k Ti’?j+1 B ZTi’Tj * Tl??ffl
o x Ax2 y Ayz
1
@fi,]v

onde T}, = T(xiYjtn), i=2:(my —1),j=2:(mpy—1)
e n=0,1,..
Explicitando Ti”j+1 em funcdo dos demais termos,

resulta:
T;j]ﬂ = [1-2(a+A)] T+
a ( i1, T Tilil,j) +A (77?;41 + fl]el) +
At ,
o (24)
At k At k
com a = ——xz e A= ——yz
cp Ax co Ay

Na Figura 5, assinala-se os pontos envolvidos em
cada passo do processo. Designa-se por “x” o0s pontos
nos quais T é conhecida e usada para as aproximacoes

“u_

nos pontos assinalados por “o

tn tn+l
Tiji1
©
Ty Tij (T T;,;
Tij1

Figura 5: Esquema para o Método Explicito.
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A precisdo da aproximagdo obtida na equacéo (24)
pode ser melhorada com o refinamento da malha, isto €,
pela diminuicdo dos valores de Ax, Ay e At, uma vez que

o erro é de ordem O [At + (Ax)* + (Ay)z} . Neste caso, o

nimero de pontos nodais aumenta com o decréscimo de
Ax e Ay, e o nimero de intervalos de tempo necessarios
para calcular a aproximagdo até o tempo final também
aumenta com a diminui¢do de At. Logo, o tempo de
computagdo aumenta com o refinamento da malha.

Uma vez escolhidos Ax e Ay, o valor de At nem
sempre pode ser escolhido arbitrariamente. De fato, ele
é determinado pelas exigéncias da estabilidade.

Segundo de Oliveira Fortuna (2000), uma maneira de
analisar a estabilidade é escrevendo os valores
T{lj = T(x,»,yj,tn) na forma

T — (I)”eIQxieIRyjl

. (25)

emque | = V=1, ®" sua amplitude no instante 7, Q e R
os nimeros de onda nas dire¢des x e y, respectivamente.

Para que T;; ndo aumente sem limites, nenhuma
das amplitudes @ na equacdo (25) pode crescer arbi-
trariamente. “Esta técnica é conhecida como andlise de
estabilidade de Von Neumann, de acordo com Thomas
(1995)".

Como exemplo de aplicagdo, vamos obter o critério
de estabilidade para a discretizagdo da equagdo (24), no
caso particular em que f(x,y,t) = 0.

Substitui-se cada termo da equagdo (24) usando a
equagdo (25), isto é, insere-se

Tl?’lj-&-l =  Prt1plQxi IRy,

Ti@tlj — q)nelQ(xi:tAx)eIRyj
n _ n,IQx; ,IR(y;+Ay)

Ty = Ple™le Yji=ay),

na equacdo (24). Assim, obtém-se:

@1 IQ%i IRV — [1 — 2 (a4 1)) @l Q¥ieRY) 4
ad" {eIQ(x,--i-Ax)elRyj + eIQ(xi—Ax)eIRy]} +

AD" [elei oIRU+Ay) 4 ,1Qx; EIR(yijy)} _

Divide-se os dois lados dessa equacdo pelo fator comum
e!Q%ie!RYj e agrupa-se os termos, obtendo

O = @ |12 (a4 A) +a (el 4710 4

A [(d’@f + e*“%')] : (26)

Os termos que envolvem as exponenciais complexas
podem ser simplificadas por meio das identidades

o1Qxi + e 1Q% — 200 (QAX)

™™ 4 e RY = 2c0s (RAY)

que substituidas em (26), fatorando os termos comuns,

fornecem

" =" [1 4 20 (cos (QAX) — 1) + 2A (cos (RAY) — 1)]
=GP".

O termo G,
G =1+2a(cos (QAx) — 1)+ 2A (cos (RAy) — 1)

é conhecido como fator de amplificagdo, pois ele controla
a amplificacdo ou atenuacdo de ®".

Para que a amplitude " ndo aumente a cada passo
no tempo, a condigdo

q)nJrl
&

=G| <1

deve ser satisfeita. Isso implica que « e A devem satisfa-
zer a inequacgédo

-1 < 142a(cos(QAx)—1)+
1.

2A (cos (RAy) —1) < (27)

Em fun¢do dos valores médximos e minimos de
cos (QAx) e cos (RAy), o lado direito da equagdo (27)
é satisfeito para quaisquer QAx, RAy, x e A. Ja para
o lado esquerdo, resulta, para os valores minimos de
cos (QAx) —1=—2 e cos (RAy) — 1= —2:

1—-4(a+A)> -1 (28)
k
Lembrando que a = ELYZ eA= g—yz, a desi-
co Ax co Ay
gualdade (28) sera:
At ke Atk 1
o Ax2  cp Ay2 — 2’

ou seja, o passo no tempo deve satisfazer a condigao

At < P :
2 [kx (Ax) 2 4k, (Ay)—z}

(29)

Este é o critério de estabilidade para o método explicito
(24).

Em resumo, a desigualdade (29) estabelece a rela-
¢do entre o passo na discretizacdo do tempo, At, e os
espacamentos na discretizagdo em x e y, Ax e Ay respec-
tivamente, de modo que o esquema numérico associado
a discretizagdo (24) seja estavel.

Quando a estabilidade de um método depende de
uma relacdo entre os tamanhos dos passos utilizados na
discretizagdo das varidveis independentes da equagéo,
dizemos que ele é condicionalmente estdvel. Assim, a con-
digdo (24) estd nos dizendo que o Método Explicito para
a equagdo do calor (9) é condicionalmente estavel. Ob-
serve que esta condicdo pode ser restritiva. Por exemplo,
secp =1, ke =k, =5e Ax = Ay = 1072, a estabilidade
estard garantida se At < %10’5.
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10.2 O Método Implicito o i

Para 0§ = 1 na equacdo (22), o método de discretiza- Jn

¢do é o Método Implicito. Com este método, o valor T

da temperatura em cada instante t,;1, Tg”, pode ser 6 & &
calculado implicitamente em fungdo de alguns valores Ty T Tio | Ty
temperatura T no mesmo intervalo de tempo, conforme o

a equagao e

Tn-‘rl _Tn n+1
P p_ 1 {F(T ) (30)

n+1
M | av T ] '
Como o erro de truncamento na discretizacdo da
equacdo (30) é a soma dos erros de truncamento das
discretizagdes (17) e (20) utilizadas, o erro do Método
Implicito é de ordem O [At + (Ax)2 + (Ay)z} .
Substituindo os pontos nodais pelos seus indices,
obtém-se a equagdo que define o Método Implicito:

Figura 6: Esquema para o Método Implicito.

At ky At ky
o8 °7 T o Ay
de ondas nas direcdes x e y, respectivamente.

Em fungdo dos valores méximos e minimos de
cos(QAx) e cos(RAy), a inequagdo |G| < 1 é sempre
satisfeita. Assim, conclui-se que o Método Implicito é
incondicionalmente estdvel, ou seja, 0 método permanece
estavel para qualquer escolha de Ax, Ay e At.

Dessa forma, uma vez que valores maiores de At
podem ser usados com o Método Implicito, os tempos
de calculo podem ser reduzidos, com pouca perda de
precisdo. Todavia, para poder maximizar a precisdo, At
devera ser suficientemente pequeno.

em que & = Q e R sdo os niimeros

1
T - T
At
L[, i — 2T 4+ T,

T?Prl

i+1,j i,j i ij+1

X Ax2 Y

o

+1 +1
- ZT:]' + T:T]i 1
Ay?

1 frrt
cp M
comi=2:(m—1),j=2:(my—1)en=0,1,.

Separando as aproximagdes conhecidas, as do nivel
de tempo t,, das ndo conhecidas, as do nivel de tempo
ty4+1, Obtém-se:

1 1 ! ! 1
ATEEL 4 T 12 (a+ )] T 4 a4+ AT

10.3 O Método de Crank-Nicolson

Fazendo 6 = 1 na equacao (22) chega-se ao Método de
Crank-Nicolson, no qual os valores da temperatura sdo
definidos por uma média entre os valores das tempera-
turas nos instantes t, e t,,11. Assim sendo, a equagdo
(22) toma a forma:

At
= T + o frL (31)

L]

At ky

A o A
Assim, resolve-se um sistema pentadiagonal a cada

nivel de tempo. O aumento do custo para resolver o

sistema é compensado pelo fato do Método Implicito ser

Tl _n 1 [F(T"tY) 4+ F(T"
P p:{( ) ()+f}§“+f{§,

At 2co AV

com erro de truncamento de ordem

incondicionalmente estédvel, como mostra-se a seguir.
Na discretizagdo pelo Método Implicito, aparecem
aproximacgdes das solugdes nos pontos da malha
(xiyitn1),  (xicuyptns1),  (XiYptn) (Xic1Yjtns),
(xi,¥j-1tns1) € (xi,Yjs1,tny1), conforme Figura 6, onde

@) [(Atz) + (Ax)*+ (Ay)z} , que é a soma dos erros das
discretizagdes (17) e (21).

Com a substituigdo dos pontos nodais pelos seus
indices, o Método de Crank-Nicolson tem a forma

: . T T
“x” representa os pontos nos quais T é conhecida e i i
usada para as aproximagdes nos pontos assinalados por At
u_ n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
o™ 1 Ty =20 + Ty T — 2T 4105
Com relacdo a estabilidade do Método Imp'licit(.), pro- oo |1 Ax2 y Ay?
cedendo de modo anélogo a subsecdo anterior, isto é,
utilizando a componente de Fourier dada pela equagdo L Ty =215+ Ty L T =215+ Ti5 4
(25) e a andlise de von Neumann, verifica-se que o fator T 20p | Ax2 Ay?
de amplificacdo do Método Implicito, na auséncia de 1 .
termo fonte, aplicado a equacdo (31) é dado por = = in]ﬁ,
cot

1

G = 1—2a (cos(QAx) — 1) —2A (cos(RAy) — 1)’

comi=2:(m—1),j=2:(my—1)en=0,1,..
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Colocando T"*! em funcido dos demais termos, tem-
se:

AT+ a5 4 21— (a4 D] T 4 a T, +

i+1,j
A:r;j]jll =aTly; + AT +2[1— (a+ M) T) +
At n+l
com a = At ks e _ A Ky
~ cp Ax2 ~cp Ay’

Na equagdo do Método de Crank-Nicolson (32), apa-
recem valores das aproximagdes em dez pontos da ma-
lha, como ilustrado na Figura 7, onde “x” representa
os pontos nos quais T é conhecida e usada para as apro-
ximagdes nos pontos assinalados por “o”. Cinco destes
pontos sdo conhecidos, pois correspondem as aproxima-
¢des no nivel de tempo t,;. Os outros cinco valores sdo
calculados ao se resolver um sistema pentadiagonal. Por
isso, o0 Método de Crank-Nicolson também é implicito.
De acordo com Thomas (1995), é possivel mostrar que o
método de Crank-Nicolson é incondicionalmente estével.

tn tn+1

Tijr1 AT

A4
© © ©
Ti 1 T:; iy Ti 1 T;; Titr

&
A4

Tij1 Tij

Figura 7: Esquema para o Método Crank-Nicolson.

11 Inclusdao das Condi¢oes de Con-

torno na Discretizacao

A equacdo (22) representa a equagdo discretizada para
um volume de controle interno. Para se obter o sistema
de equacdes algébricas completo, é também necessario
obter as equagdes para os volumes que estdo na fronteira.

Para isso, existem vdrias alternativas de implemen-
tacdo das condi¢des de contorno do problema; os mais
comuns sdo discretizagdo com meio volume, volumes
ficticios e balangos para volume de fronteira, conforme
Maliska (2004).

Neste texto, apresenta-se apenas a técnica de balango
para volumes de fronteira. Este é o procedimento consi-
derado adequado por varios autores, conforme Maliska
(2004).

Segundo Sperandio et al. (2003), esta técnica consiste
em integrar, no espaco e no tempo a equagdo diferen-
cial também nos volumes de fronteira, da mesma forma

realizada para os volumes internos, respeitando as con-
di¢des de contorno impostas. Assim, as condi¢des de
contorno ficam embutidas nas equagdes para os volumes
de fronteira.

A seguir detalha-se o procedimento no caso do Mé-
todo Explicito. De forma anédloga obtém-se as equagdes
discretizadas, referentes aos volumes na fronteira, nos
Meétodos Implicitos e Crank-Nicolson.

Dessa forma, integrando a equagdo (9) no volume
de referéncia, na fronteira, conforme Figura 8,

Az
e E—
Ax
B e E—
N
: n :
Cont v & A
ontorno —t+= e —] .
w P e FE y
_____ Ay
' s '
Ly
+—
Az
2

Figura 8: Volume de fronteira-uma face na fronteira

tem-se a seguinte equacéo:

T Ty 1 [E(TY)
At co | AV

+f1’3} , (33)

Ay +

B(T(H) = [(k?)\ —(kff)‘
(60)] - () ]
T

sendo <kx8x) ‘ o fluxo no contorno w.

As derivadas que ndo estdo na fronteira sdo avaliadas
como na equagdo (16), e as que estdo na fronteira sdo
modificadas, ficando

oT _ Tp — Tow
(+:5) ‘ = (T
cw

Substituindo na equagdo (33) os pontos nodais pelos
seus indices, obtém-se:

T = (1 -sa—2A) Ty e (T 2T ) +
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n n At n A
A (Tl,j+1 + T1,]>1) + afu/ (34) e
YA i
. At ky At ky i
Com]:2:(m272),0(:§Ax2 e :gryz o N i
Gn!
Esta ¢ a discretizagdo da equagdo (9), utilizando Ay i T __________
volumes de fronteira, com uma face na fronteira, no o a
caso, face w. S v Ay
R Ay w P e FE
Para volumes de fronteira com uma face em e, ou =29 * 0
uma face em 1, ou uma face em s, considerando « e A 2 l >
como definidos na equacdo (34), as discretizagdes sdo s ‘L
respectivamente: +
’ Az Ag
e Fronteira a Leste: face e 2
T,:;TEL]‘ = (1-8a=20)T, ,,+ Figura 9: Volume com duas faces na fronteira
n n
(2T g Thag) + .
e Volume de fronteira nas faces w e s
n n
A (Tml—l,j-H + ml—l,j—1> +
At ,
o fm-1y T = -3+ A) T +a (Tgl + ZT;J) +
At
=2 (my—2). A(T" 2T") S
comj=2:(mp—2) 122l )+ Cpfl,l
e Fronteira ao Norte: face n .
e Volume de fronteira nas faces e e s
1
Ti},ln—:z—l = (1-2a-30)T/, 1+
o (Tiﬁrl,mzfl + Ti’il,mrl) + T,'Zlf}l,l = [1-3(a+M)]Ty 11+
A (2T;jmr% + Tlﬁlmz_z) + « (ZTZﬁ%ll + T,Qﬁl,z,l) +
At
afz??mzfl' A (Trﬁl—m + ZT::”*L%) +
At
comi=2:(m —2). cp’ M-I
e Fronteira ao Sul: face s e Volume de fronteira nas faces w e n
T = (1-20-3A) T + T = [1=3(+A)]T,, 1+
w (Tay + Tyy) + A (Th+ 17y ) + o (T, 1 +215, )+
At
s, (T T )
A,
comi=2:(m —2). cp’ V2=l
No caso do volume de controle ter duas faces na e Volume de fronteira nas faces e e n
fronteira, por exemplo, como o da Figura 9, as condicdes
e oT Trﬁ—ltll,mzfl = [1=3(+M)] Ty 1 m-1+
de contorno sdo inseridas pelos termos kxg e
n n
cw & <2Tm1_%’m2_1 + Tm1—2,m2—1> +
oT
gL . A N . n n
(kx e ) , de maneira andloga a dos casos anteriores. A (ZTml—l,mZ— ! + Ty -1, m2—2) +
Ccs
At

Assim, as formas discretizadas para a equagdo (9)
sdo as seguintes:

7f"
co my—1,my—1"
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12 Experimento Computacional

Neste experimento aplicou-se os métodos Explicito, Im-
plicito e de Crank-Nicolson para encontrar aproximagdes
para a equagdo do calor

oT [3*T  0°T
v~ (5t 5r) =0 )

com0<y<1 0<x<1 e t>0,aqual adicionou-se
as condigdes iniciais e de contorno:

TO,y,t) = T(1,y,t)=0
T(x,0,t) = T(x,1,t)=0
T(x,y,0) = sen(mx)sen(2my)

Por derivagdo nas varidveis t, x e y verifica-se direta-
mente que

Te(x,y,t) = eiSﬂztsen(nx)sen(Zny)

satisfaz a equagdo diferencial e as condi¢des adicionais
do problema. Para encontrar solu¢des aproximadas com
os métodos Explicito, Implicito e de Crank-Nicolson,
aplicadas neste caso em particular, utilizou-se o software
Matlab.

Na Tabela 1, apresenta-se o erro correspondente ao
método explicito no tempo t = 0.1 para N pontos da
malha nas dire¢des x e y. Para obter este resultado

1
usamos Ax = Ay = N € At =0,8-107% para N = 51.
Esta Tabela também indica os erros correspondentes aos

métodos implicitos e de Crank-Nicolson, considerando
At = 0.005 também para N = 51 e no tempo t = 0.1 .

Tabela 1: Erros das aproximagdes

t N N2 de Passos Erros

Explicito 0.1 51 1250 04-10*
Implicito 01 51 20 0.2004
Crank-Nicolson 0.1 51 20 0.0461

Adotou-se como medida de erros na Tabelas 1,

1

Erro(T) = |Y (T;; — T.)*
ij
As Figuras 10, 11 e 12 mostram os resultados das
aproximagdes para a equacao (35) correspondentes aos
métodos Explicitos, Implicitos e de Crank-Nicolson, res-

pectivamente, para N = 51. Para comparagdo apresenta-
se também na Figura 13, o gréfico da solucdo exata.

SN
SR

SR
OSSR IT Y
‘:':\“\ y

Figura 13: Solugdo exata
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13 Conclusoes

No presente estudo, encontra-se resultados significativos
para aproximagdes da solugdo da equagdo do calor tran-
siente e bidimensional. Tais resultados foram obtidos
utilizando o método de volumes finitos, usando uma
malha estruturada; a fronteira do dominio coincide com
as linhas coordenadas, facilitando o trabalho de discreti-
zagao e de aplicacdo das condigdes de contorno. Todavia,
o método é aplicdvel em malhas ndo-estruturadas e em
dominios com contornos arbitrarios, de acordo com Ma-
liska (2004).

Segundo Ertekin et al. (2001), outros problemas que
envolvem equacgdes diferenciais parciais podem ser es-
tudados utilizando esta ferramenta. Em particular, esta
técnica pode ser usada para encontrar a aproximagédo da
solucdo para problemas complexos em vdrias areas da
ciéncia e da engenharia. Como por exemplo, pode-se
avaliar a eficiéncia da recuperagdo do petréleo disponi-
vel num reservatorio.
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