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Resumo

Este trabalho propée umamodelagem matemdtica de sistemasdindmicos bioldgicos controlados. Sdo considerados dois modelosde
interacdoentre presa-predador, o de Lotka-Volterra e ode Holling-Tanner. A estratégia de controle utilizada é a de controle bioldgico e a aplicacio
se dd no cultivo do milho. O objetivo desta estratégia de controle é manter a populacdo de pragas abaixo de nivel de danos econdmicos. O
problema do controle é resolvido de duas maneiras, sendo que a primeiraconsidera o controle 6timo linear para um modelo generalizado aplicado
ao caso dos sistemas linearizados e os ndo linearizados de Lotka-Volterra e Holling-Tanner e, a segundaconsiderauma estratégia de controle
otimo ndo linear aplicado no sistema de Lotka-Volterra.A contribuicio deste trabalho para pesquisas em controle biolégico de pragas é a
modelagem matemdtica de problemas de controle étimo linear e ndo linear e sua aplicacdo no cultivo do milho.A eficicia das estratégias de
controle para os sistemas utilizados é verificada por meio de simulagdes numeéricas.

Palavras-chave: Controle OtimoLinear, Controle Otimo Nio Linear, Modelo de Lotka-Volterra, Modelo de Holling-Tanner.

Abstract

This paper proposes a mathematical modelling of controlled biological dynamic systems. Two models of interaction between predator-prey
are considered, the Lotka-Volterra and the Holling-Tanner. The control strategy used is biological control and the application occurs in corn
cultivation. The purpose of this control strategy is to keep the pest population below economic injury level. The control problem is solved in
two ways where the first considers the linear optimal control for a general model applied to the case of linearized and non-linearized systems
of Lotka-Volterra and Holling-Tanner, and the second considers a strategy of nonlinear optimal control applied in the nonlinear Lotka-Volterra
system. The contribution of thiswork toresearch inbiological pest controlis themathematical modeling oflinear and nonlinear optimal control
problemsand itsapplicationin the cultivation ofcorn. The effectiveness of the control strategies for the systems used is verified by numerical
simulations.

Keywords: Linear OptimalControl, Nonlinear Optimal Control, Lotka-VolterraModel, Holling-TannerModel.




1 Introducao

modelagem matematica de sistemas
Apresa—predador ¢ uma importante
ferramenta nos estudos de problemas
biologicos. Com o objetivo de descrever o
comportamento interespecifico, surgiram
diversos modelos matematicos que retratam um
sistema presa-predador. Estesmodelos presa-
predador tém sido amplamente empregados na
modelagem deproblemas com controle biologico.
O controle bioldgico consiste em inserir
predadores em meio as pragas, prejudiciais as
plantagdes, com objetivo de manter a populagao
de pragas

econdmicosbemcomo evitar

abaixo do nivel de danos
a extingdo das
pragas, ja que isso poderia influenciar no
equilibrio ecoldgico. De acordo com Bassanezi
(2002) este controle visa minimizar ou evitar
perdas economicas.

Neste trabalho o controle biolégico foi
aplicadoem uma espécie de praga na lavoura de
milho. Nessa aplicagdo, a presa é a lagarta do
cartucho do milho, Spodoptera frugiperda, (Pereira,
2007) principal praga da lavoura de milho, e o
predador, seu inimigo natural, o
predadorTrichogramma. A vespaTrichogramma €
um predador natural da lagarta do cartucho do
milho (Cruz & Monteiro, 2004). A vespa
Trichogramma parasita os ovos das mariposas
(fase adulta da lagarta do cartucho do milho) e,
com isso, impede o nascimento de novas lagartas.
O ciclo de vida davespa € em torno de 10 dias. Ja
o ciclo de vida da presa (lagarta do cartucho do
milho) é em torno de 30 dias e esta descrito na
Tabela 1.

Tabela 1: Ciclo Biologico Spodoptera frugiperda

Ciclo bioldgico Spodoptera frugiperda

Incubacgao 3 dias
dos ovos
Periodo larval 15 dias
Média de ovos 100 ovos
por fémea
Ciclo total 30 dias

Fonte: Comunicado Técnico 114, EMBRAPA.
(Cruz & Monteiro, 2004)
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SegundoTang e Cheke(2008), a aplicacao do
controle biologico na lavoura se da logo apds
aparecerem o0s primeiros focos de pragas
evitando, assim, picos de infestagao que seriam
prejudiciais a cultura.No caso do cultivo do
milho, ao aparecerem as primeiras mariposas €
recomendado iniciar a aplicacdo do controle
biolégico. Na bibliografia de manejo de pragas do
milho nao foi encontrada qual o nivel de pragas
aceitavel na cultura de milho. No entanto, apds a
leitura de diversos autores fez-se um estimativa
para o nivel de pragas que ndo causem danos
econdmicos a lavoura. Estimou-se que este nivel é
de,em média, sete lagartas do cartucho do milho
por metro quadrado, ou seja, valores superiores a
esta densidade causam danos econdmicos a
lavoura.

Diversos trabalhos tratam do controle de
pragas por meios bioldgicos, dentre eles, destaca-
se o de o de Tang e Cheke (2008), onde o controle
de pragas foi feito de forma integrada, por meios
biolégicos e com inseticidas, e os controladores
sao nao lineares; o de Cardoso et.al (2009) que
propds o controle bioldgico de pragas da soja
utilizando otimizacdo evolucionaria multi-
objetivo; o de Molter e Rafikov (2011) e Molter e
Rafikov (2014) que propuseram o controle
biolégico de pragas em lavouras de soja
utilizando controle 6timo néao linear. Ja o controle
biolégico de pragas em lavouras de milho foi
tratado em Cruz e Monteiro (2004) e Pereira
(2007). No entanto, nestes trabalhos nao foi
utilizada a modelagem matematica do problema
de controle. No presente trabalho busca-se o
controle biologico da praga do milho descrevendo
o problema através de modelos matematicos.
Além disto, a abordagem do controle 6timo linear
e nao linear nesta aplicagao ¢ um diferencial deste
trabalho.

O objetivo deste trabalho é formular e
resolver dois problemas de controle étimo para
sistemas presa-predador com aplicagado no
controle bioldgico de pragas. O primeiro
problema visa utilizar controle 6timo linear
paraum modelo generalizado em sistemas
linearizados e néo linearizados de Lotka-Volterra
e Holling-Tanner. O segundo utiliza controle
6timo nao linear aplicado no sistema de Lotka-
Volterra.

Por meio de simulagbes numéricas se
buscard manter os sistemas em niveis de pragas



desejados para o equilibrio bioldgico e abaixo de
danos econdmicos.

2Modelo Generalizadode Interacao

entre Espécies

No propodsitode descrever a dinamica
ecologica, entre duas ou mais espécies, surgiram
diversos modelos de interacdo interespecifica,
tendo como um dos precursores o modelo presa-
predador de Lotka-Volterra formulado por Lotka
em 1925 (Lotka, 1925) e Volterra em 1927
(Volterra,  1927).
modelos foram criados na tentativa de generaliza-

Posteriormente, diversos
lo. Em 1936, surge o modelo geral de Kolmogorov
(Bassanezi, 2002) que pode ser descrito da
seguinte forma:

X = x;f; (Xq, e, X4y o, Xp)parai = 1,2, ..., 1,
ondex; representa a densidade populacional de
determinada espéciei e as fungdes firepresentam
as relagdesinterespecificasde cada espécie.

A partir, do modelo geral de Kolmogorov,
surgiram  modelos particulares que se
diferenciam pela relacao interespecifica, isto é,
pela funcdo f;(Bassanezi, 2002).
podemos destacar o modelo de Holling-Tanner
formulado por Holling em 1959 (Holling, 1959) e
adaptado por Tanner em 1975 (Tanner, 1975).
Sendo este, bem como o modelo de Lotka-
Volterra casos particulares do modelo de
Kolmogorov.

Neste trabalho,
modelos presa-predador distintos, Lotka-Volterra
e Holling-Tanner, ambos provém do modelo
geral de Kolmogorov, que para este caso tem a
seguinte forma:

Entre eles

estamos utilizando dois

X1 = x1f (%1, %), (1)
Xy = %9(%x1,%7),

ondex; e x, representam, respectivamente, a
densidade de presas e predadores.

2.1 Modelo de Lotka-Volterra

O modelo de Lotka-Volterra presa-predador
pode ser descrito da seguinte forma:

Xy =x,(rp — A Xy — agpx; ), (2)
Xy = % (=1y + Ap1 X1 + AzpX7),
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ondex; e x, sao respectivamente as populagdes de
presa (lagarta do cartucho do milho) dado pelo
numero de lagartas por metro quadrado, e seu
predador (vespaTrichogramma- inimigo natural)
dado pelo ntimero de vespas por metro quadrado.

O coeficiente 1, caracteriza a taxa de
reproducdo da lagarta do cartucho de milho
(presa); 1, caracteriza a taxa de mortalidade
natural de vespas (predador). Os coeficientes
a;,com i,j=1,2, caracterizam as taxas de
interacOes entre as espécies do sistema, sendo que
nesta situagao o a,, = 0, pois os predadores nao
competem entre si.Os valores dos coeficientes sao
calculados com base nos dados apresentados na
Tabela 1.Segundo o modelo de Malthus, temos
dN

Eer’ onde r é a taxa de crescimento ou

decrescimento de uma determinada populagao N,
dependendo se ¢ positivo ou negativo
respectivamente (Boyce & Diprima, 2002).

Uma solugao para o modelo de Malthus é N =
Nye™*, onde Nyé a condi¢do inicial. A partir dos
dados da Tabela 1, temos 100 = 1 - e3°™1, isto §,
In(100) = 307, obtendo-se r; = 2% — 15, A

50
expectativa de vida davespaTrichogramma é em

torno de 10 dias, portando, o coeficiente de
mortalidade é r, =11—0=0,1.Segundo Tusset e

Rafikov (2004), os valores de a,4,a,,€e a,; podem
ser calculados com base nas taxas de crescimento
e parametros de interacdo de cada espécie.
Considerando a;; = ;—11, onde K; =160 ¢é a

capacidade suporte de presas, obtemos a;; =
0,0009. Sejaa;, =a;;a, onde a=40 €é o
parametro de interagao entre presas e predadores,
obtemos a,, = 0,036. Para a,; = ;—22, onde K, = 65

¢ capacidade suporte de predadores, temos a,; =
0,0015.0s parametros Ky, K, e a foram obtidos de
Tusset,ef al.(2004), cuja fonte é bibliografica.

A obtencao de parametros por meios
experimentais, de fato, nao é simples.O
parametro r; é estimado para uma populagao em
crescimento exponencial ideal, onde todos os
ovos sdo passiveis de gerarem individuos que
chegam a fase adulta. Do ponto de vista bioldgico,
este seria o pior caso para uma infestacao de
pragas, visto que a geracao de novos individuos
estaria livre de perdas. Em cima desta estimativa
parary, determinada a partir dos dados da Tabela
1, outros parametros podem ser calculados. Ja os
valores das capacidades de suporte K; e K,,
devem ser obtidos de forma experimental. Neste



trabalho fez-se uma estimativa destes a partir da
leitura de trabalhos que tratam sobre o cultivo do
milho.

As taxas de interagdes entre as espécies do
sistema (a;;) sao calculados a partir de outros
parametros inerentes a estas, que sao a
capacidade de suporte de cada espécie (K; e K;) e
parametros de interagao («), estes que também
devem advir de experimentos reais, mas neste
trabalho foram obtidos da literatura.

Os valores dos coeficientes do modelo (2)
estao organizados na Tabela 2.

Tabela 2: Valores dos Coeficientes para o Modelo
de Lotka-Volterra

r r; agy aj; azy

0,15 0,1 0,0009 0,036 0,0015

Atribuindo os valores dos coeficientes da
Tabela 2a0 sistema (2) obtém-se:

% = x%;(0,15 - 0,0009x; — 0,036x,), (3)
%, = x,(—0,1+ 0,0015x;,).

O sistema (3) é quase linear na vizinhanga de
cada ponto critico. Para analisar a estabilidade do
sistema (3), primeiramente determinamos os
pontos criticos, de onde encontramos trés: P, =
(0,0), P, = (8,0)e P; = (66,67; 2,5).

Analisando a estabilidade dos pontos P,e P,
verificou-se que sdo instaveis. Também se
observou que o pontoP; ndo tem significado
bioldgico, no viés de controle bioldgico de pragas,
uma vez que nao existem presas e predadores.

Em P, temos a auséncia de predadores,
tornando-se assim, invidvel a aplicacdo do
controle biolégico.Em contra partida em P; ha
tanto presas quanto predadores, sendo este o
Unico ponto de interesse para analise.

Aplicando Série de Taylor no sistema (3) em
torno de P; = (66,67;2,5), obtemos, o seguinte
sistema linear:

v = —0,06y, — 2,4y,,
y, = 0,00375y, — 5 x 10~ %y,,

de onde obtém-se que y; = x; — 66,67 ey, = x, —
2,5.

Os autovalores do sistema linear (3) sao
complexos com parte real negativa. Portanto,
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temos um ponto espiral assintoticamente estavel
em P; = (66,67;2,5), deste modo o sistema (3) ira
estabilizar-se em P; = (66,67;2,5), entretanto
66,67 é um numero elevado de pragas para a
lavoura de milho, isto é, com esse nimero de
lagartas do cartucho, a lavoura tera sérios danos.
Neste caso, serd necessario aplicar uma estratégia
de controle a fim de diminuir o numero de
lagartas do cartucho obtendo, assim, um ponto de
equilibrio desejavel que nado cause danos a
plantacdo de milho.

Na figura 1 é apresentada a dinadmica do
sistema de Lotka-Volterra sem controle (3), com
condicOes iniciais em (2,2),que se estabiliza em
um nivel superior ao recomendado, ocasionando
danos a lavoura.

T T T T T T T T T

—Presa
—Predador | 7

Densidade Populacional

[i|==— [ L N S—— I I I
0 2 4 60 80 100 120 140 160 180 200
Tempo

Figura 1: Trajetdrias do Sistema de Lotka-
Volterra sem Controle.

2.2Modelode Holling-Tanner

O modelo de Holling-Tanner para uma presa
e um predador pode ser descrito como:

. ax, bx,
1 =5 <a K D+ x1)>' @)
. Bxy
Y2 =% ((D T ) V)'

Os coeficientesa, K, b, f,D, y representam

a taxa intrinseca de crescimento de presas,
capacidade suporte da populagao de presas, taxa
de captura, taxa maxima do crescimento de
predadores, constante da metade da saturagaode
presas e taxa de mortalidade do predador,
respectivamente.A taxa de captura b pode ser
obtida da primeira equagao do sistema (4) em um
ponto de equilibrio desejado(x7, x3). Dai, temos:
b= (a—=x))(xi + D).
k X3



Considerando os valores de g, K, D daTabela
3e o ponto de equilibrio desejado (6,7), a escolha
deste ponto sera justificada na proxima secdo,
obtemos b = 0,65. Os demais coeficientes podem
ser obtidos em Tusset, et al. (2004).

Tabela 3: valores dos coeficientes para o modelo

de Holling-Tanner.
a K b p D v
0,15 10 0,65 | 0,004 | 70 | 0,003

Atribuindo os valores dos coeficientes da
Tabela 3 ao sistema (4) obtém-se:

0,65x,
(70 + x1)>' (5)

- 0,003),

X =x (0,15 —0,015x%, —

o <o,oo4x1
X2 =2 \(70 + 1)

Para analise da estabilidade do sistema (5)
encontramos trés pontos criticos: P; = (0,0), P, =
(10,0)e P; = (210, —1292). Observa-se que P; ndo
é um ponto de equilibrio biologicamente viavel. A
partir da andlise da estabilidade o ponto P; ¢é
instavel e o ponto P, é estavel. O equilibrio natural
do sistema (5), como pode ser visto na figura 2, é
o ponto P, = (10,0). Pode-se observar que este
ponto nado € desejado por manter o nivel de presas
acima do aceitavel para danos econdmicos, o que
justifica aplicagdo do controle no sistema. Além
disto, este ponto mostra que os predadores sdo
levados a extingdo, o que também néo € desejavel
ao equilibrio bioldgico das espécies.

Para os parametros considerados acima e
condigOes iniciais em (2,2) obtemos os graficos das
populagdes de presa e predador, conforme Figura

i T T T T T T T T T

1 —Presa 1
ok ——— Predador | |

Densidade Populacional

r r L [— —
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tempo

Figura 2:Trajetdrias do Sistema de Holling-
Tanner sem Controle.
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Durante as simula¢Oes foram feitos alguns
testes com o sistema (5) para verificar a relagao
entre os coeficientes K e D. No sistema (4),
considerando o estado de equilibrio, atribuindo
os valores dos coeficientes e o equilibrio desejado,
e o valor de K ou de D, podemos calcular o
outro(ou K, ou D). Desta forma, observou-se que
aumentando ou diminuindo os valores de
Dtambém aumenta ou diminui K,
respectivamente. Entdo para um determinado K
devemos ter um D especifico correspondente.

3Controle Otimo Linear Aplicado a
Sistemas Nao Lineares

Como vimos nas subsecgbes 2.1 e 2.2 os
modelos de Lotka-Volterra (3) e Holling-Tanner
(5) estabilizam-se em um nivel de pragas superior
ao recomendado, sendo necessario a aplicagao de
controle.

Consideramos (x1,x;) o ponto de equilibrio
desejado. Escolhemos xi = 6, sendo este valor
abaixo do nivel de danos econdémicos. O valor de
x5 pode ser encontrado na primeira equagao do
modelo a ser considerado. Para o modelo de

Lotka-Volterra () n —:11961'
12

Considerando os parametros da tabela obtemos
x5 = 4, logo o estado de equilibrio desejado para
os sistema de Lotka-Volterra (3) € (x5, x3) = (6,4).
Ja para o modelo de Holling-Tanner (4) temos

a(D+x1)(x1-K
ERCAEEVIC RS} para o qual, com base na
bK

Tabela 3, encontramos x; = 7. Entao, o estado de
equilibrio desejado para o sistema de Holling-
Tanner (5) é dado por (x7, x3) = (6,7).

temos X3 =

x5 =

3.1 Controle Otimo Linear para
osSistemasLinearizados

O sistema de Kolmogorov (1) com controle é
descrito da seguinte forma(Tusset &Rafikov,
2004):

%1 = x1f (%1, %), 6)
Xy = x,9(x1,%;) + U,

ondeU =u + u".
Seja (xi,x3)o estado de equilibrio desejado
para sistema (1) tal que :



f(x1,x3) =0,
x5 f(xt,x3) +u* =0,

onde,

*

u" = —x;9(x1,%3).

Entao, o problema do controle 6timo estd em
encontrar a fungao de controle U que transfere o
sistema (6) do estado inicial (Naidu, 2003):

Y(O) = YO/
ao estado final:
Y(e0) =0,

e minimiza o funcional:

J = [, IYTQY +uRuldt,

x1 - x1 _ _

ondeY = ] [xz _ xz] =[1] e Q=

[qn ], sendo Q uma matriz semi-definida
22

positiva. Em geral as matrizes Q e R sao
denominadas de matrizes de peso, ou de
ponderacdo (Naidu, 2003). Nesta aplicagao elas
estao relacionadas ao custo social das populagdes
e o custo do controle a ser aplicado,
respectivamente (Caetano &Yoneyama, 2001;
Rodrigues, Monteiro & Torres, 2010).

Aplicando o controle deseja-se que o sistema
estabilize no nivel de pragas desejado a medida
que a perturbagao x — x* tenda a zero.

Linearizando o sistema (6) em torno do
ponto de equilibrio desejado (x7, x3), temos:

%y = x1f (ef x3) + £ (o1, x3) (g — x7)
+x1fe, (%1, x3) (1 — x9) + %1y, (%1, x3) (22 — x3),
%y = 259 (x1,%3) + g (a7, x3) (2 — x3)
+x395, (X1, x3) (1 — x1) + X35, (%1, x3) (22 — x3)
—x39(x1,x3) + u.

Reescrevendo o sistema linearizado (7) em
forma matricial tem-se:

Y = AY + By, (8)
onde
A= X1 fr, (X1, %2) X1 fr, (X1, %2)
X39%, (¥1,%3) %39y, (x1,%3) + g(x1,x3)
eB= [0 1]7.

Neste caso a fung¢do de controle U pode ser
obtida da seguinte lei de controle 6timo:
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u=—R71BTSY,

onde a matriz S, simétrica, definida positiva, é a
solucdo da equagao algébrica matricial de Ricatti:

SA+ ATS — SBR™IBTS + Q = 0. )

3.1.1Sistema Linearizado de Lotka-
Volterra

Considerando o sistema de Lotka-Volterra
com controle (6) e escrevendo na forma matricial
(8), obtém-se:

—0,036x;]

yl] _[0,0009x;
—0,1 + 0,0015x]

21 = 10,0015x; ][§1]+Bu, (10)

ondeB= [0 1] e no ponto de equilibrio

desejavel (6,4), temos:

A_[—0,0054 —0,216
— 1 0,006 —0,091)
escolhendo:
o 01, _
_[ 10]eR_[1].

Calculando a matrizSatravés da equagao de
Riccati (9), obtém-se:

-3,0731

. [48,0695
3,2759

~ [-3,0731

A funcgéo de controle 6timou do sistema tem
a seguinte forma:

u = 3,0731y, — 3,2749y,.

Em termos de aplicagdao, o resultado obtido
para urepresenta a quantidade de predadores por
metro quadrado que devem ser introduzidos na
lavoura por dia.

As simulagdes numeéricas para todos os casos
apresentados neste trabalho foram realizadas no
software Matlab, utilizando a fun¢ao LQR para
resolver a equagao de Riccati e Runge-Kutta de
quarta ordem para a resolugao do sistema.

As trajetérias temporais do sistema com
controle (10) sao apresentadas na Figura 3, com
condicOes iniciais em (2,2). Observa-se que o
sistema controlado aproxima-se do seu estado de
equilibrio em torno de 15 dias.
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Figura 3:Trajetdrias do Sistema Linearizado de
Lotka-Volterra com Controle.

3.1.2 Sistema Linearizado de Holling-
Tanner

Considerando o sistema (4) em um estado de
equilibrio desejado (x{, x3), temos:

. ax; bx3 — 0
4T T +x1))
Bxi
s "1 *=0’
xZ((D+x;) )T
Bxi

ondeu* = —x; ((D+x;) — y).
Escrevendo osistema de Holling-Tanner
linearizado (4) em forma matricial (8), obtém-se:

_a g, bx g bx
}';I:Iz ( K+(D+x{)2)x1 (D+x’{) [y1]+Bu (11)
Va DB x; Bxi _ |2 ’
(D+ x7)? (D+ x7)

ondeB=[0 1]" e no ponto de equilibrio

desejavel (6,7), temos:

. [—0,085 ~0,513 ]
~10,00034 —0,0027/)
escolhendo:
10 O
Q= [0 10]eR= [1].

Calculando a matriz S por meio da equagao de
Riccati(9), obtém-se:

54,5432

s —08527]
~1-0,8527 )

3,1733

A fungao de controle étimo u do sistema tem
a seguinte forma:

u = 0,8527y, — 3,1733y,.
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As trajetorias temporais do sistema
linearizado de Holling-Tanner com controle (11)
sdo apresentadas na Figura 4, com condigdes
iniciais com condi¢des iniciais em (2,2). E possivel
notar que o sistema foi controlado e atinge o seu
equilibrio desejado em menos de 25 dias.

T T T T T T T
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—Predador | |

o
T

|

>
7
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n

N
T
I

w

[ [ [ [ [ [ [

0 10 20 30 40 50 60 70 80
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Figura 4: Trajetdrias do Sistema Linearizado de

Holling-Tanner com Controle.

3.2Controle Otimo Linearpara SistemasNao
Linearizados

O sistema (1) com controle pode ser descrito
da seguinte forma matricial(Rafikov, Balthazar &
Von Bremen, 2008):

X =A4X+GX) +BU, (12)
ondeAd € R?*2é uma matriz constante, G (X) € R?é
um vetor cujos elementos sao fungdes nao lineares
continuas, B € R? eU € R* tal que U = u + u".

ConsiderandoX* = [xjx3]T o estado
equilibrio desejado, segue-se:

de

AX*+ G(X*) + Bu" = 0. (13)
O controleu*tem a seguinte forma:
u = —AX" - G(X"). (14)
Definimos
_ [Py |- x{]
A o S

ondeYé a perturbagdo no sistema (12) em torno do
estado de equilibrio desejado. Substituindo as
novas variaveis (15) em (12) e considerando (13)-
(14), obtemos as seguintes equagdes:

Y = AY + g(Y) + Bu. (16)



Teoremal. Se existem matrizes Q e R, definidas
positivas, sendoQ simétrica, tal que a funcao,

L(Y) = YTQY — g"(Y)SY — Y"Sg(Y),

é definida positiva. Entdo o controle linear
feedback:

u=—R"1BTSY,

é 6timo, no sentido de transferir o sistema nao
linear (12) de um estado inicial,

Y(0) =Y,

a um estado final:
Y(0)=0

minimizando o funcional:
J = [, TL(Y) + uTRu]dt,

onde a matrizS, simétrica, definida positiva,é a
solucdo da equagao algébrica matricial de Ricatti
9).

A prova do Teoremal pode ser encontrada em
Rafikov,et al. (2008).

3.2.1 Controle do Sistema de Lotka-Volterra

Reescrevendo o sistema de Lotka-Volterra
(2) na forma matricial (16), obtemos:

X
A= [_allxl

«
—0Q12% ]

"

—Ay1%7

—Tytay x; (17)
—a;,yi—a
g(v) = [ 11)1 123’1)’3],
—A21Y2Y17A22)2
ondeB=[0 1]7.
Considerando os parametros da Tabela 2 e o
ponto de equilibrio desejado (6,4)a matriz A4 (17)
tem a seguinte forma:

_ [—0,0054

—0,216
A= 0,006 ]

-0,091

Escolhendo,
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10 O
e=[y qpler=111
obtemos:

-3,0731

. [ 48,0695
= 3,2759]

-3,0731

Entdo, a fungdo de controle tem a seguinte
forma:

u = 3,0731y, — 3,2759,.

As trajetorias temporais do sistema de Lotka-
Volterra com controle (12) sao apresentadas na
Figura 5. E possivel notar que o sistema foi
controlado e as trajetdrias atingem o equilibrio em
aproximadamente 20 dias
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Figura 5: Trajetdrias do Sistema nao
Linearizado de Lotka-Volterra com Controle.
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Figura 6: Funcao Definida Positiva L(Y) para
0 Modelo de Lotka-Volterra.

3.2.2 Controle do Sistema de Holling-
Tanner

Reescrevendo o sistema (4) como a equagao
(12), obtemos:



ax;
a="x ° ]
0 v
e
gll
Y) =
g(¥) gﬂ]
onde
_ a(y, +x7)* — axix; — axjy;
g1 = ay, — A
bOu +x)Oa+x5) | bxix
(D +y;, +x7) (D +x3)
4y B0 +x)  ixi
2t (D +y; +x7) (D +xy)
eB=[0 1]"

Considerando os parametros da Tabela 3 e o
ponto de equilibrio desejado(6,4)a matriz A (18)
tem a seguinte forma:

A= [_0609 —0,%03]‘

EscolhendoQ = [100

S_[55,56 0 ]
= o 31593

0 _ .
10]eR = [1]. Obtemos:

Entdo, a fungdo de controle tem a seguinte
forma:

u = 3,1593y,.

As trajetorias temporais do sistema Holling-
Tanner com controle (12) sao apresentadas na
FiguraZ? e é possivel notar que o sistema foi
controlado e atinge o seu equilibrio desejado em
torno de 40 dias.
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Figura 7: Trajetérias do Sistema nao
Linearizado de Holling-Tanner com Controle.
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Figura 8: Funcdo Definida Positiva L(Y) para
o Modelo de Holling-Tanner.

4 Controle Otimo Nio Linear

O modelo de Lotka-Volterra com controle
otimo nao linear pode ser descrito da seguinte
forma:

% = x1(r — Qg% — Qg% ), 19)

Xy = 2(1y — Qg1 — Xy + U+ U),
ondex; e x, representam, respectivamente, a
densidade de presas e predadores.

O sistema (19) no equilibrio desejadoé dado

por

T~ A X] — Appx; =0,
Ty, — Qy1X] — QX5 +u" =0,
onde

*

U =— 1+ ayx] +azx; .

Este problema do controle consiste em
determinar a funcao de controle u que transfere o
sistema (19) do estado inicial:

Y(O) =Y,
ao estado final:
Y () =0,

minimizando o funcional:

J= [, TYTQY +ru?]dt,

X — X1 . - .
ondeY = [xl xi] e Q € R¥*? ¢ positiva definida
27X

e ¥ é uma constante a ser calculada.

De acordo com a programacao dinamica o
problema do controle 6timo formulado reduz-se
a resolucado da equacao de Hamilton-Jacobi-
Bellman (Molter &Rafikov, 2004):

i ds
#eow) = M0 (5 +w)



d
=(Z+w) =0, (20
onde®é o conjunto das fungdes de controle
admissiveis,u° é o 6timo do controle e
w=YTQY + ru. (21)
Em Molter, Rafikov (2014) é mostrado que
afuncgao

2

X;
5(x1,x2) = Zci <xi _xi* —x,*lTL (x_i>>;

i=1 t

éuma funcao de Lyapunov para sistemas

populacionais, satisfazendo a condigao final:
S(0) = 0.

A derivada total de S em relacao a t é dada
por:

ds * * *
Pl c1 (0 — x7)(—ay1 (g — x7) — ag,(x; — x3)) +
2 (xy — x3)(—apq (X1 — X7) — Az (x; — x3) + 1).

(22)

Substituindo as equagdes (21) e (22) na
equacao (20), obtém-se:

min X .

uE ¢{(C1(x1 —x7)(—ay; (x; — x7) — a (%, —

x3)) + ¢ (%, — x3)(—az1 (g — x7) — Az, (x; —
x3)+uw) +YTQY + ru?)} = 0. (23)

A fungdo u pode ser obtida da seguinte
condicao:

AW _ ¢
ou ’
entao,
u = — 2% (24)
2r

Substituindo a equagao (24) em (23) temos:

—C1041 (%1 — x;)z — 1045 (%1 — x7)(x — x;Z) -
€201 (% — X7) (X3 — X3) — €A, (X, — X3)° —

200 N2 200 H\2
T + (xirXZ) + 4110 — x;)Z + 21 (g —

2r
x1) (2 — x3) + @2 (¢ — X)) (X, — x3) + G (x, —
*\2 —
x3)* = 0.

Comparando os termos similares, obtemos o
seguinte sistema:
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—C1a11 +q11 =0,
—C1Q13 — €031 + a1 + 412 =0,

c c

—C20z2 _Z+q22 +E: 0.

Para realizar a simulagdo numeérica foram
considerados os seguintes valores: q;; = 3,75 X
1075, ¢4, = o1 = 0 € g, = 1,25 x 1072, A partir
do sistema (33) foram calculados c; = 0,0417,
c, =1ler =20.

As trajetorias temporais do sistema de Lotka-
Volterra com controle (19) sao apresentadas na
Figura 9.
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Figura 9: Trajetdrias do Sistema de Lotka-

Volterra com controle.

A Figura 9 mostra que o sistema controlado
aproxima-se do seu estado de equilibrio em torno
de 25 dias. Verificou-se em outras simulagdes que,
para este modelo, o tempo que as pragas levam
para atingir o nivel desejado depende dos
parametros da matriz Q e o valor de r. E possivel
reduzir o tempo gasto para atingir esse nivel, no
entanto isto também pode levar a picos de
densidades de pragas em momentos anteriores ao
equilibrio, o que nao seria desejado por causarem
danos a lavoura.

Observe que nesta secao foi realizado o
controle nao linear somente para o modelo de
Lotka-Volterra, visto que para o modelo de
Holling-Tanner nao é possivel realizar esse tipo
de controle (Schmid, 2005).

5 Conclusoes e Consideracoes

Este trabalho propds a formulagao e resolucao
de problemas de controle 6timo de sistemas nao
lineares presa-predador de Lotka-Volterra e de
Holling-Tanner. Foram utilizadas trés
metodologias de controle; o controle linear para



sistemas linearizados, o controle linear para
sistemas nao linearizados e o controle nao linear.

Os problemas de controle foram aplicados no
cultivo do milho, onde se percebeua necessidade
do uso de controle, pois os sistemas estavam
naturalmente equilibrados numa densidade de
pragas bem acima do considerado abaixo de
danos econdmicos.

Na literatura sobre o cultivo de milho nao
foram encontradas muitas informagoes sobre a
aplicagdo da modelagem matematica no controle
bioldégico de pragas. Neste sentido, este trabalho
pretende dar sua contribuicio. No entanto,
devido a esta deficiéncia, as informagdes sobre
coeficientes dos modelos matematicos sao
poucos, e para alguns deles nao se encontrou
nenhuma informagao. Talvez esta tenha sido a
maior dificuldade em empregar a metodologia
proposta.

Das técnicas de controle utilizadas podem-se
destacar algumas particularidades de cada uma.
Do controle linear para sistemas linearizados a
linearizacao do sistema pode ser vista como uma
desvantagem em relagdo as demais técnica, pois
pode
importantes da descrigdo do sistema. No entanto
esta € uma técnica bastante difundida pela sua
simplicidade no uso de equagdes puramente
lineares. Ja do controle linear em sistemas nao
lineares pode-se observar que é uma técnica
promissora para modelos complexos apesar de
apresentar desvantagem como a utilizagdo de
dados heuristicos em sua implementagao, que sao
as matrizes Q e R, uma vez que a eficiéncia dos

ocorrer o cancelamento de termos

resultados depende destas matrizes. Na técnica
de controle nao linear utilizada percebe-se uma
reducgdo na utilizagdo destes dados heuristicos,
pois os valores de r e ¢ sdo calculados. No entanto,
¢ uma técnica limitada em sua implementagao,
pois nao ¢é aplicavel para qualquer modelo nao
linear.

Na forma geral pode-se observar que os
sistemas estabilizaram num periodo de tempo
proximo dos 20 dias. O que mostrou que para os
modelos utilizados o controle de pragas aplicado
ao cultivo do milho foi eficiente. O controle
estabilizou os sistemas em um nivel desejado de
densidade de pragas, fazendo com que o sistema
ficasse equilibrado biologicamente e abaixo do
limiar de danos econdmicos a agricultura.
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