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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um material introdutério sobre as Curvas Elipticas, com algumas aplicagdes na forma
de atividades para uso do professor de Ensino Médio. Curvas elipticas sio curvas planas de grau 3 que podem ser equipadas com
uma operagdo de grupo abeliano, definida geometricamente. Acreditamos que a apresentagio do conceito de curvas elipticas, de
uma maneira simplificada e intuitiva, pode ser muito enriquecedor para a formagio dos alunos em vdrias sub-dreas da matemdtica.
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Abstract

This work aims to present an introductory text on Elliptic Curves, with some applications in form of activities for using of
High school teachers. Elliptic Curves are plane curves of degree 3 that can be equipped with an operation of Abelian group
geometrically defined. We believe the presentation of the concept of elliptic curves, in a simplified and intuitive way, may be
very enlightening for the formations of students in several sub-areas of mathematics.

Keywords: Elliptic Curves, Mathematics Teaching, Plane Curves.

submissao: 2014-07-13 Aceito: 2014-12-02



Ciéncia e Natura, v. 37 Ed. Especial PROFMAT, 2015, p. 452-462 453

1 Introducao

O estudo das curvas elipticas é uma drea da Geometria
Algébrica com aplicagdes em Teoria dos Niimeros. Além
disso, as curvas elipticas desempenharam uma papel
fundamental na demonstracdo do dltimo Teorema de
Fermat. Neste artigo, nos limitamos aos aspectos mais
elementares da Teoria de Curvas Elipticas e aplicagdes
para o Ensino Médio.

Analisamos as curvas elipticas sob o ponto de vista
da geometria algébrica cldssica, ou seja, pensamos em
uma curva eliptica como uma curva algébrica plana pro-
jetiva, i.e., uma classe de equivaléncia de polindmios
homogéneos ndo constantes F € R[X,Y,Z], modulo a
relacdo que identifica dois polindmios se um for multi-

plo constante do outro. Sob essa 6tica, o plano projetivo
R\ {(000)}

~

é o conjunto P? := , onde a relagdo de equi-
valéncia ~ é dada por (x,y,z) ~ (tx,ty,tz) para todo
t > 0. Denotamos um ponto de P?, isto é, a classe de
equivaléncia de um ponto ndo-nulo (x,y,z) € R3, como
sendo (x : y : z). Os pontos do plano projetivo da
forma (x : y : 0) sdo chamados pontos no infinito. Existe
uma correspondéncia natural entre curvas planas usuais
(chamadas na geometria projetiva de “curvas afins”) e
curvas projetivas: Dada uma curva plana definida por
uma equagdo polinomial f(x,y) = 0 de grau 1, a mesma
estd associada a curva projetiva F(X,Y,Z) = Z"f(%,%).
Reciprocamente, uma curva projetiva plana F(X,Y,Z)
estd associada a curva afim f(x,y) = F(X,Y,1). Embora
esses conceitos sejam muito complexos para o ensino
basico e ndo sejam necessdarios para as aplicagdes, fazem
parte da fundamentacao tedrica de curvas elipticas. Para
mais detalhes sobre o plano projetivo e curvas projetivas
planas, cf. [3], [6] e [8] e [9].

E sabido que toda curva eliptica que possui pelo
menos um ponto com coordenadas racionais pode ser
escrita, apds uma mudanga de varidveis conveniente, na
chamada Forma de Weierstrass, que simplifica muito os
calculos envolvidos. Nesse contexto, ja definimos uma
curva eliptica sobre Q em sua forma de Weierstrass, ou
seja, como a curva definida por uma equagdo do tipo

y?z = x° + axz® + b2,

coma, b€ Qe A = 4a’ +27b # 0. Mais detalhes sobre
curvas elipticas e suas formas de Weierstrass, cf. [1], [6],
[9], [10] e [11].

O estudo de curvas elipticas se torna mais interes-
sante a partir de sua estrutura algébrica intrinseca. Di-
Zemos que um conjunto nao-vazio equipado com uma
operagdo é um grupo abeliano se sdo satisfeitas as pro-
priedades de comutatividade, associatividade, elemento
neutro e elemento inverso. E possivel definir geometri-
camente uma operagdo entre os pontos de uma curva

eliptica qualquer de modo que a curva, equipada com
essa operacgdo, se constitui como um grupo abeliano.
Essa propriedade permite o uso de técnicas de teoria
de grupos para estudar curvas elipticas e traz grande
destaque ao estudo dessas curvas dentro da Geometria
Algébrica.

O problema de calcular pontos com coordenadas ra-
cionais sobre uma curva eliptica fascinou matemaéticos
desde a época dos gregos antigos, mas s6 em 1922 foi
provado por Louis Mordell que é possivel a constru-
¢do de todos os pontos a partir de um nimero finito
de secantes e tangentes - que consistem exatamente na
aplicagdo sucessiva da operacdo de grupo. Em outras
palavras, o famoso Teorema de Mordell garante que os
pontos com coordenadas racionais de uma dada curva
eliptica formam um (sub)grupo finitamente gerado, o
que impulsionou as investigacdes sobre o assunto desde
entdo.

Por mais que as defini¢des formais e demonstracdes
sejam complexas, o conceito de curva eliptica, sua opera-
¢do de grupo e sua visualizagdo geométrica, bem como
os célculos envolvidos, sdo simples. Dessa forma, se
torna possivel uma introdugdo ao conceito de curvas
elipticas no Ensino Médio, que da oportunidade para
que os alunos exercitem contetidos como: plano cartesi-
ano, polindmios, geometria plana, geometria analitica,
intersecdo entre curvas, dentre outros. Além disso, o
topico atuaria como uma introdugdo a matematica abs-
trata, em particular ao conceito de estrutura algébrica,
aspecto raro em nosso curriculo do Ensino Médio.

Vale salientar que a maioria das figuras deste artigo e,
consequentemente, das atividades que aplicaremos, foi
construida com o auxilio do aplicativo Geogebra. Para
informacdes sobre este aplicativo, cf. [4].

O Geogebra é um software gratuito de matemadtica
dinamica desenvolvido para o ensino e aprendizagem
da matematica no varios niveis de ensino (do bésico ao
universitario), reunindo recursos de geometria, dlgebra,
tabelas, gréficos, probabilidade, estatistica e calculos
simbélicos em um tnico ambiente. Este software é uma
excelente ferramneta para criar ilustragdes e graficos.
Além disso, ndo podemos deixar de destacar o quanto
é importante aliar a tecnologia a realidade escolar, mo-
tivando e instrumentalizando o processo de construgdo
do conhecimento matematico.

2 Curvas Elipticas

2.1 Um pouco de Histéria

Neste artigo, faremos um estudo das Curvas Elipticas
sobre o corpo dos ntimeros racionais utilizando um tra-
tamento geométrico e algébrico para a compreensao das
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operagdes com pontos pertencentes a curva. Seguiremos
as abordagens feitas por [1], [6], [8] e [9].

O estudo de Curvas Elipticas surgiu a partir dos pro-
blemas da Teoria dos Ntimeros. A Teoria das Equacdes
Diofantinas é uma corrente da Teoria Numérica que trata
de solugdes de equagdes polinomiais contidas nos ndme-
ros inteiros ou nos nimeros racionais. Existem muitos
problemas famosos em equagdes diofantinas. Um dos
mais famosos problemas na histéria da Matematica e
talvez um dos que mais inspirou o desenvolvimento de
novas teorias é o chamado Ultimo Teorema de Fermat.

Pierre Fermat, que tinha o costume de fazer anota-
¢des nas margens de sua cépia do livro de Diofanto,
enunciou o teorema que afirma ser impossivel encontrar
inteiros positivos x, y, z tais que:

x4y =" M

quando 7 é um inteiro maior do que 2.

Um outro exemplo é o problema da escrita de nu-
meros inteiros ou racionais como a diferenga entre um
quadrado e um cubo, que equivale a procurar solugdes
inteiras ou racionais da equacao

yz -B¥=c 2)

Estudaremos, neste artigo, problemas com certas
equagdes polinomiais de grau 3, chamadas curvas elipti-
cas. Vale salientar que curvas elipticas ndo sdo elipses,
uma vez que elipses sdo se¢des cOnicas e se¢des cOnicas
sdo dadas por equagdes do segundo grau. Estas curvas
denominam-se elipticas porque surgem no estudo de
uma classe especifica de fun¢des complexas chamadas
fungdes elipticas.

2.2 Caracterizacao de Curvas Elipticas

Defini¢ao 2.1. Uma curva projetiva plana definida por
uma equagdo da forma

Y?Z = X3 +aX7% + bZ3, (3)

coma,be Qe =4a®+27b* # 0 é denominada curva
eliptica sobre Q.

Observemos que a curva acima é unido da curva afim
de equagao
v=x34ax+b 4)
(considerando z = 1) a um tinico “ponto no infinito”
O = (0:1:0), intersecdo da curva projetiva acima com
a “reta no infinito” Z = 0, pois escrevendo a equagdo (4)
na forma projetiva, temos:

Y27 = X3 +aXZ% + bZ5.

Tomando Z = 0, temos o ponto (0:1:0). Por este mo-
tivo, muitas vezes, ao fazermos as contas, trabalharemos

com a equacgdo afim (4), até porque no ensino médio
precisamos trabalhar com curvas afins no plano.
Vejamos uma curva eliptica, por exemplo

y? = x® — x(Figl)

.
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Figura 1: Uma curva eliptica

A condicao do discriminante na defini¢do de curva
eliptica é importante para garantir que a curva seja lisa;
cf. [3] e [9]. Curvas lisas sdo curvas que ndo contém
pontos singulares, isto é, para as quais existe uma reta
tangente bem definida em cada um dos pontos da curva.

Vejamos exemplos de algumas curvas de grau 3
abaixo que ndo sdo elipticas:

Y =x3+x% A=0;

Figura 2: Uma curva com um ponto singular

y-=x°, A=0.(Fig.3)
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Figura 3: Uma curva com um ponto singular

Observagao 2.2. E importante saber que as curvas elip-
ticas que consideraremos em nossos exemplos estdo na
chamada Forma Normal de Weierstrass:

y2:x3+ax+b. (5)

Toda curva eliptica com pelo menos um ponto com
coordenadas racionais pode ser colocada nessa forma
através de uma mudanca conveniente de variaveis. Neste
artigo, ndo faremos a prova desta transformacao, basta
consultar [7] e [9].

Veremos abaixo um exemplo da passagem da equa-
¢do cubica para a Forma Normal de Weierstrass:

Exemplo 2.3. Seja a ctbica de equacéo:

W —n—m?—m=0.

Fazendo a substitui¢do de varidvel, m =y — % en=x,

temos: )
1 1
3_ - - - —_ =
X7 —x (y 2) y+2 0.
1 1
x3x<y2y+4>y+2:O.

1
2 _ .3 2
Yy =x x—|—4.

Temos assim, a forma de Weierstrass.

A proposigdo a seguir evidencia a coeréncia do mo-
delo proposto pela Geometria Projetiva: todas as retas
paralelas ao eixo vertical se encontram em um ponto
no infinito, que poderia ser pensado com o ponto no
horizonte vertical. Seria possivel provar resultados seme-
lhantes para cada uma das dire¢des do plano - por exem-
plo, toda reta horizontal passa pelo ponto no infinito
(1:0:0). Evidenciamos esse resultado em particular
porque ele sera ttil na sequéncia deste artigo.

Proposigdo 2.4. Toda reta afim é vertical se, e somente, passa
pelo ponto no infinito (0:1:0).

Demonstragio. =—:
Se uma reta afim é vertical, temos que sua equagdo é da
forma:

x=c.

Escrevendo na forma projetiva, temos:
X =cZ. (6)

Agora, para verificar que toda reta vertical passa pelo
ponto no infinito , basta substituir (0: 1 : 0) na equagao
(6).

—

Provaremos a volta usando a contrapositiva do enunci-
ado. Considerando a reta afim ndo vertical

b#0 (7)
e escrevendo-a (7) na forma projetiva, temos a equagao
aX+bY=cZ, b#0. (8)

Substituindo o ponto no infinito (0 : 1 : 0) na equagao (8)
chegamos a uma contradi¢do, encontrando b = 0. O

ax+by=c,

2.3 A Geometria das Curvas Elipticas

Iniciaremos esta se¢do enunciando o teorema abaixo que
serd importante no decorrer deste artigo.

Teorema 2.5. (Teorema de Bezout) Sejam Ci e Cy duas
curvas projetivas planas sem componentes comuns, entio o
miimero de pontos na intersegio C; N Cy, contados com a
multiplicidade, é igual a 6(Cy) - 6(Ca).

Demonstragdo. cf. [9]. O
Exemplo 2.6. Considere a reta afim

Ci:x—y=0,

Cr:x®—y? =0. 9)
Analisaremos a intersecdo entre estas curvas afins.

Substituindo ¥ = x na equagdo (9), temos:

¥ —xr=0.

x?(x—1)=0.

¥*=0 ou x=1.

Portanto, a solucdo da interse¢do entre as curvas é (0,0),
com multiplicidade 2, e (1,1). Logo, #(C; N Cz) = 3.
As curvas C; e C; ndo tém componentes em comum,
portanto é possivel aplicar o Teorema de Bezout e assim

#(C1 ﬁCZ) = 5(C1) §(C2) =1-3=3

Observacgido 2.7. Quando estamos contando intersecoes,
estamos considerando a multiplicidade.
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Mais detalhes e exemplos do Teorema de Bezout,
consultar [1].

Se temos dois pontos com coordenadas racionais so-
bre uma curva, entdo podemos geralmente encontrar o
terceiro. Inicialmente, desenhamos a reta determinada
por estes dois pontos; esta reta serd uma reta com coefi-
cientes racionais e se encontra com a ctibica em mais um
ponto, pelo Teorema de Bezout (cf. [11]). Em seguida,
para calcularmos as trés interse¢des entre a reta com
coeficientes racionais com uma ctibica com coeficientes
racionais, teremos uma equacao ctibica com coeficientes
racionais. Se duas raizes forem racionais, entdo a ter-
ceira também serd. Trabalharemos com alguns exemplos
que nos permitirdo encontrar algum tipo de lei de compo-
sigdo: Comegaremos com dois pontos P e Q; em seguida,
tracaremos a reta que passa por P e Q e denotaremos
P % Q como sendo o terceiro ponto da intersegdo da reta
com a cuibica.

Figura 4: Composi¢do de pontos em uma curva eliptica

Mesmo se s6 tivermos um ponto P com coordenadas
racionais, podemos tragar a reta tangente a ctibica em
P. Esta reta tangente intersecta a ctibica duas vezes em
P (no sentido de multiplicidade) e, pelo Teorema de Be-
zout, esta reta intersecta a ctibica em um novo ponto. O
mesmo argumento usado anteriormente mostra que este
novo ponto de interse¢do é um ponto com coordenadas
racionais. Entdo, podemos juntar esses novos pontos
acima e encontrar mais pontos.

Se temos quaisquer dois pontos com coordenadas
racionais em uma cubica definida sobre os racionais,
digamos P e Q, entdo podemos tragar uma reta que une
P a Q, obtendo o terceiro ponto que ja denotamos por
P % Q. Se considerarmos o conjunto de todos os pontos
com coordenadas racionais sobre a ctibica, podemos
dizer que o conjunto tem uma lei de composi¢io. Podemos
nos perguntar sobre a estrutura algébrica do conjunto
com esta lei de composigio: por exemplo, constitui um
grupo? Todavia, para ser um grupo, precisamos ter um
elemento neutro, o que ndo parece possivel com essa
definicao.

No entanto, podemos definir uma operacao de grupo
com a seguinte regra:

Consideremos O um ponto com coordenadas racio-
nais fixado na ctbica.

p*p

Figura 5: A lei do grupo em um curva eliptica

“Tome a reta que passa por P e Q, sendo P * Q o ter-
ceiro ponto de interse¢do com a cuibica. A reta que
passa por O e por P x* Q intersecta a ctibica em um
novo ponto denotado por P + Q. Assim, por definigdo,
P+Q=0x%(PxQ)".

A operacdo do grupo é ilustrada na Figura 5, e o
fato de que O atua como elemento neutro é ilustrado na
figura a seguir.

Figura 6: O é o elemento neutro

Teorema 2.8. Seja C uma curva eliptica sobre um corpo Q
com um ponto O € C(Q). Entdo, C(Q) é um grupo abeliano
com a operagdo + definida anteriormente. Em outras palavras,
temos:

1. Comutatividade: P+ Q = Q + P para quaisquer dois
pontos com coordenadas racionais P e Q;

2. Elemento Neutro: P+ O = O + P para qualquer
racional P;

3. Inverso: para qualquer ponto com coordenadas racionais
P, existe um outro ponto com coordenadas racionais —P tal
que P+ (—P) = (-P)+P=0;

4. Associatividade: (P + Q)+ R = P+ (Q + R) para
quaisquer trés pontos com coordenadas racionais P, Q e R.

Temos assim uma estrutura algébrica muito rica, de-
finida geometricamente de maneira intuitiva que nos
permite fazer uma introducdo & matematica abstrata,
em particular ao conceito de estrutura algébrica, no
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ensino médio. Nesse nivel de ensino ndo precisamos
demonstrar o teorema acima (a demonstragdo pode ser
encontrada em [1] e [9]), mas nas atividades a serem
apresentadas exemplificaremos que essas propriedades
sdo satisfeitas.

2.4 Caracterizacdo algébrica dos pontos em
uma Curva Eliptica

Para uma curva eliptica na forma (5), uma escolha natu-
ral para o ponto O é o ponto (0 : 1: 0) que se encontra no
infinito (em relacdo ao plano afim z = 1). Podemos, en-
tao, afirmar que o conjunto de pontos da curva eliptica C
é o conjunto de pares (x,y) satisfazendo y?> = x3 +ax +b
juntamente com o ponto no infinito O. A Figura 7 ilustra
o processo de adicao dos pontos P e Q sobre uma curva
eliptica (na Forma Normal de Weierstrass), visto que a
reta que passa por um ponto qualquer e o ponto O é
uma reta vertical no plano afim, pela proposicdo 2.4.

=t
X

Figura 7: Adicionando pontos em uma curva eliptica

O inverso de Q, que denotaremos de —Q, é o ponto
Q refletido através do eixo Ox na curva eliptica. Ou seja,

se Q = (x,y), teremos —Q = (x, — ).

"\

_Q: ('T’_L

Figura 8: O inverso de um ponto na curva eliptica

Ja vimos como calcular P 4+ Q geometricamente. Ve-

remos, em seguida, o processo algébrico para adicao de
pontos de uma curva eliptica.
Considere os pontos:

Pl = (xlryl)/ PZ = (XZIyZ)/

P+ Py = (x3,y3), P14+ Py = (x3,—y3).

u
B=(ny ) ¥ R*B=(zyy)
L "
Bt+B=(z3 1)

Figura 9: A lei da adigao

Assumiremos que (x1,y1) e (x2,y2) sdo dados e que-
remos calcular (x3,y3). Primeiro, observemos que a reta
que passa por (x1,y1) e (x2,42) tem equagio

y=Ax+0, (10)

onde A = 22 e v = y; — Axy = y2 — Axa.

Pelo Teorema de Bezout, a reta ndo vertical geral-
mente corta a ctibica nos pontos (x1,y1), (x2,42) e (x3,3).
Para obtermos este terceiro ponto de intersegdo, substi-

tuiremos (10) na equacéo (4):
Y¥=Ax—-0)?=x34+ax+b
A2 4 2Ax0+0? =3 fax + b
x> —A22 + (a —2A0)x + (b —v%) =0,

que também é uma equagdo com coeficientes racionais.
Como duas de suas raizes sdo racionais xj e X, a terceira
raiz x3 serd racional pelas relagdes entre coeficientes e
raizes de um polinémio.

x3 = A2x% 4 (a —2A0)x + (b — %) =
X34 (—x1 — xp — x3)x% + (X1 X0 + X1 X3 + XpX3) X — X XpX3.

2

Igualando os coeficientes do termo x~ em ambos os

lados, temos:
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AT = —x —xy— X3.

Ou seja,

x3=A2—x;—xy e Y3 = Axz + .

Portanto, estas sdo as férmulas para calcular a soma
Py + P, = (x3,—y3)-

Observagio 2.9. Precisamos ficar atentos para o fato de
que, quando adicionamos pontos pertencentes a uma
curva eliptica, deve-se proceder de forma diferente da
usual para adicionar vetores no R?. Esse é um fato
muito interessante para o ensino médio, uma vez que
ndo se costuma trabalhar neste nivel com operagdes nao
usuais.

As férmulas anteriores envolvem o dngulo de incli-
nagdo da reta que passa pelos dois pontos da ctbica
(A). E se os pontos coincidirem? Ou seja, supondo
que Py = (x0,Y0), como encontrar Py + Py? Para isso,
precisamos encontrar a reta tangente a curva que passa
por Py. Como x; = x7 e y; = Y, ndo podemos usar a
mesma férmula para (A). Porém, considerando a equa-
cdo da curva eliptica dada por y?> = f(x) e usando a
diferenciacdo, temos que:

L)

dx 2y

Vale ressaltar que podemos ter uma férmula explicita

para 2P em termos das coordenadas de P = (x,y). Para
_dy _ f®)

isso, devemos substituir A = - = 3y has férmulas

apresentadas anteriormente:
X3:)\2—X1—XZ.

Como estamos considerando o caso de os pontos coin-
cidirem, entdo x; = x2 e y; = y». Portanto, podemos
escrever:

x3:A2—x1—x1 :x3:A2—2x.
Substituindo o valor de A,

X3 = (flz(;)>2 — 2Xx.

(3x% + a)2>
X3 = | ——%—" ) —2x.
< 4y?

- 9x* + 6x%a + a2

S S N Y
3 4x3 4 4dax +4b X

x* — 2ax? — 8bx + a?
4x3 4 4ax + 4b

X3 =

Esta formula que ¢é utilizada para calcular a coorde-
nada x de 2P é também chamada de formula de duplicagio
do ponto. Para a coordenada y, temos:

Mais detalhes, cf. [1], [2] e [9].

Um outro conceito interessante, vindo da teoria de
grupos, que enuciaremos abaixo e o utilizaremos na
atividades seguintes é o de ordem de ponto.

Defini¢do 2.10. A ordem n de um ponto P em uma
curva eliptica é o menor inteiro positivo tal que nP = O,
sendo que tal n ndo precisa necessariamente existir.

A seguir, apresentaremos atividades com aplicacdes
de Curvas Elipticas nas quais exploraremos os conceitos
e propriedades discutidos nas se¢des anteriores, bus-
cando uma linguagem mais direcionada ao Ensino Mé-

dio.

3 Atividades

As Curvas Elipticas sdo curvas planas cujas equagdes
sdo polindmios com duas varidveis de grau 3 que pos-
suem uma estrutura algébrica muito rica: seus pontos,
juntamente com a operagédo bindria, formam um grupo
abeliano. Todavia, no nivel basico ndo precisamos definir
o que é um grupo, podemos apenas falar das proprie-
dades que sdo satisfeitas para esse conjunto de pontos
de forma que os alunos percebam que curvas elipticas
tém uma estrutura bastante interessante. Podemos ex-
plorar também a operagdo, que é definida de maneira
geométrica, usando retas tangentes, secantes e suas in-
terse¢des com a curva. As férmulas para calcular a soma
de dois pontos pertecentes a uma curva eliptica que
foram obtidas na secdo 2.4 podem ser aplicadas no En-
sino Médio, uma vez que os pré-requisitos para dedugdo
destas também se encontram no Ensino Médio.

3.1 Atividadel

Para esta atividade, seguiremos as abordagens feitas por
[1] e [5]. E uma atividade interessante para ser aplicada
no Ensino Médio, uma vez que podemos explorar algu-
mas propriedades das Curvas Elipticas em um exemplo
prético. O professor do Ensino Médio pode usar esta
atividade com alunos que tenham estudado Geometria
Plana, Analitica e polindmios e, assim, poderia explo-
rar os conceitos de: grau de um polinémio, raizes do
polindmio, nimeros que sdo quadrados perfeitos, reta
secante, interse¢do entre curvas, simetria , dentre outros
que veremos com a resolugao.

Uma certa quantidade de balas de canhdo pode ser agru-
pada de maneira que forme uma pirdmide cuja base seja um
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quadrado. Por exemplo, pode-se ter uma bola no primeiro nivel
(topo), quatro no segundo nivel, nove no terceiro e assim por
diante. Uma questdo que pode ser lenvantada é: serd posssivel
desmanchar esta pirdmide e reagrupar estas bolas de maneira
que formem um quadrado? Caso a piramide tenha quatro
niveis, ter-se-4 1 +4 + 9 + 16 = 30. Logo, com esta quan-
tidade de bolas, ndo é possivel formar um quadrado,
pois 30 ndo é um quadrado perfeito. Da mesma forma,
se tivéssemos cinco niveis: 1+4 + 9+ 16 + 25 = 55.
Terfamos, assim, que 55 também n&do é um quadrado
perfeito. Seguindo esse raciocinio, temos que:

x(x+1)(2x+1)
G .
Como desejamos que a quantidade total de bolas

forme um quadrado, precisamos encontrar y inteiro tal
que:

12422432 4. 442 = (11)

»  x(x+1)(2x+1)
v 6

A equagdo (12) representa o que chamamos de uma
curva eliptica. Sua solugdo pode ser obtida através do
método diofantino, que consiste em encontrar as no-
vas solugdes a partir de solugdes ja conhecidas. Nesse
caso, identificam-se duas solu¢des que correspondem
aos casos triviais: Para x = 0, temos y = 0 e, assim,
(0,0) (uma piramide sem nenhuma bola) e (1,1) (uma
pirdmide composta por somente uma bola). Com es-
ses dois pontos, podemos encontrar a equacgdo da reta
definida por esses pontos, que é: y = x. Estudaremos
agora a intersecdo entre essa reta e a curva que pode ser

. (12)

. A o ~ .2 x(x+1(2x+1)
obtida substituindo y = x na equagao y~ = =——5—,
obtendo-se:

o x(x+1(2x+1)
X=——,
6
cujo desenvolvimento resulta na igualdade
3 1
B —Zx2 4 Zx=0. (13)

2 2

A equagdo (13) é um polinémio de terceiro grau.
Logo, é possivel expressa-la sob a forma fatorada (x —
a)(x —b)(x —c), desde que as raizes a, b e ¢ sejam co-
nhecidas. O desenvolvimento da forma fatorada mostra
que

(x—a)(x—=Db)(x—c) =
x> — (a+b+c)x* + (ab+ ac + be)x — abe,

indicando que quando o coeficiente de x> ¢ 1 (conforme
acontece na equagao (13)), o valor de —(a + b +¢), ou
seja, o simétrico da soma das raizes do polindmio, cor-
responde ao valor do coeficiente de x?. Aplicando essa
propriedade ao caso em estudo, tem-se:

3 1
1 - = = —.
O0+1+x — X

Substituindo x = % na equagdo (12) , temos y =

:l:%. Como os valores encontrados ndo correspondem a
niimeros inteiros, ndo podemos considera-los solucées
validas para o problema. No entanto, como (3, — 1)
também é um ponto da curva, pois esta curva é simétrica
em relagdo ao eixo Ox, para verificar essa simetria, basta
tomar um ponto da forma (x, — y) e observar que ele
também pertence a curva de equacgdo (12). Podemos
repetir o processo usando agora os pontos (3, — 1) e
(1,1), desta vez, encontra-se x = 24 e y = 70, o que

representa:

12422432 442+ 5%+ 4242 = 707,

encontrando assim uma solucgdo para o problema. O
trago da curva foi construido no Geogebra.
Visualizemos o trago:

o x(x+1)(2x+1)
Y= 6

Figura 10: Trago da Curva Eliptica

3.2 Atividade II

Esta atividade serd interessante aplicar no Ensino Médio
porque escolhemos uma curva eliptica e faremos um
estudo bem detalhado de sua equagdo, pontos pertecen-
tes a ela, operagdes com seus pontos e ainda visualizar
no trago da curva a operacdo de grupo da curva. Vale
destacar que esta atividade seria uma excelente intro-
dugao a ideia de estrutura algébrica, mostrando outras
operacdes que os alunos ndo conhecem, entre elemen-
tos pouco usuais. Além disso, essa atividade pode ser
desenvolvida com mais detalhes no Ensino Superior ou
em turmas avangadas, pois os recursos do Célculo, tais
como Limite e Derivadas sdo importantes para o calculo
da adigao de pontos coincidentes. Nao faremos neste
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artigo a adigdo de pontos coincidentes, mas, caso o leitor
queira consultar, em [1] ha mais detalhes aprofundados
desta atividade. Considere a curva

y2 = x% — 36y, (14)

uma curva algébrica plana de grau 3 chamada de ciibica,
em especial eliptica, pois atende a forma da equagdo (3).
Sejam P = (—3,9) e Q = (—2,8) pontos pertencentes
a esta ctibica. Vamos deteminar P + Q. Como a curva
(14) estd na forma (5), podemos aplicar as férmulas:

X3:)\2*X1*X2

Y3 = Axz + 0.

Onde A é o coeficiente angular da reta deteminada
pelos pontos P e Q. Portanto, A = 241 = 59, = —1
v=1y; —Axy =9+1-(-3) =6.

Assim, temos:
x3=(-1)2+3+2=6.

y3:—1'6+620.

Temos P+ Q = —(P* Q) = (x3, —y3), 0 que implica
P+ Q = (6,0). Poderiamos ainda calcular P + (—Q),
uma vez que (—Q) é o oposto de Q.

Portanto, encontramos P 4 Q algebricamente através
das férmulas apresentadas. O professor poderia ainda
fazer uma atividade paralela, mostrando aos alunos
como encontrar esses pontos geometricamente e compa-
rar com os resultados algébricos da maneira indicada a
seguir: Utilizando o Geogebra, inicialmente construimos
o traco da curva:

Figura 11: Trago da curva

Representando os pontos (—3,9) e (—2,8) e tragando
uma reta definida por esses pontos, temos:

A reta intersecta a curva no ponto P x Q = (6,0).
Utilizando o Geogebra, é simples encontrar esta opgao

Figura 12: Representagdo dos pontos

de interse¢do entre reta e curva. Agora, tracamos uma
reta vertical passando pelo ponto P * Q e esta s6 encontra
a curva em (6,0), que é exatamente P + Q, confirmando
0 que ja sabidmos por defini¢do, que

P+Q=0x«xPxQ=—-P=xQ.

Vejamos o trago a seguir com os pontos P, Q, P * Q,
P+ Q e as retas:

Figura 13: Soma de pontos

Agora, utilizaremos o processo aplicado no exemplo
prdtico da Atividade I que consiste em encontrar novas
solugdes a partir de solugdes ja conhecidas. Neste caso,
temos as solugdes (—3,9) e (—2,8). Como a reta que
contém esses pontos é definida por y = —x + 6, pre-
cisamos encontrar a intersecdo entre a reta e a curva
y? = x3 — 36x. Substituindo y = —x + 6 na equagio (14),
temos:

(—x+6)% = x> —36x.
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Figura 14: Trago da curva y* = x> — 36x

36 — 12x + x2 = x° — 36x.
—x® 4+ x% 4+ 24x +36 = 0.
x3 —x% —24x — 36 = 0. (15)

Como a equacgdo (15) é um polindmio de terceiro grau,
é possivel expressa-lo na forma fatorada (x —a)(x —
b)(x —c) , desde que as raizes 4, b e ¢ sejam conhecidas.
De forma analoga ao exemplo prético, temos:

—(a+b+c)= -1

a+b+c=1.
—3-24x=1.
X =6.

Substituindo na equacéo da reta o valor de x = 6, temos
quey = —6+6 =0 ou ainda y> = 6> — 36 -6 = 216 —
216 = 0. Assim, encontramos uma nova solugdo a partir
de duas solug¢des dadas, a solugdo (6,0), que também
pertence a curva eliptica

y? = x> — 36x.

Ainda em relagdo a esta curva eliptica, sabemos que
é simétrica em relacdo ao eixo Ox, pois, dado um ponto
(x,y), o ponto (x, — y) também pertence & curva. Temos,
assim, que os pontos P = (—39) e —P = (-3,-9)
pertencem a curva.

Calculemos P + (—P). Se utizarmos a férmula para
A, teremos: A = %;g = *Tls. Logo, ndo podemos
aplicar esta férmula pois gera uma indeterminagdo. A
reta determinada pelos pontos (—3,9) e (—3, —9) é uma
reta vertical, x = —3.

Facamos agora uma andlise geométrica. Visualize-
mos os pontos (—3,9) e (=3, —9) no trago da curva:
y?> = x> — 36x (Fig. 14) e a reta determinada por esses
pontos.

Figura 15: Traco da curva y? = x> + 36x

Pelo traco da curva, a reta intersecta a curva em dois
pontos, mas pelo Teorema de Bezout sabemos que a
reta intersecta a curva em trés pontos, ou melhor, este
terceiro ponto estd no infinito. Como foi visto na Propo-
sicdo 2.4, a reta vertical sempre passa pelo ponto no infi-
nito, justificando, assim, que P 4+ (—P) = O. Podemos,
ainda, verificar que, se somarmos Q + P, encontraremos
o mesmo resultado de P 4+ Q e, chamando a soma de
P+ QdeR, temos que (P+ Q) +R =P+ (Q+R).

Ainda nesta atividade, poderiamos analisar a curva
eliptica com sinal trocado para o coeficiente a(considerando
a forma Normal), uma vez que o coeficiente b é nulo.
Assim, teriamos a curva (Fig. 15):

y? = x% + 36x

Podemos escolher pontos pertencentes a esta curva
eliptica (Fig. 15), por exemplo, P = (%,%) eQ =

44 —1579 . .
(%,T) e fazer o processo andlogo ao feito com a

curva y? = x3 — 36x.

De fato, foi possivel constatar que as curvas elipticas
constituem um tema muito interessante para as investi-
gagdes futuras e podemos considera-las como uma fonte
muito rica em informagdes que faz conexdes com ou
maioria, sendo todas as areas da Matematica.

Aplicar curvas elipticas ao Ensino Médio é bastante
interessante pois além de explorarmos contetidos traba-
lhados neste nivel de ensino podemos incentivar os alu-
nos a uma matemadtica abstrata( operagdes ndo usuais)
e mostrar a rica estrutura algébrica dos pontos perten-
centes as curvas elipticas com a visualizagdo dos tragos
destas curvas utilizando o Geogebra.
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