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Resumo

Sdo os sistemas de numeragdo que permitem a representacio dos niimeros, os quais, juntamente com as formas, constituem o principal objeto
de estudo da Matemitica. E através deles também que se podem justificar os procedimentos adotados para efetuar as quatro operagdes
aritméticas bdsicas. E, portanto, extremamente importante que o professor de Matemitica tenha uma compreensdo profunda do
funcionamento dos sistemas de numeracdo, em especial, do Sistema de Numeracdo Posicional Decimal (SNPD). Neste artigo tratamos das
propriedades dos sistemas de numeracdo, em especial aquelas relacionadas com os critérios de divisibilidade e a representacdo dos nilmeros
reais em sistemas posicionais. Abordamos o tema a partir de trés aspectos principais: sua evolucdo histérica; as propriedades puramente
matemdticas dos sistemas de numeragdo posicionais; e a forma como o professor pode utilizar os dois aspectos anteriores em suas aulas.

Palavras-chave: Sistemas de numeragdo. Critérios de divisibilidade. Base

Abstract

Numeral systems allow the representation of numbers, which, together with the forms, constitute the main object of studying of
Mathematics. It is also through them that someone can justify the procedures used to perform the four basic arithmetic operations. It is
therefore extremely important that the math teacher has a deep understanding of the functioning of numeral systems, in especial, the Decimal
Positional Numeral System (DPNS). In this article, we study the properties of numeral systems, in particular those related to the criteria of
divisibility and the representation of real numbers in positional systems. We address the topic from three main aspects: its historical
evolution; purely mathematical properties of positional numeral systems; and how the teacher can use the two previous aspects in their
classes.

Keywords: Numeral systems. Criteria of divisibility. Base
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1 Introducao

A necessidade de representar os numeros
levou os homens a criagcdo de diversos sistemas
com essa finalidade, chamados sistemas de
numeracdo. O estudo de tais sistemas €é o
objetivo principal deste artigo, que procura
reunir diferentes aspectos relacionados ao estudo
deste tema, como seu desenvolvimento historico,
explicitacdo de propriedades importantes ou
curiosas e sugestoes para aborda-lo na escola.

Uma vez que os nimeros ocupam um papel
central na Matematica, todo aquele que deseje
um dia ensinar ou fazer Matematica deve
compreender a maneira pela qual os ndmeros
sdao representados, o que leva ao estudo dos
sistemas de numeracdo. Essa maneira, alias,
exerce também grande influéncia na realizagao
das operagdes com estes numeros, portanto,
encontrar uma boa notagao para eles foi de suma
importancia para o
Matematica.

O desenvolvimento de um sistema de
numeragao eficiente, como é o caso do Sistema
de Numeragao Posicional Decimal (SNPD), nao
foi algo que ocorreu rapidamente e, embora
estejamos habituados com o seu uso, nem
sempre os homens dominaram as regras que

desenvolvimento da

governam seu funcionamento, em especial, o
principio de posi¢do. O fato de ja termos
automatizado muitas de suas propriedades,
simplesmente utilizando-as, sem nos
preocuparmos com o porqué de funcionarem,
pode nos levar a crer que um estudo do SNPD é
algo simplorio. Porém, quem pensa dessa
maneira, ignora certamente o fato de que os
homens milénios  para  poder

desenvolvé-lo.

levaram

2 Conceitos basicos

Embora algumas vezes as pessoas utilizem
indistintamente as palavras nimero e numeral,
representam  dois
diferentes. Numeral é qualquer simbolo (grafico
ou nao) utilizado para representar um ntimero,
que é a quantidade em si.

Também existe diferenca entre os conceitos
de numeral e algarismo. Podemos dizer que os
algarismos sdao as unidades constituintes do
numeral escrito, da mesma forma que as letras
sao as unidades constituintes da palavra escrita.

estes termos conceitos

Para melhor compreender essa diferenga,
observe a frase abaixo:

“O numeral 365 ¢€
algarismos: 03,06 e05”.

E como se disséssemos:

“A palavra BOLA é composta das letras B, O,
LeA”.

Por essa analogia, podemos dizer que os
algarismos sdo as letras com que escrevemos os

composto de trés

numerais.

Ao longo da histéria os povos encontraram
diversas formas de representar os ntimeros. Os
incas, na Ameérica do Sul, por exemplo,
conseguiam representa-los através de diferentes
tipos de nos feitos em cordas, o quipu. E antes
disso, na regidao da Mesopotamia, os sumérios
fabricavam pequenos objetos de barro que eram
Resumindo, a
mente criativa do homem nao se limitou as
palavras, mesmo esperou 0
desenvolvimento da escrita, quando precisou
encontrar meios para representar 0s numeros
(IFRAH, 1997).

Chamamos de numeragao
qualquer sistema de representacdo dos nimeros.
Como era de se esperar, diferentes povos

efetivamente seus numerais.

nem

sistema de

desenvolveram diferentes sistemas de
numeracdo, os quais foram estruturados de
maneira bastante diversa. Tais sistemas, embora
diferentes, apresentavam algumas caracteristicas
caracteristicas que

em comuim, essas

discutiremos mais adiante.

3 Caminhos dos povos para a
representacao do nameros

Estamos tao habituados com o SNPD que,
algumas vezes, deixamos de perceber que
outras formas de representar os numeros sao
também possiveis e, nao fosse pela enorme
difusdo do SNPD na atualidade seriam, até
mesmo, viaveis.

Podemos dizer que os sistemas de
numeracao diferem-se uns dos outros sob dois
aspectos principais: quanto a base e quanto a
estrutura.

Para entendermos o que vem a ser a base de
um sistema de numeracao imagine que vocé
queira contar quantos tragos verticais hd a

seguir:
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Uma forma de facilitar o processo de
contagem seria fazer um trago horizontal sobre
cada quinze tragos verticais, vocé certamente
sera capaz de dizer quantos tragos verticais hd
na colecao anterior, desde que vocé esteja ciente
de que um traco horizontal corresponde a
quinze verticais e que a quantidade de tragos
horizontais nao seja muito elevada.

FEEHEHHHHEHH B B P 11

Contar agrupamentos é mais facil do que
contar unidades, desde que todos os grupos
possuam a mesma quantidade de elementos e
que esta quantidade seja conhecida.

Nada impede que os quinze tragos cortados
sejam substituidos por outro simbolo qualquer
que represente tal quantidade, digamos que o
simbolo escolhido fosse H, sugerido pela forma
desta letra, que traz a mente imagem de um
grupo (par) de tragos verticais cortados por
outro horizontal. Assim, voltando ao exemplo
dado anteriormente teriamos HHHHII como
uma representagao do niamero 62.

Mantendo simbologia, como
poderiamos representar o numero 274? A
resposta ¢ HHHHHHHHHHHHHHHHHHIIIL
Note que, neste caso, o simbolo H se repete
tantas vezes que ndo conseguimos saber, de
imediato, quantas vezes esse simbolo aparece.
Uma alternativa para contornar este problema é
a criagdo de um novo simbolo, digamos A, para

essa

representar um agrupamento de 15 simbolos H.
Desta forma, o numero 274 passaria a ser
representado por AHHHIIII. Caso o simbolo A
aparecesse uma grande quantidade de vezes,
um novo simbolo poderia ser criado e assim por
diante.

Note que poderiamos fazer com que o
simbolo A representasse 14, 16, 18 ou outra
quantidade qualquer de simbolos H, porém,
convencionar o uso da mesma quantidade na
passagem de um simbolo para outro evita o
inconveniente de ter de especificar como deve
se dar cada passagem. A quantidade adotada
para efetuar cada agrupamento é o que
denominamos base do sistema de numeracgao.
No exemplo dado, criamos um sistema de
numeragao de base 15, cujos algarismos sao I, H
eA.

No que diz respeito a base, um sistema de
pode  ser
vigesimal, sexagesimal ou de qualquer outro
tipo, conforme o niimero inteiro positivo maior
do que 1 que utilizemos para formar os

numeragao binario, decimal,

numerais. No caso dos sistemas citados, suas
bases sdo, respectivamente, 2, 10, 20 e 60.
Quanto a estrutura, os sistemas de numeragao
podem ser classificados em dois grandes
grupos: posicionais e nao posicionais. Os
sistemas pertencentes a este ultimo grupo
podem ainda ser subdivididos em sistemas do
tipo aditivo ou do tipo hibrido! (RODRIGUES,
2013).

Conhecer sistemas de
diferem entre si pela base ou pela estrutura
possibilita compreensdao do
funcionamento do SNPD e, portanto, das
operagoes efetuadas através dele. Assim, com o
objetivo de transmitir uma melhor ideia das
diferencas existentes entre os sistemas de
numeragao adotados pelos povos,
apresentaremos aqui alguns exemplos de
sistemas de numeragao utilizados por eles e

numeragao que

uma melhor

forneceremos sua classificacdo. Contudo, para
nao passar a falsa impressao de que esses povos
adotaram, cada um deles, um tnico sistema de
numeragao imutavel, é preciso dizer que, com o
passar do tempo, assim como os habitos e a
cultura dos povos se modificam, também a
maneira pela qual esses povos representaram os
numeros modificou-se. Desta forma, dizendo
que o sistema de numeracdo que era adotado
pelos povos da Mesopotamia era posicional,
queremos dizer que um dos sistemas de
numeragao adotados por esse povo, em um de
seus estagios de desenvolvimento, possuia essa
estrutura. Ou, quando dizemos, que os egipcios
possuiam um sistema do tipo aditivo, fazemos
mengao  a dos sistemas
desenvolvidos por essa civilizagdo ao longo dos
séculos (IFRAH, 1997).

Para citar dois sistemas de numeracao
diferentes, porém ambos decimais do tipo
aditivo, consideremos os sistemas hieroglifico
egipcio e alfabético grego.
apresentamos os algarismos utilizados pelos
egipcios para representar diferentes poténcias

um varios

Na Figura 1,

1 Ifrah (1997, p.692-703) apresenta uma classificagdo mais
minuciosa dos sistemas de numeracdo, porém diferente da
que fazemos aqui.
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de dez e na Figura 2 o namero 4.507, tal como
seria representado por este povo.

1 |
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Figura 1: Algarismos hieroglificos egipcios.
Fonte: IFRAH, 2005, p. 158.
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Figura 2: Representagdo do numero 4057 por

meio do sistema hieroglifico egipcio.
Fonte: Adaptado de IFRAH, 2005, p. 158.

Observa-se que o numero 4.507 é formado
pela simples adi¢ao do valor dos algarismos
que representam os milhares, as centenas e as
unidades, os quais sdo repetidos tantas vezes
quantas forem necessarias
quantidade que se deseja representar. Dai o
termo tipo aditivo para representar tais
sistemas.

Os gregos deram um passo adiante com seu
sistema alfabético. Eles perceberam que nao
seria necessario repetir diversas vezes o mesmo
algarismo se atribuissem simbolos diferentes
para cada quantidade de unidades, dezenas ou

para atingir a

centenas. Assim, no sistema grego alfabético os
numeros de 1 a 9, os multiplos de 10 até 90 e de
100 até 900 possuiam simbolos especificos que
os representavam (EVES, 2004). E claro que isto
criava uma grande quantidade de simbolos
para serem memorizados, porém os gregos
contornaram este problema utilizando as letras
de seu proprio alfabeto como algarismos. Além

destas, também eram utilizados trés simbolos
obsoletos ¢ (stigma), ¢ (koppa) e » (sampi).
Desta forma, quando os gregos desejavam
representar um ndmero como 542, utilizavam,
tal como nds hoje em dia, trés
algarismos, escrevendo @uf, ou, em alguns
como o do numero 701, até menos
algarismos que nds, escrevendo Ya. Contudo,

apenas
casos,

embora sua notagdo conseguisse, em alguns
casos, ser mais compacta que a atual, essa
pequena vantagem, como veremos, € infima
diante das grandes desvantagens que esse
sistema do tipo aditivo apresenta em relacao
aos sistemas do tipo posicionais.

Dentre os sistemas do tipo aditivo, o mais
conhecido é o sistema de numeracao romano,
seja
sistemas

que dispensa Embora

decimal, como o eram o0s

apresentacoes.
dois
precedentes, este possui o numero 5 como base
auxiliar. Assim, 0os romanos encontraram uma
solucao diferente da dos gregos para evitar a
repeticdio de um mesmo algarismo diversas
vezes. Assim, se queriam expressar o numero
59, ao invés de escreverem XXXXXIIIIIIIII,
escreviam simplesmente LVIII, ou seja, cada
vez que um algarismo aparecia repetido cinco
vezes ele era substituido por um simbolo
correspondente, neste caso, L e V em
substituicao dos cinco X e de cinco dos nove L.
Talvez cause estranhamento ao leitor a
representacdo que demos para o numero 59
como LVIII ao invés de LIX. Ocorre que o
principio segundo o qual devemos efetuar a
subtragdo, ao invés da adigdo, quando um
algarismo é posto antes de outro cujo valor lhe é
superior, é conhecido como principio subtrativo
e era pouco utilizado pelos romanos, sendo seu
uso consagrado apenas nos tempos modernos
(EVES, 2004).

Como exemplo de um sistema do tipo
hibrido temos o sistema tradicional chinés, que
ainda hoje ¢ utilizado na China ao lado do
SNPD para representar os numeros, muito
embora seja este ultimo aquele utilizado para
realizacdo dos calculos. No sistema tradicional
chinés, que também é decimal, ha algarismos
especiais tanto para representar os numeros de
um a nove, quanto para as primeiras poténcias
de dez, os quais estao representados na Figura

3, juntamente com o numeral 5625.
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um passo decisivo para o bom funcionamento

Exemplo: 5625 dos sistemas de numeragdo posicionais. Para

falar deste tipo de sistema vamos conhecer um

s m"- A pouco mais sobre o sistema numeracao
= 0 g e desenvolvido pelos povos que habitaram a

regido da Antiga Mesopotamia. Estes povos,
curiosamente escolheram o numero 60 como

A
) ) base de seu sistema de numeracgao. Ha diversas
s hipdteses para tentar explicar o que levou estes
A o povos a adotarem uma base tao elevada, a que
6 ¥5 + nos parece mais provavel é aquela expressa por
3 (IFRAH, 1997) (1997), segundo a qual, antes da
t . dominacdo suméria da Baixa Mesopotamia, esta
8 A\ regido ja era habitada e uma das duas culturas,
e ﬂ 0s nativos ou o0s estrangeiros, adotava a base

cinco para seu sistema de numeragao, enquanto

Figura 3: Algarismos do sistema tradicional o sistema de numeragio da outra repousava
chinés e exemplificagdo do niimero 5625. sobre a duzia. Segundo o mesmo autor, é
Fonte: EVES, 2004, p. 34. possivel contar uma diézia com apenas uma
Ora, o nimero 5.625 é precisamente mao, utilizando as dozelfal.ange? eo polega.lr
como contador. Esta técnica é ainda hoje

utilizada no Egito, Siria, Iraque, Ira,
Afeganistdo, Paquistao e em certas regides da

India e estd ilustrada pelas Figuras 4 e 5.

5x103+6x102+2x10+5,

assim, o que o sistema tradicional chinés faz é
deixar implicitos os sinais de adicao e
multiplicacio em seus numerais. E justamente g
por combinar os principios aditivo e
multiplicativo que os sistemas deste tipo sao
chamados de hibridos. Sobre os sistemas
aditivos estes apresentam a vantagem de evitar : o
varias repeti¢cdes do mesmo algarismo. b

Os sistemas de numeragdo posicionais 3 6 q
representam 0 altimo estagio do : E@
desenvolvimento dos sistemas de numeracao. / “}, {
Eles sao caracterizados pelo principio de

b
#
9

!

Figura 4: Contando uma dtzia com uma utnica
mao.
Fonte: IFRAH, 1997, p. 188.

posicdo, segundo o qual os algarismos
assumem valores relativos a posicao que
ocupam no numeral, dai o termo posicional que
designa este tipo de sistema.

MAO ESQUERDA MAO DIREITA

Nao é dificil perceber que os sistemas do
tipo hibrido estdo a apenas um passo dos @ 2 £
4

ONTAGEM 2 m (317 = CONTAGEM

sistemas do tipo posicional, isto porque o habito 05 DEDOS, 1-m

60
ADA UM VALENDO &\ ‘\_ |-
4R il

J|s{®| ‘|I""  DAS FALANGES
&ls| “\12 PELO POLEGAR
-~ OPOSTO, CADA
\ & N UMA VALENDO
ordem da maior para a menor grandeza em ™)  UMA UNIDADE
algum momento revelara a inutilidade de exibir ¥ e
as poténcias de dez, desde que se tome o
cuidado de marcar de alguma maneira as

grandezas ausentes.

de escrever os algarismos respeitando sempre a MA DUZIA

Figura 5: Contando até sessenta utilizando as

. " o duas maos.
Eis o que possibilitou o proximo passo na  Fonte: IFRAH, 2005, p. 71.

evolucdo dos sistemas de numeracdo: a
invencdo do zero. A criagdo de um simbolo para Embora um sistema posicional sexagesimal
representar o vazio é, sem sombra de duvida, exigisse, em principio, a criagdo de 60
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algarismos, os povos que adotaram tal sistema
souberam muito bem como contornar esse
problema escrevendo os numerais de 1 a 59
através de um sistema decimal do tipo aditivo.
Assim, na pratica, os mesopotamicos possuiam
apenas dois algarismos: para a unidade e para a
dezena, ambos produzidos através de marcas
feitas com uma cunha em pequenos blocos de
argila (IFRAH, 1997).

Quanto ao zero mesopotamico, talvez o
primeiro da histéria, ndo surgiu do dia para a
noite. Inicialmente era costume marcar as casas
vazias deixando um espa¢o maior entre os
algarismos, o que efetivamente poderia gerar
problemas quando duas casas consecutivas
fossem vazias
unidades no numeral. Esse problema so foi
superado por volta do século IIT a.C., com a
introducao de simbolos, como os mostrados na
Figura 6. Estava criado o zero (IFRAH, 2005).

4 - &

Figura 6: Representacdes do namero zero

utilizadas pelos sabios mesopotamicos.
Fonte: IFRAH, 1997, p. 297.

ou quando nao houvesse

Outros povos, como os maias, por exemplo,
que adotavam um curioso sistema vigesimal
com uma anomalia nas unidades de 32 ordem (o
algarismo ai colocado representava 360 = 20 x
18 e ndo 400 = 202, como seria de se esperar em
um sistema vigesimal) também desenvolveram
sistemas posicionais. Assim como os povos da
Mesopotamia, os maias representavam seus
algarismos de 1 a 19 através de um sistema do
tipo aditivo, s6 que quinario, em que pontos
representavam unidades e tragos verticais ou
horizontais equivaliam a cinco unidades.
Também eles inventaram e utilizaram o zero
(IFRAH, 2005).

Embora hoje nos parega trivial representar
os numeros através do SNPD, no decorrer da
histéria apenas mais trés povos, além dos
mesopotamicos e dos maias, foram capazes de
dominar o principio posicional: os chineses, os
hindus e a nossa civilizagdo. Muitos dos
avangos da Matematica s6 foram possiveis
através dessa invencgao. Assim, garantir que
nossos alunos conhegam esses fatos, além de
transmitir mais humana da

uma visao

Matematica, melhora a compreensao sobre um

tema que, historicamente, ja& demonstrou sua
importancia.
4 Sistemas de numeracao posicionais

Em sistemas
representar qualquer numero, por maior que

posicionais, ¢ possivel
seja, com uma quantidade finita de simbolos.
Além disso, os nimeros representados por meio
deles se prestam a realizacdo das quatro
operacOes aritméticas basicas.

Vejamos como se da a representagdo dos
numeros nesse tipo de sistema. Para isso,
considere a Figura 7.

Figura 1: Quarenta e nove pontos dispersos.
Fonte: RODRIGUES, 2013, p. 42.

Depois de efetuar corretamente a contagem,
podemos afirmar que ha 49 pontos nessa figura.

Mas, embora tenhamos representado essa
quantidade de pontos por um 4 seguido de um
9, observamos que nao hda, nesta nuvem de
pontos, o menor vestigio das quantidades
representadas por esses dois algarismos. Por
que entdo esta quantidade de pontos esta sendo
representada por um numeral constituido
desses algarismos? A Figura 8 responde essa
pergunta.

Figura 2: Quarenta e nove pontos agrupados de

dez em dez.
Fonte: RODRIGUES, 2013, p-42.
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Temos ai 49 pontos, ndo mais dispersos, mas
agrupados de dez em dez facilitando a
contagem. Vemos, agora, claramente, o porqué
da escolha dos algarismos 4 (quatro dezenas) e
9 (nove unidades). Assim, 49 € um numeral que
pode perfeitamente representar a quantidade de
pontos da Figura 7 e para entender o
significado desta representacdo basta que
que numero foi escolhido para
realizar os agrupamentos, ou seja, a base do
sistema de numeracao.

Note, contudo, que nao ha nada que nos

saibamos

impega de realizarmos o agrupamento dos
pontos de outra maneira, como ilustra a Figura
9.

Figura 3: Quarenta e nove pontos agrupados de cinco em
cinco.
Fonte: RODRIGUES, 2013, p. 44.

EC
LN

A Figura 9 sugere um novo numeral para
representar o numero 49, ou seja, 144. Esse
numeral se presta tdo bem quanto o numeral
“49” para representar a quantidade de pontos,
desde que saibamos que os agrupamentos
foram realizados de cinco em cinco e ndo de dez
em dez. Porém, ao contrario do que acontece
com a base 10, cuja aceitagao generalizada nos
permite realizar a interpretacdo correta do
namero associado ao sem a
necessidade de explicitar a base, precisamos
aqui indicar que a base utilizada para efetuar os
agrupamentos foi a base 5. Isso pode ser feito
indexando a base ao numeral. Neste caso temos
144.

Chamaremos representagbes como a das
Figuras 8 e 9 de diagramas de pontos. Observe
que algumas regras, devem ser utilizadas na
montagem desses diagramas. Sao elas:

numeral

Regral. Em um sistema de numeracao
posicional, todos os algarismos valem menos do
que a base.

Regra 2. Na montagem de um diagrama de
pontos que representa um numero em um

sistema de numeragao posicional de base b, a
quantidade de vezes que um tipo de grupo
aparece isolado deve ser sempre inferior a b e,
caso haja algum grupo aparecendo b vezes ou
mais, b desses grupos devem ser reunidos em
um novo tipo de grupo.

Outra maneira, mais pratica que o diagrama
de pontos, para obter a representagao de certa
quantidade em uma base nao decimal é o
método das divisdes sucessivas, o qual consiste
em efetuar a divisao inteira do nimero dado na
base dez pela base b do novo sistema de
numeragao; tomar o quociente da divisao e
dividi-lo também por b, repetindo este processo
até que o quociente obtido torne-se menor do
que b; feito isto, tomam-se o ultimo quociente e
os restos obtidos em cada uma das divisoes,
escrevendo-os, da esquerda para a direita, na
ordem inversa de seu aparecimento ao longo do
processo.

A Figura 10 exemplifica esse processo,
mostrando como escrever o numero 436 na base
ternaria.

Figura 4: Processo de conversao do ntimero 436

para a base trés.
Fonte: RODRIGUES, 2013, p. 50.

Assim, o numeral que corresponde ao
namero 436 no sistema de numeragao ternario é
121011,.

Observe ainda que este processo preserva as
Regras 1 e 2 antes comentadas. Mas o que fazer
se a base for maior que 10, ja que, neste caso
podem surgir restos maiores ou iguais a 10 e
que dispomos apenas dos dez algarismos indo-
arabicos conhecidos? Uma resposta para esta
questdao é criar novos simbolos ou, como
usualmente se faz, utilizar a sequéncia das
letras do alfabeto para dar continuidade a
sequéncia dos algarismos. Assim, por exemplo,
os algarismos da base 135300, 1, 2,3, 4, 5,6, 7,
89, A BeCemqueA=10,B=11eC=12.
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O processo inverso, isto €, descobrir qual o
numero associado a um numeral representado
em uma base nao decimal é ainda mais simples.
Para melhor compreendé-lo observe que

532=5-10%+3-10"+2-10°

e que o fato de aparecerem poténcias de dez em
cada termo do segundo membro esta associado
ao fato de 532 estar expresso no sistema
decimal. Assim, o valor de um numeral como
2D5E;5, pode ser obtido da mesma forma, desde
que seus algarismos multipliquem as poténcias
de 15 adequadas ao invés de poténcias de dez.
Desse modo, podemos fazer

2D5E;s =2-153+13-15+ 515" + 14 - 15°
2D5E;s = 2-3.3754+13-225+5-15+ 141
2D5E s = 6.750 + 2.925 + 75 + 14
2D5E;s = 9.764.

Note que os algarismos D e E foram
substituidos por seus valores correspondentes
13 e 14, respectivamente.

Em geral o estudo dos
numeragao ¢ interrompido neste ponto. Neste
artigo, entretanto, gostariamos de ir um pouco
além, algumas propriedades
interessantes relacionadas com a representacao
dos ntimeros em sistemas posicionais que nao
sao necessariamente decimais. Tais
propriedades estdao relacionadas com os
critérios de divisibilidade de nimeros inteiros e

sistemas de

tratando de

a representacdo de numeros reais em outros
posicionais. Pensamos que o
conhecimento destes fatos pode ajudar o
professor a ter uma visdao mais ampla a respeito
do tema, certos
aspectos  do SNPD,
adquirindo desta forma maior seguranca para
discorrer sobre este tema, ou
relacionados com ele, com seus alunos.

sistemas

compreendendo melhor

funcionamento  do

outros

5 Critérios de divisibilidade em
sistemas posicionais

A partir de agora estabeleceremos alguns
resultados que generalizam os critérios de
divisibilidade para sistemas de numeragao
posicionais que nao sejam necessariamente
decimais. As demonstracdes destes resultados
serdo feitas para aqueles que

nao aqui,

desejarem ter acesso as mesmas a indicamos a
leitura de Rodrigues (2013), em cujo capitulo 3
estas estao feitas de maneira detalhada.

Vamos aos teoremas, o primeiro dos quais
explicita sob que circunstancias um ntmero €
divisivel pela base do sistema de numeragao.

Teorema 1. Um niimero é divisivel pela base do
sistema de numeracdo se, e somente se, terminar em
0.

Teorema 2. Se a base de um sistema de
numeragdo é par, entdo um niimero é divisivel pela
metade m da base se, e somente se, ele termina em 0
ou m.

Na base 10, todo niimero terminado em 0 ou
5 é multiplo de 5, justamente porque 5 é metade
de 10. Agora, se 137, 450, A7, 60 e 35 sao
numeros expressos na base 14, entao sao, todos
eles, com exce¢ao do ultimo, multiplos de 7, ja
que os quatro primeiros terminam em 0 ou 7.
De fato, esses numeros representam, na base
dez, 245 = 35 x 7, 854 = 122x7, 147 =
21X 7,84 = 12 X7 e 47, respectivamente.

Teorema 3. Seja d um divisor da base de um
sistema de numeracdo, entdo um numero é divisivel
por d se, e somente se, terminar em um miiltiplo de

d.

O ntmero 10 sé possui dois divisores
préprios, o 2 e o 5, portanto, no sistema
decimal, € a esses numeros que se aplica esse
critério. De fato, os unicos multiplos de 2 que
possuem um unico algarismo sao 0, 2, 4, 6 e §,
justamente as terminacOes que tornam um
numero par, e os de 5sao 0 e 5.

Consideremos agora a base 15 = 3 X5,
Nesta base um ntimero sera multiplo de 3 caso
termine em 0, 3, 6, 9 ou C e de 5 caso termine
em 0, 5 ou A. Logo, 45C;5 é um multiplo de 3.
De fato,

45Cs = 4-152+ 5-15 + C
45Cs = 4x225 + 5x15 + 12
45C,s = 987 = 3 x 329.

Teorema 4. Seja d um divisor da base de um
sistema de numeracdo, entdo um niimero é divisivel
por d, se, e somente se, os n ultimos algarismos
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desse niimero formam, na ordem em que aparecem,
um multiplo de d,,.
Este teorema justifica os critérios de
divisibilidade dos ntiimeros 4 e 8, visto que 4 =
22, 8 = 2% e 2 é divisor de 10. Assim, para
sabermos que o ntimero 467.545.416 é divisivel
por 8 ndo precisamos realizar toda a divisao,
sendo suficiente para tanto constatar que seus
trés ultimos digitos, 416, na ordem em que
aparecem, formam um multiplo de 8, a saber
8 X 52. Todavia, o grande mérito do teorema
das poténcias nao reside ai, e sim no fato de que
nos revela que qualquer poténcia de 2 ou de 5
goza desta propriedade. Assim, por exemplo,
um numero s6 sera multiplo de 25 = 52 se
terminar em 00, 25, 50 ou 75, visto que esses sao
os unicos multiplos de 25 que tém dois
algarismos ou menos.

Teorema 5. Um niumero ¢é divisivel pelo
antecessor a da base de um sistema de numeracio se,
e somente se, a soma dos algarismos que formam este
niimero for um multiplo de a.

Na base 10,
divisibilidade do ntimero 9, segundo o qual um

trata-se ai do critério de
numero € divisivel por 9 se a soma de seus
algarismos também o for.

Podemos  garantir que o
96.643.758,3 ¢ um multiplo de 12 se a soma de
algarismos,
tabuada da base 13, resultar em um multiplo de
12. Vejamos,

numero

seus efetuada utilizando-se a

913+ 643+ 613+ 413+ 313+ 713+5;3+8;35=
=[(913 + 613) + (615 + 413)]
+[(By3 + 713) + (513 + 813)]=
=[1213 + A3l + [A13 + 1045] =
=1Ci3 + 1443 =
=39, =48 =4 x 12.

Como vimos 39;3 é um multiplo de 12,
porém, em caso de duvida, pode-se repetir o
processo. Assim, temos 3,3 + 9;3 = C;3 e como
C;3 = 12,  concluimos que o namero
96.643.758,3 ¢, realmente um multiplo de 12. De
fato, 96.643.758,53 = 596.047.356 = 12 X
49.670.613.

Teorema 6. Seja p um divisor do antecessor da
base de um sistema de numeragio, entdo um niimero
é divisivel por p se, e somente se, a soma dos

algarismos que formam este niimero for um miiltiplo
de p.

Na base 10, este é o critério de divisibilidade
do nuimero 3, o qual é o unico divisor proprio
de 9.

Na base 13, por exemplo, esse critério pode
ser aplicado ao nimero 4, que é um divisor de
12. Assim, o nimero B47A;3 é um multiplo de
4, pois (Byz + 413) + (713 + Ag3) = 1243 + 1443 =
26,5 =32 =4x8.

Teorema 7. Um niimero é divisivel pelo sucessor
s da base de um sistema de numeracio se, e somente
se, a diferenca entre a soma dos algarismos de ordens
de unidades pares e a soma dos algarismos de ordens
de unidades impares for um miiltiplo de s.

Eis, quando aplicado a base 10, o critério de
divisibilidade do numero 11. O namero
9.677.613, por exemplo, é multiplo de 11, pois 9
+7+6+3=256+7+1=14e25-14=11.

Observe que 4642, =1696 = 8x 212. De
fato, utilizando a tabuada da base 7, temos
(47 +4,) — (6, +2,) =11, — 11, =0,, que &
multiplo de qualquer ntimero, inclusive de 8.

Teorema 8. Seja q um divisor do sucessor da
base de um sistema de numeragdo, entdo um niimero
é divisivel por q se, e somente se, a diferenca entre a
soma dos algarismos de ordens de unidades pares e a
soma dos algarismos de ordens de unidades impares
for um multiplo de q.

Este teorema nao se aplica a base 10, visto
que nao ha divisores préprios de 11.

Em um sistema de base 14, esse critério
aplica-se aos niumeros 3 e 5, que sdo os divisores
de 15, que é o sucessor de 14. Assim, D377, é
um maultiplo de 5, pois (Dig+714) —
(314 + 714) = 1644 — A1y = Ayy, @ como Ay, = 10,
que é multiplo de 5, também D377, é um
multiplo de 5. Realmente, D377,, = 36.365, que
como sabemos, pelo critério de divisibilidade de
5 na base 10, ¢ um multiplo de 5, pois termina
em 5.

Os teoremas vistos anteriormente nos
permitem encontrar critérios de divisibilidade
em sistemas de numeracdo posicionais que nao
sejam necessariamente decimais. Além disso,
quando adquirimos uma visao mais ampliada

sobre qualquer assunto, retornamos aos casos
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particulares com maior propriedade. Assim,
podemos vislumbrar nuances que sem essa
visdo ampliada nao seriamos capazes de
perceber, como o fato de que o critério de
divisibilidade do 2 e do 5 sdo, em esséncia o
mesmo critério e que decorrem do fato de que
esses numeros sao divisores de 10, ou que o
critério de divisibilidade do 9 é o que é em
virtude de 9 ser o antecessor de 10 e que o 3
segue esse mesmo critério porque 3 é divisor de
9 e ndo o critério do 9 assemelha-se ao do 3
porque 9 = 3?, ou algo do género. E o mais
importante, passamos a perceber que, enquanto
a divisibilidade é uma propriedade intrinseca
dos ntmeros, os critérios de divisibilidade
dependem da relacdo destes com a base do
sistema de numeracao.

6 Representacao de numeros reais em
sistemas posicionais

Nesta secdo, abordaremos a representacao
posicional dos reais em uma determinada base
b. Mesmo para a base decimal, esse tema
geralmente ndo ¢é tratado nos cursos de
Introdugao a Analise Real, que é uma das
Unicas oportunidades de estuda-lo na
graduagao em Matematica.

Os Parametros
(PCN) propdem como contetdo para o ensino
de Matematica no quarto ciclo:

O importante é que o aluno identifique o
niimero irracional como um numero de
infinitas  ‘casas’ decimais ndo-periddicas,
identifique esse niimero com um ponto na
reta, situado entre dois racionais apropriados,
reconheca que esse nimero ndo pode ser
expresso por uma razdo de inteiros; conheca

Curriculares Nacionais

niimeros irracionais obtidos por raizes
quadradas e localize alguns na reta
numérica, fazendo uso, inclusive, de
construcoes —geométricas com  régua e

compasso. (BRASIL, 1998)

Santos (2007) analisou 14 livros didaticos,
utilizados na 72 série do Ensino Fundamental, e
mostrou que a grande maioria deles nao atende
a proposta dos PCN para a abordagem dos
numeros Em um dos
analisados nao foi encontrado nenhum registro

irracionais. livros

sobre niimeros irracionais ou reais, nem mesmo
em outros volumes da colecao.

Ainda no Ensino Fundamental, o aluno é
apresentado ao numero m (pi), sendo este um
dos seus primeiros contatos com os numeros
irracionais. Também s&do trabalhadas neste nivel
de ensino as raizes nao exatas de inteiros, que
se constituem em outros exemplos de
irracionais. Ja no Ensino Médio, o numero e
(numero de Euler ou constante de Napier)
aparece no estudo das fun¢des elementares. Em
experiéncia com
Matematica durante o curso de Introdugdo a
Analise Real, vemos, que em sua maioria, além

nossa licenciandos em

de nao saberem demonstrar que esses nimeros
sdo irracionais, ndo conhecem outros exemplos
de irracionais.

Um numeral no sistema posicional de base b
¢ dado por

(@nan_1Guy @ a1 09,01 A5G 3 )y
onde 0 <a; <b,
numero real

a; €E7Z, que representa o

X =apb™ + ap_ b+ an,_,b" %+ - 4a,b® +
albl + aobo + a_lb_l + a_zb_z + .-

Por exemplo:
e (101,011),=1-22+0-2'+1-2°40-
271 +1-27241-273
1 1 43
_4+1+Z 5—5_,
o (21,1111..);3=(21,1);=2-3'+1-3%+
1-31+1-3 24 4+1-370 4

11 1 1 1
=6+1+totoot—t ot t o

39 27 81 3
_7+1_15.
B 27 27

e mw=(3,1415..);0=3-10°+1-10"' + 4 -
10724+1-1073+5-107* + ---.

Note que, no segundo exemplo, utilizamos
um trago para indicar que um determinado
grupo de algarismos se repete sucessivamente.
Chamaremos estes numerais de representagdes
posicionais periddicas, ao invés de dizimas
periddicas, como usualmente se faz para a base
10. Ja no terceiro exemplo, ndo temos nenhum
grupo de algarismos que se repete
sucessivamente. Teremos que utilizar outro
procedimento matematico para determinar
quais sdo os algarismos subsequentes. Entao, ¢
importante que podemos ter
representagdes posicionais finitas,
periodicas e infinitas ndo-periddicas.

observar
infinitas
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Segundo Eves (2004), os mesopotamicos, por
volta do século XIX antes da era cristd, ja
utilizavam a representacdo posicional, que
aplicavam evidentemente a sua base, a qual era
sexagesimal. E assim que um numeral como
0,13, para eles significaria 1/60 + 3/3600 = 7/400.
Porém, como era de se esperar, o0s
mesopotamicos nao dispunham de uma notacao
simples e clara como a atualmente utilizada no
sistema decimal. Para representar suas fracdes
sexagesimais, eles se serviam de algarismos
como 0s que vimos na sec¢do 2 e nao dispunham
da virgula para separar a parte inteira da nao
inteira. As ambiguidades, resultantes da
auséncia de um simbolo especifico com esta
finalidade,
contexto ou de elucidagOes feitas oralmente
sobre a grandeza dos numeros, que eram

expressos por meio de marcas feitas em

eram esclarecidas a partir do

tabuletas de argila. Embora os mesopotamicos

tenham utilizado fragdes posicionais ha
aproximadamente quatro  milénios, este
conhecimento, devido as dificuldades de

comunicacdo que existiam no passado, acabou
se perdendo.

Segundo Rooney (2012), em 1522, na
Alemanha, Adam Riese (1489-1559) publicou
uma tabela, na qual utiliza fracdes decimais
para expressar o valor de raizes quadradas. Em
1530, Cristoff Rudolff (1500-1545) demonstrou
dominar o uso dessas fra¢des, utilizando uma
barra vertical ao invés da virgula. Todavia, o
primeiro tratado europeu sobre fracgdes
decimais foi escrito em 1585, pelo flamengo
(1548-1620), que
entretanto, uma notagao pouco pratica.

O mesmo autor afirma que o uso do ponto
para indicar a parte inteira parece ter-se
estabelecido quando John Napier (1550-1617)
publicou suas tabelas de logaritmo utilizando
esta notagdo. Em 1617, ele teria sugerido o uso
deste ou da virgula, e optado pelo ponto em
1619. Atualmente,
consagrado uso da virgula para separar a parte
inteira da nao inteira, ha paises como Inglaterra
e Estados Unidos que utilizam o ponto com esta
finalidade, como pode ser facilmente constatado
em muitas calculadoras.

A seguir, série de
perguntas e respostas que sintetizam a teoria

Simon Stevin utilizou,

embora no Brasil seja

apre sentamos uma

envolvida na representacdo dos reais em um
sistema posicional de base b e que podem ser

utilizadas para guiar os estudos e pesquisas
sobre o tema:

e Toda representacdo posicional esta
associada a um tinico numero real? Sim.
Uma representagdo posicional esta

associada a soma da série

[oe]

Z a;b~t

i=—n
que é convergente, por conta da completude
dos reais;

e Uma representacdo posicional finita esta
associada a um namero racional ou
irracional? Esta associada a um namero
racional, pois é a soma de numeros
racionais;

e Uma representacdo posicional infinita
periodica estd associada a um numero
racional ou irracional? Esta associada a
um namero racional, pois teremos a

infinita de progressao

soma uma

1

geométrica de razao .,

cujo limite é um
numero racional;

e Uma representacdo posicional infinita
nao-periddica esta associada

numero racional ou irracional? Esta

a um

associada a um ndamero irracional, pois

um namero racional possui uma
representacdo  posicional finita ou
infinita periddica;

e Todo numero real possui uma

representacao posicional? Sim.

e [Lsta representacao posicional é tnica?
Nao. Todo numero racional nao-nulo
possui uma representacdo posicional

periddica. Alguns
racionais possuem uma representagao
posicional finita também.

e Como

infinita nameros

obter = uma representacao
posicional para um determinado ntimero
real? Quando o numero € racional, os
algarismos sdo obtidos pelo algoritmo da
divisao, quando dividimos o numerador
e 0 denominador da fracao
correspondente. Quando o ntmero €
irracional, devemos aproxima-lo por
racionais de representagao posicional
finita. A parte inteira e os primeiros m
algarismos da parte nao-inteira de um
numero real positivo x sao iguais aos do
maior racional que seja menor ou igual a
x, dentre os racionais que possuem

representagdo posicional finita com m
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algarismos na parte nao-inteira. Neste
ponto, a abordagem geométrica serd
muito util.

¢ Todo ntmero racional possui
representacao posicional finita? Nao.

¢ Quando um numero racional possui
uma representacao posicional finita?
Apenas quando o numero racional é
igual a fracao irredutivel p/q, onde q
possui apenas fatores primos que sao
fatores primos de b. Alguns exemplos

deste fato podem ser encontrados na

uma

Tabela 1.

¢ Um numero racional possui que tipo de
representagao posicional? Possui
representacao  finita ~ou  infinita

periddica. Ao calcular os algarismos da

representacao, por meio do algoritmo da

divisdo, se obtivermos em algum dos
passos um resto igual a 0, teremos uma
representacao finita. Caso contrario, os

restos se repetirdo periodicamente e

teremos representacao infinita
periddica.

e Um numero irracional possui que tipo
de representacao posicional? Possui uma
representacgao
pois as representacdes finita e infinita
periddica estdao associadas a numeros

racionais.

uma

infinita nao-periddica,

Tabela 1: Representagao posicional de algumas
fragdes proprias em diferentes sistemas de

numeragao.
base 1/2 1/3 3/4 2/5 5/6 4/7
2 01 001 011 00110 0,110 0,100
3 01 01 0,20 0,1012 021 0,12010
4 02 01 0,3 0,12 0,31 0,210
5 02 013 03 0,2 0,40 0,24120
6 03 02 043 0,2 0,5 0,32
7 03 0,2 0,51  0,2541 0,5 04
8 04 0,25 0,6 0,3146 0,652 0,4
9 0,4 03 0,6 0,35 0,74 0,512
10 05 03 0,75 04 0,83 0,57142
11 0,5 0,37 0,82 04 0,91 0,631
12 06 04 0,9 0,4972 0,A  0,64351

7 Atividades para Educacdo Basica

A Historia da Matematica, além de ser
naturalmente atrativa e curiosa, é um vasto
campo de pesquisa que pode ser utilizado pelo

professor para estimular o interesse dos alunos.

Pesquisando fatos histéricos o aluno se depara
com a necessidade de seus
conhecimentos em assuntos préprios da area do

aprimorar

conhecimento a que esses fatos se referem, neste
caso, a Matematica. Quando vistos a partir de
uma perspectiva histérica, até mesmo os
contedos mais aridos parecem ganhar vida,
passando a ganhar significado para o aluno.
Aqui o professor tem muitas possibilidades
para conduzir o aluno até o mundo da pesquisa,
desenvolvendo nele a autonomia, estimulando
sua curiosidade e independéncia na busca do
conhecimento.

Pode-se solicitar aos alunos que pesquisem a
histéria de grandes matematicos do passado
que se envolveram com a difusao do sistema de
numeracao indo-arabico, como Fibonacci ou al-
Khowarizmi, ou ainda, em wuma atitude
interdisciplinar, pedir que pesquisem um pouco
da historia e da cultura das grandes civiliza¢des
do passado, buscando conhecer melhor que tipo
de conhecimento matematico foi produzido por
tais povos.

Como sugestdao de atividade de pesquisa
relacionada ao conhecimento matematico
trabalhado neste artigo, o professor pode pedir
que seus alunos sobre a
classificagao dos numeracao,
utilizando como fontes a internet, a biblioteca
da universidade ou da prépria escola.

Outra pesquisa interessante, relacionada ao
conceito de base de um sistema de numeracao,
consiste em propor que os alunos pesquisem
quais foram as bases mais utilizadas ao longo
da historia, quais povos as utilizaram e qual a
razao de terem sido tomadas ao invés de outras.

Propomos o dos sistemas de
numeragao posicionais como um meio para a

investiguem
sistemas de

ensino

compreensdao dos algoritmos que utilizamos
para efetuar as quatro operagdoes. Nao é de
nosso conhecimento que as explicagdes sobre o
porqué, e nao apenas de como, estes algoritmos
funcionam, mesmo quando bem trabalhadas

nas séries iniciais, sejam revisitadas
posteriormente na educagdo basica.
Sugerimos a utilizagdo de calculadoras

cientificas para estudar a representacdao de
numeros em outras bases. Algumas delas
possuem a tecla que apresenta a divisao
entre dois inteiros na forma de niimero misto,
essa tecla pode ser utilizada para facilitar a
mudanca de base através do método das
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divisoes sucessivas, desde que facamos com que
o aluno perceba que a parte inteira do nimero
misto € o quociente da divisdo e que o
numerador da fragdo prépria é o resto da
divisao. Assim, se escrevermos na calculadora o
numero 46, apertarmos tal tecla, escrevermos o
numero 8, e apertarmos a seguir a tecla de
igualdade, aparecera no visor o nimero misto
52,

4

O professor pode, por exemplo, depois de
dado algumas explicagdes sobre sistemas de
numeragao posicionais, em particular sobre o
sistema bindrio, pedir seus alunos
pesquisem sobre “linguagem de maquina” na
Internet, para que estes descubram por si sds a
relacdo existente entre o sistema binario e a
informatica, compreendendo que
conteidos matematicos possuem
aplicagdes no mundo em que vivemos e que

que

muitos
realmente

isso independe do professor mencionar ou nao
essas aplicacdes em sala de aula. Feita essa
pesquisa pelos alunos, o professor pode
resgatar os resultados e explanar sobre as
aplicagoes
hexadecimal no campo da informatica, bem
presenca do
sexagesimal na contagem do tempo e na
medicdo de angulos.

Outra para ser
desenvolvida com os alunos em sala de aula,
depois de explicar o método das divisdes
sucessivas, é pedir que estes convertam um
numero relativamente alto para diversas bases,

dos sistemas binario, octal e

como mencionar a sistema

atividade interessante

postas em ordem crescente a partir da base 2,
pedindo que descrevam o que esta acontecendo.
Os alunos devem chegar sozinhos a conclusao
de que quanto menor é a base mais extensa se
torna a representagao dos numerais.

Pensamos que uma boa estratégia para
trabalhar este tema seria envolvendo-o como
parte de um projeto mais amplo sobre sistemas
de numeragdo, o qual poderia ser trabalhado
com um grupo de alunos dentro de um clube de
Matematica ou na forma de um trabalho para
ser apresentado na feira de ciéncias da escola.

Se estivermos lidando com um grupo de
alunos que ja compreenderam o funcionamento
dos sistemas posicionais e que ja dominam a
escrita de niimeros naturais em outras bases,
seria possivel pedir que escrevessem os 20 ou 30
primeiros ntimeros na base 6, perguntando se
notam ai algum padrao para os multiplos de 3.

Depois de fazer o mesmo com a base 8 e pedir
que observem os multiplos de 4. E bem possivel
que percebam que o mesmo ocorrerd para Os
multiplos de 6 na base 12. Os alunos entao
passariam, eles préprios, a procurar padrdes.

Outra sugestao que damos para o professor
¢ que faca um resgate de temas simples e
importantes como os critérios de divisibilidade
e a prova dos nove.

O Projeto Klein, que ¢ uma iniciativa da
Sociedade Brasileira de Matematica (2013),
conduz alunos ao estudo de conhecimentos
matematicos mais profundos a partir de temas
simples da educagdo basica. O tema abordado
neste artigo estd de acordo com essa proposta,
pois de temas extremamente simples como
sistemas de numeracdo e critérios de
divisibilidade chega-se ao estudo de temas
relacionados a Teoria dos Numeros.

E, quando se trata de fazer com que os
alunos  compreendam a  representacao
posicional dos niimeros reais, podemos utilizar
novamente as calculadoras cientificas. E uma
oportunidade de discutir com os alunos sobre a
utilizagao do ponto, ao invés da virgula, como
separador das partes inteira e nao inteira do
numero em sua forma decimal, abordando além
a questao da
diferenca de notacdo que existe entre diversos

do significado da virgula,

paises na representacao das fragdes decimais.

Os procedimentos que devem ser utilizados
para encontrar as fragdes geratrizes de dizimas
periodicas e de decimais exatos podem ser
perfeitamente descobertos pelo proprio aluno a
partir de atividades orientadas pelo professor
com o uso da calculadora. O professor pode,
por exemplo, pedir que seus alunos efetuem, na
calculadora, contas como 5/9, 7/9, 45/99,
387/999, solicitando que estes digam o que
percebem, depois pode ir ao quadro e colocar
uma dizima peridédica do tipo 0,444... e pedir
que estes tentem deduzir a fragao ordinaria que
deu origem a dizima, ou seja, sua fragdo
geratriz.

O professor tera ainda a chance de discutir
com seus alunos o fato de que, embora a
calculadora tenha um limite de digitos para ser
exibido no visor, o periodo das dizimas
periodicas se repete infinitamente, além de
questdes relacionadas a arredondamentos,
explicando, por exemplo, porque embora o
professor insista em dizer que 2/3=0,666..., a sua
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maquina teima em mostrar o resultado
0,666666667. E a chance de mostrar para seus
alunos a importancia de ter o conhecimento
tedrico para compreender erros.

Além disso, o professor pode mostrar para
seus alunos que, embora possamos utilizar a
notagdo posicional para representar dizimas
periddicas e irracionais, na pratica, nao
operamos com estes nimeros, mas com suas
aproximacgodes a partir de decimais exatos. Pode
comentar ainda como € possivel, a partir dos
decimais exatos, obter aproximagdes tao boas
quanto desejemos para dizimas periddicas e
irracionais.

Além disso, a representacdo posicional dos
numeros reais nos fornece um meio acessivel de
explicar para nossos alunos sobre a diferenca
entre nimeros irracionais e nimeros racionais

sem cair em um pensamento ciclico.

Conclusoes

A Matematica ndo se desenvolveu pela
presenca de pessoas iluminadas, as unicas
capazes de enxergar aquilo que outros estariam
privados de ver, e sim pelo esfor¢o e trabalho
arduo de diversas geragdes de seres humanos
empenhados em resolver problemas que se
apresentaram diante deles e que precisavam ser
superados, problemas estes, muitas vezes
resolvidos com engenho e criatividade, por
povos distanciados muitas vezes tanto
cronoldgica quanto geograficamente, mas que
acabavam encontrando solug¢des parecidas para
0s mesmos problemas.

No campo educacional, ver as dificuldades
que os povos enfrentaram ao tentar encontrar
maneiras eficazes para representar e operar com
dificuldades que
necessitaram de milénios para serem superadas,
torna-nos mais tolerantes quando vemos nossos
alunos esbarrando nessas mesmas dificuldades.

No ambito dos sistemas de numeracao

0s nuameros, estas

posicionais, devemos estar convencidos de que
a escolha de uma base decimal ndo se deve ao
fato de a dezena possuir propriedades especiais
que a permitem melhor representar os niimeros,
mas a forma de nossas maos, com cinco dedos
em cada uma. Além disso, por tudo que foi
visto a respeito de sistemas posicionais, fatos
que pareciam ser propriedades intrinsecas aos
numeros, como os critérios de divisibilidade e a

periodicidade, revelam-se como propriedades
da relacdo entre estes numeros e a base do
sistema de numeragdo que o0s esta
representando.

Mas a razao que, para nds, justifica a
profundidade com que abordamos o tema dos
sistemas de numeragao, cuja importancia ja estd
mais do que demonstrada, é a nossa crenga no
fato de que o professor deve conhecer mais do

que seus alunos a respeito daquilo que ensina.
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