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Resumo
Neste artigo, com base no Método chinés apresentado no livro “Os nove capitulos da arte matemdtica”, escrito no
século I da era cristd, sugerimos uma sequéncia de problemas a partir da qual o aluno ird se apropriar dos conceitos

matemdticos envolvidos na defini¢do e na resolugdo de sistemas lineares, sem a necessidade de conhecer a teoria de
matrizes e determinantes.
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Abstract
In this work, based on the chinese method which was presented in the book that was published in I a.C., titled “the
nine chapters”, a sequence of problems were suggested in order to introduce definitions and a method of solving

linear systems, without introducing neither matrices nor determinants.
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1 Introdugao

O ensino de sistemas lineares no Ensino Médio é
feito, por muitos autores, apds o estudo de matrizes e de
determinantes. Podemos citar como exemplos os livros
de Dante (2010), Iezzi (2010) e PAIVA (2010). Dante
(2010), para introduzir as opera¢des elementares neces-
sdrias para o escalonamento de um sistema linear, usa
o fato de algumas dessas operagdes serem idénticas as
permitidas para verificacdo de umas das propriedades
do determinante, apresentadas em seu texto anterior-
mente. Para esses autores, o contexto histérico é tratado
como curiosidade, uma mera ilustragdo, mas ndo como
metodologia de ensino.

Matrizes e determinantes sdo conceitos bastante abs-
tratos. Nossa proposta para o Ensino Médio é que
sistemas lineares e o método do escalonamento sejam
apresentados e validados antes da teoria de matrizes. Se-
guindo a ordem cronolégica, estamos oferecendo ao pro-
fessor atividades que possibilitem a construcdo desses
conceitos pelo aluno e que despertem nele a percepgao
da necessidade de uma teoria antes que ela seja sistemati-
zada, fazendo-o entender, ainda que simplificadamente,
como o conhecimento matematico se desenvolve.

Nosso estudo tem como ponto de partida a apresenta-
cdo e a resolucdo detalhada de quatro problemas através
do Método Chinés . O Método Chinés era uma ferra-
menta matemadtica utilizada para resolver problemas do
dia a dia e foi apresentado no livro “Os nove capitu-
los da arte matematica” de Liu Hui (Carrera (2009)),
publicado na China durante o século I da era crista e,
conforme Eves (2004), “o mais importante dos textos de
matematica chinés”.

Ao final da apresentagdo e resolucdo de cada um dos
problemas , fazemos uma nova leitura dos mesmos com
o objetivo de introduzir, para os alunos, as nogdes de
incégnitas e equagdes, ou seja, de sistemas lineares.

Definindo formalmente as manipulagdes matemati-
cas utilizadas pelos chineses na resolucdo dos problemas,
chegamos ao que conhecemos hoje como operagdes ele-
mentares e provamos, na se¢do 43, que essas operagdes
quando aplicadas as equagdes de um sistema linear, o
transformam em um outro sistema, cuja as solucoes sdo
as mesmas do sistema inicial.

Apresentamos assim uma sequéncia didética para
o estudo de sistemas lineares e 0 método do escalona-
mento.

2 O Método Chinés

Nesta secdo, estudamos o método apresentado em
"Os nove capitulos da arte matematica"e que era utili-
zado para a resolucdo de problemas praticos do dia a dia
dos autores. Nosso contato com a obra se deu através

de Carrera (2009) e Eves (2004).

Os chineses consideraram somente problemas envol-
vendo o mesmo nimero de situacdes descritas e valores
desconhecidos a serem calculados e ndo indicaram o
motivo desses sistemas poderem ser resolvidos.

As solugdes dos problemas pelos chineses basearam-
se em dois métodos: o shinjutsu ou método direto (subs-
tituicdo direta de valores a serem calculados) e o kyojutsu
ou método indireto (simplificagdo das situa¢des descri-
tas). Nesse trabalho, estudamos problemas que foram
resolvidos segundo esse dltimo método.

Realizamos o estudo do Método Chinés resolvendo
quatro problemas. Os dois primeiros pertencem a obra
citada e fizemos simplesmente repetir o passo-a-passo
da resolugdo com o objetivo de entendermos as opera-
¢des matematicas executadas.

Os dois tdltimos problemas foram criados para exerci-
tarmos método de resolucédo chinés. Durante a resolugao
de cada um dos quatro problemas reescrevemos seus
enunciados usando letras para representarem as quanti-
dades procuradas, é o que chamamos modelagem.

Problema I. Trés feixes de uma colheita de boa quali-
dade, dois feixes de uma de qualidade regular e um
feixe de uma de ma qualidade sao vendidos por 39 dou.
Dois feixes de boa, trés de regular e um de ma quali-
dade sdo vendidos por 34 dou. Um feixe de boa, dois
de regular e trés de ma sdo vendidos por 26 dou. Qual
o preco do feixe para cada uma das qualidades? (EVES,
2004, p. 268).

Segundo o método chinés, o problema deve ser re-
presentado, como a seguir.

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

mas para ser mais didatico apresentamos os dados no
seguinte formato

12 22 34

Boa Qualidade 1 2 3
Qualidade Regular 2 3 2
M4 Qualidade 3 1 1
26 34 39

Montada a tabela, utilizamos os seguintes passos:

1° Passo: multiplicamos todos os termos da coluna
central (2, 3, 1, 34) pelo primeiro termo da coluna direita
(3), obtendo (6, 9, 3, 102).

1@ 22 32

Boa Qualidade 1 6 3
Qualidade Regular 2 9 2
Maé Qualidade 3 3 1
26 102 39
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2° Passo: subtraimos o nimero a direita de cada um
dos nuameros do centro, obtendo, no centro, (6 —3 =
3,9—-2=7,3—1=2;102 — 39 = 63).

12 22 32

Boa Qualidade 1 3 3
Qualidade Regular 2 7 2
Ma Qualidade 3 2 1
26 63 39

3° Passo: repetimos mais uma vez o 2° passo até
que o primeiro ntmero da coluna central seja eliminado
B3-3=0,7-2=52-1=1;63—-39 = 24).

1@ 22 32

Boa Qualidade 1 0 3
Qualidade Regular 2 5 2
Ma Qualidade 3 1 1
26 24 39

Seguimos repetindo os dois primeiros passos, agora
entre a 1 e a 37 colunas com o objetivo de eliminar o
primeiro elemento da 17 coluna.

1° passo: multiplicamos todos os termos da primeira
coluna (1, 2, 3, 26) pelo primeiro termo da coluna & di-
reita (3), obtendo (3, 6, 9, 78).

12 22 34

Boa Qualidade 3 0 3
Qualidade Regular 6 5 2
Ma Qualidade 9 1 1
78 24 39

2° Passo: subtrair o nimero a direita de cada um dos
numeros da primeira coluna, obtendo (3 -3 =0;6 —2 =
4,9 —1=28;78 — 39 = 39).

12 28 34

Boa Qualidade 0O 0 3
Qualidade Regular 4 5 2
Ma Qualidade 8 1 1
39 24 39

Finalmente, utilizamos os trés passos iniciais, agora
entre a 1” colunas e a 2% coluna, até eliminar o segundo
nuimero da 1* coluna.

1@ 22 34 1@ 22 34
Boa Qualidade 0 0 3 0 0 3
Qualidade Regular 20 5 2 — 15 5 2
Ma Qualidade 40 1 1 39 1 1
195 24 39 171 24 39

1@ 28 32 1@ 22 34

0 0 3 0 0 3

— 10 5 2 — 5 5 2

38 1 1 37 1 1

147 24 39 123 24 39

teoria de matrizes, via problemas historicos

12 22 32

0 0 3 Boa Qualidade
— 0 5 2 Qualidade Regular

36 1 1 M4 Qualidade

99 24 39

O preco do feixe de md qualidade é 9 que equivale

36
a 2,75 dou.
O valor do feixe de qualidade regular é determinado
por substituicdo:
(Feixe de qualidade regular)x5 + 2,75 = 24
(Feixe de qualidade regular)x5 = 24 — 2,75
(Feixe de qualidade regular) x5 = 21,25
( 21,25

Feixe de qualidade regular)=

(Feixe de qualidade regular)= 4,25

Portanto o feixe de qualidade regular custa 4,25 dou.

O valor do feixe de boa qualidade é determinado por
substituicao:

(Feixe de boa qualidade)x3 +4-2.4,25 42,75 = 39

(Feixe de boa qualidade)x3 + 8,5+ 2,75 = 39

(Feixe de boa qualidade)x3 + 11,25 = 39

(Feixe de boa qualidade)x3 = 39 — 11,25

(Feixe de boa qualidade)x3 = 27,75

27,75

(
(

Feixe de boa qualidade)=
Feixe de boa qualidade)= 9,25

Portanto o feixe de boa qualidade custa 9,25 dou.

Para esse problema proposto pelos chineses, é possi-
vel atribuir uma letra ao preco indicado para cada feixe
com qualidade diferente:

Preco dos feixes de boa qualidade: x.

Prego dos feixes de qualidade regular: y.

Preco dos feixes de ma qualidade: z.

Segundo o texto do problema, teriamos uma repre-
sentacdo para o problema com as igualdades a seguir.

a) Soma de 3 feixes da colheita boa, 2 feixes da regu-
lar e 1 feixe da colheita de mé qualidade, totalizando 39
dou: 3x + 2y +z = 39;

b) Soma de 2 feixes da boa, 3 da regular e 1 da co-
lheita de ma qualidade, totalizando 34 dou: 2x + 3y +
z = 34.

c) Soma de 1 feixe da boa, 2 da regular e 3 da colheita
de md qualidade, totalizando 26 dou: x + 2y + 3z = 26.

Assim, o problema pode ser expresso da seguinte
forma.

3x + 2y + z = 39
2x + 3y + z = 34
x + 2y + 3z = 26

Verifiquemos se os valores encontrados realmente
satisfazem as equacoes.

Preco dos feixes de boa qualidade: 9,25 dou.

Preco dos feixes de qualidade regular: 4,25 dou.

Preco dos feixes de ma qualidade: 2,75 dou.
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a) Soma de 3 feixes da colheita boa, 2 feixes da de
qualidade regular e 1 feixe da colheita de ma qualidade
totalizando 39 dou:

3x925+2x%x425+42,75=27,75+8,50 + 2,75 = 39;

b) Soma de 2 feixes da boa, 3 da regular e 1 da
colheita de md qualidade totalizando 34 dou:

2x925+3x4,2542,75=18,50+12,75 42,75 = 34.

¢) Soma de 1 feixe da boa, 2 da regular e 3 da colheita
de md qualidade totalizando 26 dou:

9,25 +2x4,25+3 x 2,75 = 9,25+ 8,50 + 8,25 = 26.

Vamos acompanhar como os chineses resolveram
mais um problema.

Problema II. Suponha que cinco ovelhas, quatro patos,
trés galinhas e dois coelhos valem 1496 moedas; quatro
ovelhas, dois patos, seis galinhas e trés coelhos valem
1175; trés ovelhas, um pato, sete galinhas e cinco coelhos
valem 958; duas ovelhas, trés patos, cinco galinhas e um
coelho valem 861. Entdo, qual é o preco de uma ovelha,
um pato, uma galinha e um coelho? (CARRERA, 2009,
p. 181).

Segundo o Método Chinés e usando o nosso formato,
o problema é representado por

1@ 24 32 42

Ovelhas 2 3 4 5

Patos 3 1 2 4

Galinhas 5 7 6 3

Coelhos 1 5 3 2
861 958 1175 1496

Montada essa tabela, utilizamos os mesmos passos
que seguimos no problema anterior, realizando as multi-
plicacdes e subtragdes (ou somas) exigidas.

1° Passo: multiplicamos todos os termos da 3% co-
luna (4,2,6,3,1175) pelo primeiro termo da coluna a
direita (5), obtendo-se (20, 10, 30, 15, 5875).

1@ 24 32 42

Ovelhas 2 3 20 5

Patos 3 1 10 4

Galinhas 5 7 30 3

Coelhos 1 5 15 2
861 958 5875 1496

2° Passo: subtraimos o numero a direita de cada
um dos ndmeros da 3? coluna, obtendo, em seus luga-
res, respectivamente, (20 -5 =15;10 -4 =6;30 -3 =
27;15 — 2 = 13; 5875 — 1496 = 4379).

12 24 32 43

Ovelhas 2 3 15 5

Patos 3 1 6 4

Galinhas 5 7 27 3

Coelhos 1 5 13 2
861 958 4379 1496

3° Passo: repetimos continuamente o 2° passo até
que o primeiro ntimero da 32 coluna seja eliminado.

(15-5=10;6—-4=2;27 -3 =24;13 -2 = 11,4379 —
1496 = 2883).

1@ 2a 32 4a

Ovelhas 2 3 10 5

Patos 3 1 2 4

Galinhas 5 7 24 3

Coelhos 1 5 11 2
861 958 2883 1496

(10-5=52—-4 = -224-3 = 21511 -2 =
9;2883 — 1496 = 1387).

1@ 24 32 4a

Ovelhas 2 3 5 5

Patos 3 1 -2 4

Galinhas 5 7 21 3

Coelhos 1 5 9 2
861 958 1387 1496

(5-5=0;-2—-4=—621-3=189—2=7;1387 —
1496 = —109).

1@ 24 32 4a

Ovelhas 2 3 0 5

Patos 3 1 —6 4

Galinhas 5 7 18 3

Coelhos 1 5 7 2
861 958 —109 1496

Seguimos repetindo os dois primeiros passos, agora
entre a 2% e a 4* colunas, eliminando-se o primeiro ele-
mento da 27 coluna.

1@ 2a 32 4a

Ovelhas 2 15 0 5

Patos 3 5 —6 4

Galinhas 5 35 18 3

Coelhos 1 25 7 2
861 4790 —109 1496

—

1a 2a 3a 4a

2 10 0 5
.03 1 -6 4

5 32 18 3

1 23 7 2

861 3294 —109 1496
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1@ 22 32 42
2 5 0 5
3 -3 —6 4

7 5 29 18 3
1 21 7 2
861 1798 —109 149
1a 2a 3a 4a
2 0 0 5
3 -7 -6 4
—

5 26 18 3
1 19 7 2
861 302 —109 1496

Seguimos repetindo os dois primeiros passos, agora
entre a 1’ e a 4* colunas , eliminando o primeiro ele-
mento da 17 coluna.

1@ 24 32 42

Ovelhas 10 0 0 5

Patos 5 -7 -6 4

Galinhas 25 26 18 3

Coelhos 5 19 7 2
4305 302 —109 1496

1a za 3a 4a
5 0 0 5
o, 7 -6 4
2 26 18 3
3 19 7 2

2809 302 —109 1496

12 22 32 42

0 0 0 5

7 -7 —6 4

19 26 18 3

1 19 7 2
1313 302 —109 1496

—

Utilizamos os trés passos iniciais, agora entre a 2% e
a 3 colunas, até eliminarmos o segundo nimero da 2*
coluna.

1° Passo: multiplicamos os termos da 2% coluna
(0, —7,26,19,302) pelo 2° termo da 3? coluna (—6), ob-
tendo (0,42, —156, —114, —1812).

12 28 32 4a
Ovelhas 0 0 0 5
Patos 7 42 —6 4

Galinhas 19 —156 18 3

Coelhos 1 —114 7 2
1313 —1812 —109 1496
12 22 3@ 42
0 0 0 5
R 7 36 —6 4
19 —-138 18 3
1 —107 7 2
1313 —1921 —109 1496

teoria de matrizes, via problemas historicos

1a za 3a 4a

0 0 0 5
.7 3 6 4
19 -120 18 3
1 -100 7 2
1313 —2030 —109 1496
o2 3@ g
0 0 0 5
.7 2“6 4
19 -102 18 3
1 -9 7 2
1313 —2139 —109 1496
22 3 g
0 0 0 5
o, 7 B8 6 4
19 -8 18 3
1 -8 7 2
1313 —2248 —109 1496
o2 3@ g
0 0 0 5
712 -6 4
19 -6 18 3
1 -79 7 2
1313 —2357 —109 1496
22 3 g
0 0 0 5
7 6 -6 4
19 48 18 3
1 -2 72
1313 —2466 —109 1496
1a 2a 3a 4a
0 0 0o 5
7 0 -6 4
9 -3 18 3
1 -6 7 2
1313 —2575 —109 1496

Utilizamos os trés passos iniciais, agora entre a 17
e 3% colunas, até eliminarmos o segundo nimero da 1¢
coluna.

1° Passo: multiplicamos os termos da 1% coluna
(0,7,19,1,1313) pelo 2° termo da 3% coluna (—6), obtendo-
se (0, —42,—114, —6, —7878).

1@ 28 32 43

Ovelhas 0 0 0 5

Patos —42 0 —6 4

Galinhas —114 —-30 18 3

Coelhos —6 —65 7 2
—7878 —2575 —109 1496
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12 22 32 42 10; —7115 + 2575 = —4540).
0 0 0 5
N —36 0 —6 4 12 22 32 42
—-132 —-30 18 3 Ovelhas 0 0 0 5
—13 —65 7 2 Patos 0 0 —6 4 N
—7769 —2575 —109 1496 Galinhas —210 —30 18 3
Coelhos 10 —65 7 2
12 22 32 42 —4540 —2575 —109 1496
0 0 0 5
-130 0 -6 4 12 28 32 42
7 150 30 18 3 8 8 06 Z
-20 —65 7 2 -
—7660 —2575 —109 1496 7 o-180 30 18 3
75 —65 7 2
12 Da 3a 42 —1965 —2575 —109 1496
0 0 0 5 1o 5 5 2
R —24 0 —6 4 0 0 0 5
—-168 30 18 3
27 65 7 2 0 o -6 4
—7551 —2575 —109 1496 —150 =30 18 3
140 —65 7 2
12 a 3a 42 —610 —2575 —109 1496
0 0 0 5 1a 2a 30 4a
. —18 0 —6 4 0 0 0 5
—-186  —30 18 3
0 0 —6 4
—34 65 7 2 — _120 30 18 3 —
—7442 2575 —109 1496 205 65 7 5
1a 9a 32 4a 3185 —2575 —109 1496
0 0 0 5 12 2a 3a 42
—12 0 —6 4
T 204 30 18 3 8 8 _06 Z
-4 65 7 2 7 9 30 18 3
—7333 —2575 —109 1496 270 —65 7 2
18 . 3 n 5760 —2575 —109 1496
0 0 0 5 1a 2a 3a 4a
—6 0 —6 4 0 0 0 5
7 o» 30 18 3 0 0 -6 4
48 65 7 2 7 60 30 18 3
—7224 2575 —109 1496 335 —65 7 2
8335 —2575 —109 1496
1@ 22 3a 42
O 0 O 5 1a 2a 3a 4a
. 0 0 —6 4 0 0 0 5
—240 —30 18 3 . 0 0 —6 4 N
—55 —65 7 2 —-30 -30 18 3
—7115 —-2575 —109 1496 400 —65 7 2
10910 —2575 —109 1496
Agora utilizamos os trés passos iniciais entre a 1*
e 27 colunas, até eliminarmos o terceiro namero da 17 12 Da 3a 4a
coluna. 0 0 0 5
1° Passo: Sabendo que 240 é multiplo de 30, subtrai- 0 0 —6 4
mos de cada ndmero da 12 coluna o seu correspondente 0 —30 18 3
na coluna 2, obtendo em seus lugares: 465 —65 7 2
(0—0=0;0-0=0;-240 +30 = —210; =55 + 65 = 13485 —2575 —109 1496
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O preco de um coelho é %, que equivale a 29
moedas.
O preco de uma galinha é determinado por substi-

tuicdo na coluna que ocupa:

2575 —65x29

2
30 3

Portanto uma galinha vale 23 moedas.
O prego de um pato é determinado por substitui¢do
na coluna que ocupa:

—109 -7 %29 —-18 x 23
—6

=121

Portanto um pato vale 121 moedas.
O preco de uma ovelha é determinado por substitui-
¢do na coluna que ocupa:

1496 —2 x29 -3 x23 -4 x 121

=177
5

Portanto uma ovelha vale 177 moedas.

Nesse problema, atribuindo-se uma letra ao prego de
cada animal citado:

a) Preco das ovelhas: x.

b) Prego dos patos: y.

¢) Preco das galinhas: z.

d) Precgo dos coelhos: u.

Temos sua modelagem, via letras, dada pelo conjunto
de equagdes.

5 + 4y + 3z + 2u = 1496
4x + 2y + 6z + 3u = 1175
3x + y + 7z 4+ bu = 958
2x + 3y + 52 4+ u = 861

Verifiquemos se os valores encontrados realmente
satisfazem as equagoes.

a) Preco das ovelhas: x = 177 moedas.

b) Preco dos patos: y = 121 moedas.

c) Preco das galinhas: z = 23 moedas.

d) Preco dos coelhos: 1 = 29 moedas.

5x177 +4 x 121 +3 x 23 +2 x 29 = 1496
4x1774+2x1214+6 x234+3 x29 = 1175
3x 177+ 12147 x 2345 x 29 = 958
2x177 +3 x 121 +5 x 23 + 29 = 861

A seguir resolvemos dois problemas novos com o
objetivo de testar o Método Chinés.

Problema III. Um aluno recebe 3 pontos por pro-
blema que acerta e perde 2 pontos por problema que
erra. Resolveu 50 problemas e conseguiu 85 pontos.
Quantos problemas ele acertou e quantos ele errou?

teoria de matrizes, via problemas historicos

A modelagem desse problema pode ser feita ado-
tando, para o nimero de acertos, a letra x e, para o
numero de erros, a letra y. Dessa forma, temos uma
igualdade para cada situagdo descrita, como se segue.

a) Total de questdes: x +y = 50

b) Total de pontos recebidos: x x 3

c) Total de pontos perdidos: y x 2

d) Pontuacgao final: 3x — 2y = 85

Em funcéo das letras utilizadas, podemos representar
o problema da seguinte forma.

x + = 50
{ 3x — Zyy = 85 @

Ilustramos aqui que o método ainda se aplica na
eventualidade de trabalharmos com ntmeros negativos.
Segundo Eves (2004), foram os chineses os primeiros a
introduzirem uma notagdo para nimeros negativos.

Segundo o Método Chinés e usando nosso formato,
o problema deve ser representado como a seguir.

12 2a
Acertos 3 1
Erros -2 1
85 50

1° Passo: subtraimos o ntimero a direita de cada
um dos ntimeros da primeira coluna, obtendo 3 —1 =
2;,-2—-1=-3;,85—-50 = 35).

12 22
Acertos 2 1
Erros -3 1
35 50

2° Passo: subtraimos o nimero a direita de cada
um dos ntimeros da primeira coluna, obtendo (2 —1 =
1,-3—-1= —4;35—-50 = —15).

12 22 12 22
Acertos 1 1 . 0 1
Erros -4 1 -5 1
—15 50 —65 50

A quantidade de erros é calculada por __—655 = 13.

A quantidade de acertos é determinada por substi-
tuigdo.

(n.° de acertos) +13 = 50 = (n.° de acertos) =
50 —13 =37

Verifiquemos se os valores encontrados realmente
satisfazem as equagdes em (1).

37 + 13 = 50
3x37 — 2x13 = 85

Resolvemos outro exemplo, comegando com a mo-
delagem por um conjunto de equagdes e usando, em
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seguida, o método chinés de resolugdo.

Problema IV. Dona Marianna foi a feira e 1a verificou
que as barracas da Manuella, da Milena e da Marcella ti-
nham precos diferentes por quilo de produto, conforme
a tabela a seguir:

] [ FEJAO [ ARROZ | FARINHA |

MANUELLA || R$4,00 | R$5,00 R$3,00
MILENA R$5,00 | R$4,00 R$4,00
MARCELLA | R$5,00 | R$4,00 R$3,00

Realizando a mesma compra nas barracas da Manuella e
da Milena, o gasto serd de R$26,00. A mesma compra na
barraca da Marcella custa R$1,00 a menos. Atribuindo as
letras x, y e z as quantidades compradas de feijdo, arroz
e farinha, respectivamente, qual o valor de x + v + z?

A modelagem desse problema é feita adotando para
a quantidade de Kg de feijao a letra x, para a quantidade
de Kg de arroz a letra y e para a quantidade de Kg de
farinha a letra z. Dessa forma, teremos uma igualdade
para cada situacdo, descritas como se segue.

a) Total na barraca da Manuella: 4x + 5y + 3z = 26

b) Total na barraca da Milena: 5x + 4y + 4z = 26

¢) Total na barraca da Marcella: 5x 44y + 3z = 25

Ou seja, o problema pode ser expresso, com a utili-
zagdo de letras, pelo seguinte conjunto de equagoes:

4x + 5y + 3z = 26
5 + 4y + 4z = 26
5 + 4y + 3z = 25

Segundo o método chinés, o problema deve ser re-
presentado da seguinte maneira

12 22 32

Feijjo 4 5 5
Arroz 5 4 4
Farinha 3 4 3
26 26 25

1° Passo: multiplicamos todos os termos da coluna
central (5, 4, 4, 26) pelo primeiro termo da coluna a
direita (5), obtendo-se (25, 20, 20, 130).

12 28 32
Feijao 4 25 5
Arroz 5 20 4
Farinha 3 20 3
26 130 25

2° Passo: subtraimos o nimero a direita de cada um
dos ntimeros do centro, obtendo, no centro, (25 —5 =
20;20 —4 = 16;20 — 3 = 17;130 — 25 = 105).

1a 2a 3a 1a 2a 3a

Feijjo 4 20 5 4 15 5
Arroz 5 16 4 — 5 12 4 —

Farinha 3 17 3 3 14 3

26 105 25 26 80 25

12 28 32

4 10 5

— 5 8 4

3 11 3

26 55 25
12 22 32 12 28 32
Feijaio 4 5 5 4 0 5
Arroz 5 4 4 — 5 0 4
Farinha 3 8 3 3 5 3
26 30 25 26 5 25

Seguimos repetindo os dois primeiros passos, agora
entre a 1 e 37 colunas, eliminando o primeiro elemento
da 1% coluna.

1° passo: multiplicar todos os termos da primeira
coluna (4, 5, 3, 26) pelo primeiro termo da coluna a
direita (5), obtendo-se (20, 25, 15, 130).

12 28 32
Feijago 20 0 5
Arroz 25 0 4
Farinha 15 5 3
130 5 25

2° Passo: subtraimos o ntimero a direita de cada um
dos nimeros da primeira coluna, obtendo (20 —5 =
15;25 —4 =21;15—4 = 11;130 — 25 = 105).

12 22 34 12 22 34
Feijjo 15 0 5 10 0 5
Arroz 21 0 4 — 17 0 4 —
Farinha 12 5 3 9 5 3
105 5 25 80 5 25
12 22 34 12 22 34
5 0 5 0 0 5 Feijao
— 13 0 4 — 9 0 4 Arroz
6 5 3 3 5 3 Farinha
55 5 25 30 5 25

Podemos observar que a troca de duas colunas dessa
tabela ndo altera a solugdo proposta pelos chineses, pois
estarfamos apenas informando os dados do problema
em outra ordem.

5
A primeira quantidade é 5= 1, portanto temos 1 Kg

de farinha.

A segunda é determinada por substituigdo:

(Kg de arroz)x9 43 x 1 = 30 = (Kg de arroz)x9 +
3 =130

(Kg de arroz)x9 = 30 — 3 = (Kg de arroz) x9 = 27

(Kg de arroz)= % = (Kg de arroz)= 3, portanto sdo
3 Kg de arroz.

A terceira, também por substituicao:

(Kg de feijao)x5+4x3+3 x1 = 25 = (Kg de
feijao) x5 +12+3 = 25

(Kg de feijao) x5 4 15 = 25 = (Kg de feijao) x5 = 10
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10
(Kg de feijao) = 5 = (Kg de feijao)= 2, portanto
sdo 2 Kg de feijao.
Verificamos se os valores encontrados realmente sa-
tisfazem as equacoes.
Temos sua modelagem, via letras, dada por:

4x + 5y + 3z = 26
5 + 4y + 4z = 26
5 + 4y + 3z = 25

a) Quantidade de feijao: x = 2.
b) Quantidade de arroz: y = 3.
¢) Quantidade de farinha: z = 1.

4x24+5x34+3x1 =26
5x24+4x34+4x1 =26
5x24+4x3+3x1 =25

E possivel perceber que os valores numéricos apre-
sentados na vertical em "Os nove capitulos da arte ma-
tematica"aparecem horizontalmente na modelagem em
que usamos letras para representar quantidades (nas
equagoes).

Entdo vemos que podemos usar o Método Chineés
para encontrar os valores das letras de uma dada quan-
tidade de equagdes.

Formalizemos alguns conceitos vistos até o momento.

A utilizacdo de letras representando quantidades nos
leva a uma modelagem por equagdes da forma a seguir.

aj-x1+ay-xo+---+a,-x,=b 2)
Essa forma é chamada de equagdo linear, na qual:

® Xx1,Xp,- -+ ,X, sdo chamados de incognitas, que sdo
as letras que aparecem na equacao;

e ay,ay, -+ ,d, sdo chamados de coeficientes das in-
cégnitas, sendo os ntimeros que aparecem multi-
plicando as incégnitas na equacéo;

e b é o termo independente, sendo o niimero que
aparece sem incognitas na equagao.

Uma solugdo da equagdo (1) é uma n—upla1 (21,00, ,ap),
de tal modo que, quando substituimos, na equagdo, x;
por &, X por ay, - -+ , X, POr &y, tal equacdo é satisfeita,
ou seja,

ap-ay+ay-ay+---4ay-a, =b

Chamamos sistema de equagdes lineares o conjunto
de duas ou mais equagdes lineares com as mesmas in-
cognitas.

In-upla: sequéncia ordenada de ntimeros que se referem a 1 varia-
veis.
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ayp-x1 + ap-x2 o+ o0+ ayxy = by
a1 -x1 + an-x» + -+ 4+ ay-x, = b
A1 X1 + amp-XxX2 + + ApnXn = by

Uma solugdo para esse sistema é a n-upla (a1, ap, - - -
que satisfaz simultaneamente a todas as equagdes envol-
vidas.

ap w0 + apar A+ -+ a e = by
a &y + ap-ay + o0+ acay = by
Ayl &1+ ap2- -2 + + Ay = by

Diante disso, podemos perceber que os problemas (1),
(I), (III) e (IV), que resolvemos, sdo sistemas lineares aos
quais aplicamos o método de resolugdo dos chineses.

3 Porque o método chinés funciona

Nesta secdo formalizamos as operagdes utilizadas no
método chinés e verificamos que elas possuem propri-
edades bem interessantes. O método, como ja foi dito,
foi utilizado apenas para resolver sistemas em que o
numero de equagdes era igual ao ndmero de incégnitas,
entretanto essas operagdes podem ser aplicadas na reso-
lugdo de sistemas com m equagdes e n incégnitas, para
m e n quaisquer.

Definimos a seguir, formalmente, as operagoes utili-
zadas pelos chineses, que sdo chamadas de operacdes
elementares, mostrando que tais operagdes, quando
aplicadas nas equagdes de um sistema linear, o transfor-
mam em outro sistema, chamado sistema equivalente,
cujas solugdes sdo as mesmas do sistema inicial.

Ilustramos as operacdes elementares em um sistema
de 3 equagoes e 4 incognitas, mas essas operagdes con-
tinuam valendo para um sistema de m equacgdes e n
incégnitas, com m e n quaisquer:

Operacao Elementar 1 - Permutar uma ou mais equa-
coes
Notemos que, se (a1, a2,a3,04) € solucdo do sistema

anxy + apxe + aixz 4+ auxsg = b
(A)S anxy + apxy + apxs + auxy = by,
a;1x1 + apXy + azxz + auxy = b

entdo ela também sera solucdo do sistema obtido pela
troca de lugar entre duas linhas e, também pelo mesmo
motivo, a reciproca serd verdadeira. Em outras palavras,
trocar a ordem das equagdes ndo muda o problema em
si, nem a sua solugdo, apenas corresponde a descrever
0 problema em uma ordem diferente, logo a solucgdo
continuard a mesma.

ran)r
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Operacao Elementar 2 - Somar os termos correspon-
dentes de duas equagdes e colocar o resultado em subs-
tituicdo a uma das equacdes envolvidas na operacio

Notemos que, se (a1, ap,a3, x4) € solugdo do sistema
(A), permanecerd solucdo do sistema a seguir.

a11x1 + appxy + a;3x3 + ajgxy = by

(a11 + az1)x1 + (a12 + ax)xa+

+(a13 +a3)x3 + (a14 +ax)xs = by + by
a31X1 + azpXy + aszx3 + asgxy = b

(B)

De fato, sabemos que todas as equagdes, exceto a
27, continuam sendo as mesmas, logo uma solugdo do
sistema (A) satisfaria a todas as equagdes do sistema
(B), exceto a 27, mas mostraremos que essa equagao
também é satisfeita.

Da 1% equagdo em (A), temos ay1a1 + a4 + a13az +
ajax4 = by e da 2" equagado temos apjaq + Ay + a3z +
any = by, logo, somando as equagdes e colocando os
termos iguais em evidéncia, temos (a11 + ap1)a1 + (a12 +
ap)ay + (a13 + ax)ag + (a14 + ax4)ag = by + by, ou seja,
(a1, ap,u3, g) satisfaz a segunda equagéo de (B).

Reciprocamente, mostraremos que, se (x1, x2,&3, &4)
satisfaz as equagdes do sistema (B), também satisfaz as
equagdes do sistema (A).

a11&1 + a12&2 + a1363 + a14x4 = by

(a11 + a21)aq + (a12 + ax)aa+

+(a13 + as)az + (a14 + azg)ay = by + by
a31X1 + a3y + az3az + azng = b3

entao

aneg + appao + a13as + ajgny = by

ajjg + ax1iq + a1 + azztxz'i‘

+{1130C3 + ax30n3 + 1404 + ApplXy = bl + bz
a3 &1 + azao + a3z + azny = b

Da primeira equacdo temos ajjag + ajpao + ajzaz +
a1a4x4 = by, entdo a segunda equacdo do sistema anterior
corresponde a by + apaq + axpay + axzes + Ay = by +
by , ou ainda a ay a1 + axnwy + arzas + axgg = by . Dessa
forma, o sistema acima pode ser reescrito como:

aner  + apay + apas + aukg = by
aney  + apar + axaz + apwy = by
azxy  + apay  + azxaz + aswy = bs

Logo (w1, ap,a3,4) € solucdo de (A).

Operacao Elementar 3 - Multiplicar uma ou mais equa-
¢des por escalares reais diferentes de zero

- Observemos que, se (a1, &2,a3, 44) € solugdo do sis-
tema (A), entdo seré solugdo do sistema

Banix1 + Papxy + Papxz + Papuxy =
(C)S ayx1  +  apxs  +  apxz  + apxy =
axy  +  azpxy +  a4zxz  + apxy =

Se (a1, ap,u3, 04) satisfaz a (A), entdo ja satisfaz a to-
das as equagdes de (C), exceto a primeira. Mostraremos,
no entanto, que (a1, a2,a3, &4) também satisfaz a 1 equa-
¢ao.

De (A), temos que a11X1 + a12Xp + a13x3 + d14X4 = by
, logo, multiplicando tudo por B, com B # 0, temos
Bajix1 + Paipxs + Bajzxs + Pajaxs = ﬁbl, entdo satisfaz
a 17 equagéo de (C).

Reciprocamente, mostraremos que, se (x1, x2,&3, X4)
satisfaz ao sistema (C), também satisfaz ao sistema (A).

panix1 + Papxy + Pazxs + Pauxs = Pby
axxy  + apxa +  ap3xz + auxy = b
az1xy  +  azpxy  +  axz  +  amxy = b3
Blanix1 + apxy + apxz + auxy) = Pbh

= a1 xq + apxo + ax3xz + auxs = b
az1x1  + apxa + a;xs +  auxy = b;

Como B # 0, dividiremos os dois lados da 1* equa-
¢do por B.

anxy + apxs + aizxz 4+ auxs = b
= axnx1 + apxy + apxz + auxy = b
az1x1 + apXy + azx3 + auxy = b

Logo (w1, ap,a3, 4) € solucdo de (A).

Operacao Elementar 4 - A uma equacdo adicionar ou-
tra, multiplicada por um escalar diferente de zero, e
colocar o resultado em substituicio a uma das equa-
¢des envolvidas na operacao

Suponhamos que (w1, ap,a3,24) seja solugdo do sis-
tema (A).

Entdo também serd solugdo do sistema a seguir, pela
propriedade III, com § # 0 e y # 0.

Payix1 + Papxa + Pazxs +  Pauxy = pbh
Yanx1 + yanxs + yaxsxz + yauxy = b
a31x1  +  apxs 4+ apxz + auxy = by

E também serd solucgdo do sistema a seguir, pela pro-
priedade IL

Bai1x1 + Parpxa + Paiaxs + Paisxy = Pby

(Bar1 + va21)x1 + (Baiz + yanxs)+

+(Barz + yax)x3 + (Bais + yax)xs = Bby + by
a31X1 + azpXp + a33x3 + azgxy = b

Reciprocamente, se («1,a2,a3,04) € solucdo do sis-
tema:

Bai1x1 + Barpxz + Paizxs + Pajaxs = Bby
Bb1) (Bair + vas)x1 + (Baiz + yax)xa+
by | +(Baiz + vax3)x3 + (Bais + yars)xs = by + vby
b3 \ a31x1 + azpxp + azzxs + assxy = b
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Ou seja,

Baiiar + Barpaz + Paizas + Pajgny = Pby

Paiiag + yanaq + Parpan + yaxpar+

+Baizaz + yaxas + Pajany + yans = by + by
43141 + a3 + a33az + azny = b3

teoria de matrizes, via problemas historicos

realizamos operagdes elementares, visando a encon-
trar um sistema equivalente com a forma

- 3

/ / /
apxr  + a}zxz + a,l3x3
A5y X7 —+ [1%3363
a33x3

que é equivalente ao método chinés sair de

Na primeira equacao temos Baya1 + Pajpas + Bajzaz +

Bajang = Bby, entdo a segunda equagdo do sistema an- Ay ap  aq
terior corresponde a Bby + yax a1 + +yaxns 4+ yaxsaz + azy axp dp
Yayg = Bby + vby, ou, ainda, a yapiag + +yanay + asz a3 4ap3
Yapzas + yaxay = yby. Dessa forma, o sistema acima by by by
pode ser reescrito como e chegar a

panier 4+ Panpar +  Pazas + Pauws = Ph 0 0 aj
Yanar  +  yapay  + yapas + yauky = b 0 ay a),
anay  +  apay 4+ oazez + duwg = b dy dy
Entao, temos bé blz b i

A seguir, fazemos as operagdes aprendidas pelo mé-

Blanar + apay + a3as + aurg) = Pbi todo chinés diretamente no sistema. Para ficar claro

v(anar + apay + apnaz + aury) = Y2 como tais operacdes sao realizadas, exemplificamos em

azivy + apdy 4+ apaz + asvy = b3 um sistema com duas equagdes e duas incognitas (2 x 2)

Como B #0ey #0,

da primeira equagdo por 8 e os dois lados da segunda

equagdo por <y, obtendo

e em outro com trés equagdes e trés incognitas (3 x 3).

dividiremos os dois lados . . -
Em sistemas maiores, 0s passos sdo 0s mesmos.

Exemplo 1 (FUVEST 1994 - adaptada) Aline diz a Anto-

. 1 S . s
nia: se vocé me der — do dinheiro que possui, eu ficarei

apey + apay + aaz + dpag = by
Anay + apry + apaz + aury = by com uma quantia igual ao dobro do que lhe restara. Por
azy 4+ azep 4+ azzws + Ay = b outro lado, se eu lhe der R$6.000,00 do meu dinheiro,

nos ficaremos com quantias iguais. Quanto dinheiro
possui cada uma?

Na modelagem desse problema a incégnita x repre-
senta a quantia que Aline possui e a incégnita y a quantia
que Antoénia possui, O problema nos informa que:

Logo, (a1, ap,a3, 1) é solugdo do nosso sistema (A).
Notemos que, nos problemas (III) e (IV), apresenta-
dos no inicio deste capitulo, bem como nos problemas (I)
e (II), propostos pelos chineses, o niimero de incégnitas

é igual ao nimero de equagdes, assim, generalizando o 1y
modelo, indicando cada linha e cada coluna em que apa- a) Antonia da 5 do dinheiro que tem: y — 5
1 t ficiente, t ist 1 1
;essgf;e CMENto com setl coeticlente, Temos o sistema b) Aline recebe 5 do dinheiro de Antonia: x + gy
c) Aline fica com o dobro do que resta a Antonia:
app-xp + ap-x2 + + ayxn = b x+%=2(y—%
A1 -X1 + dp-Xp + + o = b d) Aline d4 R$ 6.000,00 a Antonia: x — 6000
: : : : e) Antonia recebe R$ 6.000,00 de Aline: y + 6000
Ay1 X1 + ap Xy + + amm-xn = by f) Aline e Antonia ficam com quantias iguais: x —

6000 = y + 6000
Essas informagdes podem ser representadas pelo se-
guinte sistema

Em um sistema #n X 1, no caso de ndo nos deparar-
mos com uma igualdade absurda ou uma identidade,
o método dos chineses encontra o valor para x,, em

seguida para x,,_1,- -+ ,x1, um por um, através de subs- 2 <y — g) - x 4+ Y (-5)
titui¢des sucessivas. Esse tipo de calculo foi realizado 5 >
. o . x - 6000 = y + 6000
pelo dispositivo chinés chamado placa de contagem.
Para um sistema 3 x 3, como { 10 (y — %) = b5x + vy

4%, + apxs + apxs = by x - Yy = 6000 + 6000
X1 -+ ampxa + axpnxz = b 10y — 2y = 5x + vy
az1x1 + aspxy + aszxs = bs x — y = 12000
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8 = 5bx + vy
x - = 12000
5 — 7y = 0
x — y = 12000
Resolvemos esse sistema usando as operagdes ele-
mentares ja vistas.

50 — 7y = 0
x — y = 12000

Trocando as posi¢des das equagdes

x — y = 12000
5 — 7y = 0

Anulando a 1% incégnita da 2* equagdo. Isso é possi-
vel pelo uso das operacdes elementares apresentadas
anteriormente. Substituiremos a segunda equacdo pela
diferenca entre 5 vezes a primeira equagdo e a segunda
equagdo. O lado esquerdo da nova equagdo é dado por

5(x—y)—(5x—7y) =2y
e o lado direito
5.12000 — 0 = 60000

e a equagdo que substituird a segunda equagdo é

2y = 60000.
x — y = 12000
2y = 60000 = y = 30000

Substituindo a 2% incégnita na 1* equagdo
x — 30000y = 12000 = x = 420000.

Verifiquemos se os valores encontrados realmente
satisfazem as equagdes.
Temos sua modelagem, via letras, dada por

5 — 7y = 0
x — y = 12000

a) Para a quantia de Aline, x = 42000.
b) Para a quantia de Antonia, y = 30000.

42000 — 30000 = 12000

Respondendo a pergunta, Aline possui R$42.000,00 e
Antonia possui R$30.000,00.

{ 5 % 42000 — 7 x 30000 =0

Exemplo 2 Um casal entrou em uma lanchonete e pediu
3 sanduiches, 1 refrigerante e 2 sobremesas, gastando
R$43,00. Na mesa ao lado, algumas pessoas pediram
8 sanduiches, 3 refrigerantes e 5 sobremesas, gastando
R$114,00. O preco de 1 sanduiche, mais o de 1 refrige-
rante, mais o de 1 sobremesa totaliza R$20,00. Qual o

preco de cada um desses itens?

A modelagem desse problema foi feita, adotando
para o preco do sanduiche, a incégnita x; para o preco
do refrigerante, a incégnita y; e, para o prego da sobre-
mesa, a incognita z. As informagdes dadas podem ser
escritas da seguinte forma:

a) 1 sanduiche, 1 refrigerante e 1 sobremesa custam
R$20,00:

x+y+z=20.

b) 8 sanduiches, 3 refrigerantes e 5 sobremesas cus-
tam R$114,00:

8x + 3y + 5z = 114.

¢) 3 sanduiches, 1 refrigerante e 2 sobremesas custam
R$43,00:
3x +y + 2z = 43.

O sistema a seguir descreve o problema:

x + vy + z = 20
8 + 3y + 5z = 114 (3)
3x + y + 2z = 43

Anulemos a primeira incégnita da segunda e ter-
ceira equagdes. Para anular na segunda equacéo, subs-
tituimos a segunda equacao pela diferenca entre 8 ve-
zes a primeira equagdo e a segunda equagdo. Com
isso obtemos do lado esquerdo da equagdo igual a
8(x+y+z)— (8x+3y+5z) = 5y+ 3z e o lado di-
reito igual a 8.20 — 114 = 46 e o sistema equivalente
fica

x + vy + z = 20
5 + 3z = 46
3x + y + 2z = 43

Para anular na terceira equacdo, substituimos a terceira
equagdo pela diferenga entre 3 vezes a primeira equagado
e a terceira equagdo. Com isso obtemos do lado esquerdo
da equagdo igual a 3(x +y +z) — Bx +y +2z) =2y +
z e o lado direito igual a 3.20 — 43 = 17 e o sistema
equivalente fica

x + v + z = 20
S5y + 3z = 46
2y + z = 17

Agora anulamos a segunda incégnita na terceira
equacdo. Para isso substitua a terceira equacdo pela
diferenga entre 2 vezes a segunda equagdo e 5 vezes a
terceira equacdo. Assim o lado esquerdo da equagéo é
2(5y +3z) —5(2y 4+ z) = z e o lado direito 2.46 — 5.17 =
7 e o sistema equivalente fica:

x + y + z =20
S5y + 3z = 46
z = 7
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Neste ultimo sistema, a solu¢do encontrada corres-
ponde a mesma do sistema original, mas apresenta um
grau de dificuldade menor, no que diz respeito as ope-
racOes de substitui¢des envolvidas.

Substituindo na segunda equacgédo o valor de z = 7,
obtido na terceira equagdo, temos

S5y +37=46=5y+21 =46 =5y =25=y =5.

Substituindo, na primeira equagdo, os valores de z e
y obtidos anteriormente, temos,

x+5+7=20=x+12=20=x=38

Verifiquemos se os valores encontrados realmente
satisfazem as equacgdes de (3)

8 + 5 + 7 = 20
8x8 + 3x5 + 5x7 = 114
3Ix8 + 5 + 2x7 = 43

Respondendo a pergunta, um sanduiche custa R$8,00,
um refrigerante custa R$5,00 e uma sobremesa custa
R$7,00.

O Método Chinés funcionava, por que todos os pro-
blemas que eles tentavam resolver utilizando tal método
admitia uma tinica solugdo, ou seja, os problemas pro-
posto para ser resolvido pelo método eram na linguagem
de hoje, possiveis determinados.
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