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Resumo

Neste trabalho estudamos a resolubilidade de equagdes quadrdticas e de equagdes ciibicas sobre os quatérnios de Hamilton. Para
o0 caso quadrdtico, essencialmente reapresentamos mais adequadamente resultados jd conhecidos. Para a equagdo ciibica com
coeficientes reais desenvolvemos completamente a Férmula de Cardano para uma raiz qualquer da equagio. Resolvemos também a
equagdo cubica geral, admitindo uma certa condigio sobre os coeficientes.
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Abstract

We study the resolubility in the Hamilton’s quaternions of quadratic and cubic equations. For the quadratic case, essentially we
present more properly known results. We completely developed the Cardano’s Formula for the cubic equation with real coefficients.
We also present the solution of the general cubic equation, under a hypothesis on the coefficients.
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1 Introducao

Um fato pouco conhecido é que a cldssica equagdo
quadratica

ax>+bx+c=0, a,b,c R, coma #0,

pode admitir uma quantidade infinita de raizes. Ivan
Niven ! verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolucdo de equagdes polinomiais
sobre um conjunto contendo propriamente os niimeros
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solugdo de Niven para o caso da equagdo
quadrética foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).

Neste trabalho faremos uma apresentacdo de parte
desses resultados de maneira mais direta e utilizando
a resolubilidade por radicais, seguindo assim a teoria
classica das equacdes algébricas. Cremos que isso torna
o0 assunto mais acessivel e interessante ao professor de
matemadtica do ensino fundamental e médio.

No primeiro resultado (Teorema 1 da Secédo 3) apre-
sentamos a versdo da férmula quadratica (férmula de
Bhaskara) para o caso da equagao quadrética, admitindo
coeficientes reais e raizes quatérnias.

Na quarta se¢do abordamos a equagédo ctbica

¥ 4ax2+bx+c=0, coma,b,c€ER,

nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raizes da equagado
ctbica reduzida

V¥ +py+q=0

podem ser obtidas utilizando-se a Férmula de Cardano

B U SO G B BN N
y_\/2+ 27+4+\/2 7 Ty

conforme veremos na quarta segao.

Obtivemos a correspondente Férmula de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 da Secdo 4), resolvendo a
equacdo ctibica com coeficientes reais. Na tltima segdo
do trabalho resolvemos parcialmente a equacao ctibica
com coeficientes quatérnios, que é uma versdo mais ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda ndo ha uma
férmula resolutiva para a equacao ctibica geral nos qua-
térnios. Uma solugdo parcial pode ser vista no Lema 5.1

de (CHAPMAN, 2014). Um método computacional para
calcular as raizes foi obtido em (JANOVSKA D.; OPFER,
2010).

Uma exposicdo detalhada dos quatérnios é feita
na proxima se¢do. Contudo, consideramos que é apro-
priado concluir esta introdugdo com um exemplo mo-
tivatorio que ilustra a primeira afirmagdo do trabalho,
sobre a possibilidade de existirem infinitas raizes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensao natural
dos complexos.

Além de i = v/—1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imagindrias, denotadas por j e k. Assim,

2=2=k=-1

Esses elementos relacionam-se pelas regras bdsicas

ij =—ji =k

Intuitivamente, podemos associa-los aos trés eixos
do espaco euclidiano tridimensional e observar que as
dltimas relagdes sdo iguais as do produto vetorial.

Assumiremos agora que combinagdes do tipo x =
ai + bj + bk, com a, b, ¢ € R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira andloga as operagdes nos ntimeros complexos.
Assim, utilizando as rela¢des acima, obtemos

x? = (ai + bj + bk)(ai + bj + bk) = —(a® + b + ¢2).

1 O matemético Ivan Morton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos nt-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de



392 Dario et al.: Formulas resolutivas da equagao quadratica e da equagao ctbica

Note entdo que se o ponto (a, b, ¢) do espaco tridi-
mensional estiver na esfera unitaria de raio 1 centrada
na origem, isto &, se a2 +b% 4 2 = 1, entdo teremos
x? = —1, para todo x desta forma. Portanto, a equacao

+1=0

possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raizes desta
forma podem ser relacionadas por conjugacdo e uma
classe desta relacio é chamada em (JANOVSKA D.; OP-
FER, 2010) de raiz esférica.

Um quatérnio é uma combinacao linear do tipo
X0 + x11 + X2 + x3k,

onde xp,x1,%2,x3 € Re i, jeksdo tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaco tridimensional cor-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusdes na-
turais R <— C — H, sendo que na segunda seta temos a
identificagdo a + bi — a + bi + 0j + Ok.

Iniciamos a préxima se¢do com uma introdugdo
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
basicas.

2 Os quatérnios e suas propriedades

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
o0s quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representacao no espaco tridimensional
semelhante a dos nimeros complexos no plano, e que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a defini¢do do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos médulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.

Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tagdo do tipo xp + x1i 4 x2j, com xp, x1, x2 € R. Surgiu
entdo o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas inclufam admitir ij = 1, ij = —1 e
ij = 0, mas em todos os casos ndo valia a lei dos mo-

sobre os quatérnios de Hamilton

dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = —ji, ndo comutativo. A partir dessa
suposi¢do chegou finalmente a conclusdo de que seria
necessario um terceiro simbolo imagindrio k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades

12:]2:k2:_1’e1]:_]1:k (1)

Assim, trabalhando em dimenséo 4, a lei dos modu-
los é finalmente verificada.

Para a élgebra, a descoberta foi uma contribuigao
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da defini¢do de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicagdo. Posteriormente, a teoria foi aplicada as mais
diversas dreas.

Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinagdes lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relagdes em (1). Assim,

H = {ag + a1i + azj + azk | ag,a1,az,a3 € R} .

Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a9 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 nédo é
zero. Dados dois quatérnios

u=ag+ayi+ayj+ask e v="by+ byi+ byj+ bk

vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.

A adigdo é definida somando os coeficientes:

u+v=uap+by+ (ay+by)i+ (ax+ by)j + (a3 + b3 )k.

Diretamente verifica-se que a adi¢do é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i + 0j + Ok.
O oposto de u = ap + a1i + aaj + azk é definido trocando
a; por —a;, onde i € {0,1,2,3}.
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A multiplica¢do é definida de forma distributiva,
através das regras bésicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os simbolos i, j e k. Assim,

uv = cg + c1i + cpj + c3k, onde

co = agby — a1by — axby — azbs;

c1 = agb1 + a1by + axbs — azby;

Cy = Llobz — 611b3 + lebo + ﬂ3b1,‘

c3 = agbs + a1by — axby + azby.

A multiplicagdo é associativa, distributiva (a direita
e a esquerda) em relagdo a adi¢do e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i + 0j + Ok. A verificagdo é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio ndo nulo admite inverso,
que definiremos na sequéncia. Utilizaremos a frente a
descrigdo do quadrado

2

u- = 1102 —1112 —022

— a32 + 2ag(mi+ ayj + azk), (2)

que é obtida diretamente da defini¢do da multiplicagdo.

Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
¢do, da norma e do traco de quatérnios.

O conjugado de u é definido como

U =ap —ali—azj—a3k.

Sao propriedades imediatas da conjugagdo: u +v =
U+7v,u0 =7U e u = u, para todos u,v € H.

A norma do quatérnio u é definida como o niimero
n(u) = uil = u = ag® + a1 + ay% + a3

Segue imediatamente que n(u) > 0en(u) =0« u =0.
A norma também é multiplicativa, isto é,

n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v € H.

De fato, n(uv) = (uv)(wo) = (uv)(Tu) = u(vo)u =

(ut)(v7) = n(u)n(v).

O traco de u é o namero real dado por tr(u) =
u+1u = 2ap. Um quatérnio s6 tem trago nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O trago é uma
transformacao linear de H em R, isto é, tr(Au 4+ v) =
Atr(u) + tr(v), para todos u, v € He A € R.

Das defini¢des de traco e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equagdo

x® —tr(u)x +n(u) =0, ©)]
que nos serd particularmente til neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio ndo nulo

possui inverso, o que faz de IH um anel de divisdao. O
inverso do quatérnio nao-nulo u é definido como u~! =

U

——. Com esta definicdo tem-se uu=' = u=tu = 1.
n(u)

De fato, uu=! = wu(uu)~! = uu(u) " 'u~! = 1. Pelas

propriedades da conjugacdo segue que u—1 = ().

3 Resolvendo a equagao quadratica

Nesta secdo apresentamos uma versdo da férmula
quadratica para os quatérnios, utilizando as ideias da
Secdo 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).

No Teorema 1 mostramos que quando o discrimi-
nante da equacdo € positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, hd duas raizes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, ha
uma mudanca essencial: a equagdo tem infinitas solu-
¢Oes nos quatérnios.

Teorema 1 (Férmula Quadratica nos Quatérnios). Deno-
tando A = b> — dac, as raizes quatérnias da equagdo

ax?> +bx+c=0, coma,b,c € R, a#0, 4)

sdo obtidas pela formula

—b £ /A —4a%(a1? 2
X = v ZZ (1 +‘X2)+zx1j+¢x2k, ®)
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onde wy e ay sdo quaisquer dois niimeros reais tais que:

A
(1) a2 +a3 < P quando A < 0.

(2) a1 = ap =0, quando A > 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:

e Se A > 0, entdo a1 = ap = 0 e ha somente duas
raizes reais (coincidentes quando A = 0) dadas
pela férmula cldssica:

—b+ VA
X=—"
2a

e Se A <0, entdo as raizes sdo todos os quatérnios

da forma:
Al — 4 2 2 2
x:fkj: \/| ‘ a(“l +0‘2) i‘|‘0(1j+0(2k,
2a 2a

A
onde oc% + (x% < ——. Neste caso, quando & =

4a2°
ay = 0, tem-se as duas raizes complexas.

Demonstracdo: Completando quadrados, temos

b\?> A
2 — J— _—— —
ax —i—bx—i—c-a{(x%—za) 4112] 0

Como a é nao nulo, podemos fazer a substitui¢do y =

x+£erestrin ir o problema a equacéao 2fA—O

Depois de resolvé-la, desfaremos a mudanga. Como
buscamos raizes nos quatérnios, temos que existem vy,

Y1, Y2, y3 € R tais que

Y = Yo+ y1i+y2j +ysk.

Pela Equagdo 2, o quadrado de y é
Yo = y1® = y2® = y3* + 2(yoy1i + yoy2j + Yoysk).

sobre os quatérnios de Hamilton

. A .
Assim, como y? = 12 € R, podemos concluir que
a

A
vor — it —yt — st = 12 €Yoy = Yoy2 = Yoys = 0.

Se A > 0, entdo da primeira igualdade temos yy # 0. Da
segunda igualdade segue que y; =y, = y3 = 0. Assim,

A
as solugdes sdo y = ypg = iﬂ' No caso A = 0, temos

apenas uma solugdo y = 0. Portanto, as solugdes da
Equacdo 4, para A > 0, sdo

—b++VA
X=—7"
2a

Assumindo A < 0 obtemos 1o? < 112 + 22 + y32. Desse
fato e da igualdade yoy1 = yoy2 = yoys = 0 segue que

A
yo = 0. Assim, y12 + 1% +y3% = 12 Portanto, temos

que as raizes sdo todos os quatérnios da forma

X =yii+y2j+ k—k
=i +yaj +ysk - o

onde v, y7 e y3 satisfazem a igualdade

A
2 2 2 A
Nttt = (6)

Basta agora isolar y; e substituir na expressdo de x para
obter a férmula para o caso A < 0, renomeando y, = a;
e y3 = a3. Juntando os dois casos, obtemos a férmula 5.

O

Vejamos o exemplo da equacgio quadrética x* — 6x +
10 = 0. Temos A = —4 < 0. Do Teorema 1, as raizes sdo
os quatérnios

x=3+iy/1—a?— a3+ a1j+ ark,

para quaisquer niimeros reais a1, a; tais que a3 + a3 < 1.

— 4./ 2 _ 42 50 02 4 a2 4 a2 —
Note que se g = £4/1 — af — a5, entdo ag +ag + a5 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitaria de centro na
origem existe uma solugdo da equacgao (veja a Equagao
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6). Em particular, uma das solugdes é obtida com y; =

Yo = \/g e y3 = 0, que resulta no quatérnio

x—3+\/Ti+\/T'
- 2 2/

Também, raizes complexas 3 =+ i verificam a igualdade
ap® + a1’ +a32 =1, comag = +lea; =ap, =0.

4 Resolvendo a equacao ctibica

Como citamos na introdugdo, a equacao ctibica clds-
sica
¥ +ax’+bx+c=0, comab,ccR,

é reduzida a equacéo

v +py+q=0. @)

. .z a
por meio da mudanga de varidvel x = y — —, donde

obtém-se que uma raiz é determinada pela Férmula de
Cardano:

S Y S GO B B VA
y—\/2+ 27+4+\/2 7t ®

Os célculos omitidos podem ser vistos na Segdo 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).

Nosso objetivo nesta se¢do é obter uma férmula
analoga admitindo que as raizes da Equagdo 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raizes reais e complexas da
Equagéo 7.

A Formula 8 pode ser escrita como
y1=VQ+R+VQ-R ©)
R=VP+@ Q=-1 e P=1L

As outras duas raizes da Equagdo 7 sdo

p=wYQIR+@YQTR (0

y3=w*YQ+R+wyQ—-R (11)
onde /3
| RVAC)

¢ uma raiz ctbica primitiva da unidade e w? = w. A
demonstragdo de que y1, Y2 e y3 sdo de fato as raizes
da Equagédo 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo w nas expressdes 10 e 11 obtemos

V3

yr= 5+ 1)+ (5~ T) (12)
y3:—%(S+T)—i?(S—T) (13)

onde S=+vQ+ReT=JQ—R.

Agora precisamos determinar a natureza das raizes
da Equagdo 7 em fungao discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
¢do do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
férmula (8), uma raiz real.

Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equagdo 7 possui

(1) A raiz real y,, dada pela expressio 9, e duas raizes
complexas vy e y3 das expressoes 10 e 11, se D > 0;

(2) Trés raizes reais, se D < 0. Neste caso, Y2 e y3 também
sdo reais.

Demonstragdo: Se D > 0, entdo R = \/5 é real. Conse-
quentemente, S e T também sdo reais e distintos. Segue
que as raizes Yy, e y3 sdo complexas ndo reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstra¢do da afirmagdo 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2y/Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raizes sdo
(também reais) y» = y3 = —v/Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T ja defindos, temos

$=Q+i\/ID|=Q—i\/|ID|=T3 =T".
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Sendo {/Q +iy/|D| = 11 + i72, temos {/Q —i\/|D| =
Y1 —iyy. Assim, S = Tey; = S+ T = T+ T fica
igual a parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 € R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y; e
y3 também sdo reais.

Podemos agora demonstrar o resultado principal da
se¢do, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstracdo utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e trago introduzidos na segunda
secao.

Teorema 3 (Féormula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notagdo para D = P3 + Q?, tem-se:

(1) Se D > 0, entio as raizes da Equagdo 7 em H sdo todos
0s quatérnios da forma

_ 1 + _i_yj_ 2.2y | : k
y= zyl m 4 (061 "‘062) l—|—0(1] )

onde
3 2 3 2
1 NI B B Y
'yl\/2+\/27+4+\/2 7 T

o w1, &y sdo quaisquer dois niimeros reais tais que

—4g — 13
zx% + oc% < - yl.
4]/1
Em particular, se &y = ay = 0, entdo a primeira ex-
pressdo produz as duas raizes complexas conjugadas
descritas nas expressoes 12 e 13.

(2) Se D < 0, entiio a Equagdo 7 admite somente as trés raizes
reais descritas no Teorema 2.

Demonstracio: Seja yp € I umaraizde > + py+9 =0
e sejam n e t a norma e o trago de y, respetivamente.
Podemos assumir yy # 0. Caso contrdrio, a equagao
reduz-se a equagdo quadratica. Temos assim n > 0.
Dividindo y* + py + g por y> — ty + n, temos

VApy+q=(y+t) (> —ty+n)+y(P+p—n)+q—nt.

(14)

sobre os quatérnios de Hamilton

Substituindo-se v = v, temos que

yo(t2+p—n) =nt—q. (15)

Afirmagdo: Se nt = q, entdo D > 0.
Demonstragio da Afirmagdo: Primeiramente, note que

D >0 < 4p> +27¢* > 0.

Ainda, nt = q implica p = n — t>. Substituindo na
altima expressado, temos

4p® +27g% = 4(n — 1*)% +27(nt)?.

= 4n® + 151242 + 12nt* — 4.

Seja ag a parte real de yg. Lembre que 0 < n = a +
(soma de trés quadrados) e t = 2ag. Segue que 12nt* —
4t% ¢ um termo positivo somado com 12(ag)?(2ag)* —
4(2a0)® = 16a§ > 0. Logo 4p> + 274* > 0, concluindo a
demonstragdo da afirmacao.

Segue da Afirmagio que se D < 0, entdo nt # q. Assim,
da Equagdo 15, temos que yg € R, ja que p e g também
sdo numeros reais. Portanto, temos que a Equacdo 7
somente admite raizes reais, jd descritas no Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt # q, caso em que a Equagdo 15 produz uma raiz real
para a Equacdo 7, o que estd em acordo com o Teorema
2. Podemos entdo finalmente assumir D > 0 e nt = 4.
Segue que t> +p —n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer

3+ pt—q=0, comq = nt.

Note que para esta equagdo ctibica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, s6 ha uma raiz real dada por

S L B U S v L N A
t—2¢x0—\/2+ 27+4+\/2 =t
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Lembre que & é a parte real de yp. Tomemos 8, a1, & €
R tais que yo = g + Bi + a1j + azk e vamos agora deter-
minar B. Temos q = nt = 2(ag) (a3 + B> + a2 + a3)

q
:>‘B:j:\/2060—(0é%+0(%+0€%).

Substituindo ay = — %yl, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informagdes, obtemos a ex-
pressdo para y como enunciada no teorema. Como o

coeficiente de i tem que ser real, devemos ter -4 _

1
1.2 2, 2 R R R
1y7 — (a7 +a3) > 0, ou seja, af + a5 < —I Para a

dltima afirmacdo da primeira parte do teorema, assu-
mindo #; = #p = 0 na férmula para a raiz y, obtemos

p=-3VQ-R
= —6{/(Q-R)(Q+R) = 6Y/Q+RYQ~R+4p

3/, . 2>
= 2(VQ+R-VQ-R) = 4 (31} +4p).

Note que o lado direito da tltima expressdo é o qua-
drado do coeficiente de i em na férmula do item (1)
do teorema tomando-se a1 = ap = 0 (0 ntimero B na
demonstragdo do Teorema 8). Ja o lado esquerdo é o
quadrado da parte imagindria das raizes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstragao. g

Como exemplo, consideremos a equagao

x% 4 3x% —6x +20 = 0. (16)

Utilizando a substitui¢do x = y — 1, obtemos a equagdo
¥ —9y+28=0. (17)
Aqui, p = =9 e g = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo

Teorema 3, existem solugdes quatérnias ndo reais. Pela
Formula de Cardano, temos

=144 VIE /14— V169 = 4,

que é uma raiz real da Equagdo 17. Com isso, o coe-
ficiente de 7 na férmula da parte (1) do Teorema 3 é
+,/3—a? — a3, com aj,a; € R, tais que a3 + a3 < 3.
Logo, as raizes da Equagdo 17 sdo todos quatérnios

y=2%iy/3— a2 — a3+ a1j + ask,

para os quais 4% + a3 < 3. Assim, as raizes da Equagio
16 sdo

x=1+i1/3—a? — a3 +a1j + ak,

com a mesma condigdo sobre a; e ap. Entre as raizes
estdao os nimeros 1+i+j +k e 1+ /3] e as duas raizes
complexas 1+ 1/3i, que correspondem a a; = &, = 0.

Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raizes ctibicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as rafzes da equagéo x> — 1 = 0. A raizreal é y; = 1
e D =1 > 0. Pela féormula do Teorema 3, obtemos

1,./3 .
y=5*i Z—(a%+a%)+a1]+uc2k,

com a% +a} < % Em particular, as raizes ctibicas primi-
tivas da unidade (w e w, apds a Equagdo 11) sdo obtidas
comag =y = 0.

5 Resolvendo a equacgao ctibica ge-
ral

Os problemas que tratamos nas se¢des anteriores sdo
casos particulares do problema de determinar as raizes
quatérnias da equacao algébrica

X" 4y x4 ag =0, a0,a1, ..., am_1 € H. (18)

em termos de operac¢des envolvendo seus coeficientes.
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Em especial, estudamos os casos m = 2 e m = 3 com
a; € R, para todo 1 <i < m. Como os coeficientes agora
podem ser quatérnios ndo reais e ndo hd comutatividade
da multiplicacdo nos quatérnios, uma equagdo algébrica
poderia ter termos do tipo axbxcxd. Assim, a Equagao 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecido e
estudado) de equagdes sobre os quatérnios. Na equagao
18 admite-se ax = xa, para todo a € I1.

No Teorema 1 de (NIVEN L; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equagao acima sempre admite raizes
nos quatérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versio do Teorema Fundamental da Algebra para os
quatérnios.

Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolver a Equacdo 18. Essencialmente o
método transfere o problema para resolver equagdes
cujos incégnitas sdo o trago e a norma das raizes. Tais
equagoes sdo obtidas pela divisdo euclidiana do lado
esquerdo da Equacdo 18 pelo lado esquerdo da Equagdo
3.

Como ja citamos, por esse método a equacdo qua-
dratica com coeficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) ha uma exposicdo completa da resolugdo da equa-
¢do quadratica nos quatérnios, tanto com coeficientes
reais, quanto quatérnios em geral.

Nesta secdo estudaremos o método de Niven e o
aplicaremos para o caso da equacgdo ctibica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe observar que a solugdo que
expomos no Teorema 3 serve apenas para coeficientes
reais. O resultado principal desta se¢do é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentemente obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solugdo parcial para o problema.

Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz xy da Equagdo 18. Sejam tr(xg) =t e
n(xo) = n, traco e norma de x, respectivamente. Pela
Equacao 3, temos que xp é uma raiz de

x> —tx+n=0.

sobre os quatérnios de Hamilton

Vamos utilizar a divisdo euclidiana para polindmios
com coeficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polindmio do lado esquerdo da
Equacdo 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da dltima
equagao,

p(x) = q(x)(x* — tx + 1) + ax + B, (19)

onde « e 3 sdo fungdes de t e n envolvendo os coeficien-

tes de p(x).

Teorema 4 (Método de Niven). Com a notacdo acima e
assumindo « # 0, as raizes da Equagdo 18 sdo da forma

vo=-F, 0)

Utilizando a definicdo de norma e traco, temos:

w2 (ﬁ) _ _Eipe

o 04 04

e assim decorrem as equagdes do sistema enunciado.

Consideremos agora a equagdo ctbica

B4ax’+bx+c=0, a, b, ceH. (21)

Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso

. o 1
contrério, fazemos a substitui¢do x =y — gtr(u) e rees-

crevemos a equagdo de forma que o novo coeficiente do
termo quadrético tenha traco nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ab=G,ca+ac = H e bc+¢cb = I. Cabe observar
que sdo todos ntimeros reais.
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Teorema 5. Mantendo a notagio anterior, se G+ C = 0,
entdo uma raiz para a Equagdo 21 é dada por

ay — ¢
xozbyfy/

onde y # b é uma raiz real da equagdo ciibica
v+ (-B-D)y*+ (E+H)y—F=0.
Além disso, se z # xq € raiz da Equagdo 21, entdo
22— (a+0)z+Lla=0,
para alguma raiz ¢ do polinémio quadrdtico p(x) tal que

X3 +ax® + bx + ¢ = p(x)(x — x).

Demonstragdo: Fixando uma raiz xp da Equacdo 21 e
utilizando o método de Niven teremos, neste caso,

a=b—n+tat+t*> e p=c—an—nt.

Utilizando estes valores no sistema de equagdes do Teo-
rema 4, obtemos

o naa — BB =n*+(—B-3t>—~D)n*+Ain—F =0,
o tha + & + P = 3tn® — Ayn + Az = 0, onde

A =t+(B+D)?+(G+C)t+E+H,
Ay =48 +2(B+D)t+G+C,
A3 =1+ (B+D)P+(G+C)?+ (E+ H)t+ 1.

Em particular, para t = 0, temos

e 3+ (—B—-D)n?>+ (E+H)n—F=0,
° —(G—l—C)n—i—I:O.

Por hipodtese, G 4+ C = 0. Assim, a segunda equagdo
acima ndo depende de 1 e podemos utilizar a Férmula
de Cardano para obter uma raiz real da primeira equa-
¢do, ou seja, obter uma solucdo real para o sistema. A
raiz serd positiva, bastando para isso utilizar a Regra
de Sinais de Descartes, conforme exposto na pagina 19
de (DARIO R.; FREITAS, 2013). Finalmente, fazendo
t = 0 nas expressdes de «a e 8 e utilizando o Teorema 4,
obtemos a primeira afirmagdo do teorema. Da primeira
parte ja demonstrada, temos que se G + C = 0, entdo a
equacdo ctbica possui uma raiz com trago nulo, isto é,
um quatérnio puro. Isto permite que utilizemos direta-
mente o Lema 5.1 de (CHAPMAN, 2014), para obter a
parte final do nosso teorema. 0

Como exemplo, vamos resolver a equagdo
3 4ix +2j = 0.

Neste caso, encontramos

B=C=D=G=H=I1I=0,E=1eF=2

Logo, a equacao na varidvel y do Teorema 5 fica simples-
mente y° +y — 2 = 0, que possui y = 1 como tnica raiz
real. Pelo Teorema 5, uma raiz de x3 + ix + \/E] =0é

V2j _ V2 V2k

-1 2

Xp =

Diretamente veficamos que

B ix+V2j = (x2+x0x+(i—1))(x—x0).
Pelo exemplo da pagina 35 de (DARIO R.; FREITAS,
2013), temos que a equagdo quadratica x + xox + (i —
1) = 0 possui como raizes

2(1+v2—1i)
12 = .
+2V1+2v2+ V2j + 2k

Novamente pelo Teorema 5, as raizes de x> + ix +
\ﬁ] = 0, diferentes de x(, satisfazem

22— (a+ x12)z + x10a = 0.

X

Finalmente, seguindo o método exposto no Teorema
2.3 de (DARIO R.; FREITAS, 2013), podemos determinar
todas as raizes.
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