Artigo Original DOI:10.5902/2179460X14597

Ciéncia e Natura, Santa Maria, v. 37 Ed. Especial PROFMAT, 2015, p. 192-202 L e b=
Revista do Centro de Ciéncias Naturais e Exatas - UFSM CI E N CI A N ATU R A 3 5 %

ISSN impressa: 0100-8307  ISSN on-line: 2179-460X

Um Ambiente Dinamico Para o Ensino das Sec¢oes Conicas

A Dynamic Environment for Teaching the Conic Sections

Joao Paulo Lima™

Mestre em matematica pela Universidade Federal Rural do Semiarido (UFERSA-RN) e Professor de matematica
do Instituto Federal de Educao, Ciéncia e Tecnologia do Ceara - campus Limoeiro do Norte. Brasil

Resumo

Neste trabalho serd feita a apresentacdo de um ambiente dindmico concebido para o ensino das seccoes conicas.
O ambiente é uma pdgina da web onde o aluno, orientado pelo professor, constroi seu conhecimento por meio
da exploracdo de objetos digitais construidos com auxilio do software de geometria dindmica GeoGebra. Serdo
descritas as possibilidades de utilizacdo de alguns dos diversos elementos dindmicos do ambiente. Por fim, algumas
recomendacoes para os professores que desejam incrementar suas aulas de geometria com esta nova ferramenta de
ensino.
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Abstract

In this paper presenting a dynamic environment designed for teaching of conic sections will be taken. The
environment is a web page where the student, quided by the teacher, building their knowledge through exploration
of digital objects constructed with the aid of dynamic geometry GeoGebra software. The possibilities of using some
of the many dynamic elements of the environment will be described. Finally, some recommendations for teachers
who wish to enhance their geometry classes with this new teaching tool.
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1 Introdugao

O que vocé sabe sobre as Se¢des Conicas: Elipse, Para-
bola e Hipérbole?

Caso fizéssemos essa pergunta aos alunos egressos
do Ensino Médio, possivelmente ndo obteriamos respos-
tas, ou caso houvesse, provavelmente seriam incomple-
tas, difusas e superficiais, com mencdo exclusivamente
ao fato de tratar-se de curvas e terem, cada uma delas,
uma equagdo associada. Essa conclusdo fundamenta-se
na forma como esse assunto é ensinado no Ensino Basico
atual.

Através da andlise dos diversos livros didéticos de
Matematica, observa-se que a grande maioria desses
textos trata o assunto “Conicas” apenas sob o ponto de
vista de equagdes algébricas. Quanto a origem histérica
do tema, as propriedades geométricas, as relagdes entre
as curvas, as aplicagdes, etc., quando mencionados, sdo
pequenas passagens ou leituras complementares, com
informagdes superficiais.

E muito provével que essa abordagem limitada e
superficial das conicas nos livro didaticos seja um dos
grandes motivos da ndo valorizagdo do tema pelos alu-
nos, sentimento compartilhado, pela maioria dos pré-
prios professores, que por usar, na maioria das vezes, o
livro didatico como tnica fonte de pesquisa, deixa de
reconhecer a beleza, histéria, importancia e utilidade
do tema. Valores esses perceptiveis quando se explora
o conhecimento acumulado ao longo da histéria das
sec¢des conicas.

Outro fator que contribui para a ma compreensao do
tema e baixa aceitagdo por porte dos alunos é a forma
tradicional com que o assunto é ministrado, isto é, o
ensino restrito ao uso da lousa, giz e livro didatico. Tal
metodologia de ensino, aliado a explanagdo nido contex-
tualizada, limitada e superficial do assunto, certamente
contribui para torna-lo pouco atrativo para os alunos e,
inclusive, para os professores.

Segundo D’ambrésio (2003) a verdadeira aprendiza-
gem em matemadtica, em especial em Geometria, deve
passar necessariamente pelas etapas de exploragdo con-
creta, experimentacdo, resolugdo de problemas, elabo-
ragdo de conjecturas, justificativas informais e provas.
Nessa concepgdo, ver-se a necessidade de substituir os
processos de ensino que priorizam a exposi¢do, que
levam a um receber passivo do contetido e que néo esti-
mulam a participagdo dos alunos, para que os mesmo
deixem de ver a matemadtica como algo acabado e cuja
transmissdo de contetidos lhes parece um conjunto esta-
tico de conhecimentos e técnicas.

Visando contribuir com essa nova forma de pensar
sobre 0 ensino de matematica, sobretudo o de Geometria,
neste trabalho sera apresentado uma nova ferramenta
para ensino das Se¢des Conicas. Tal dispositivo consiste

num Ambiente Dindmico de Ensino das Sec¢oes Conicas
(ADESC).

A ferramenta é inovadora, visto que procura valori-
zar os fatos histéricos, os autores do processo, dando
énfase as relagdes que existem entre as curvas, valori-
zando a exploracdo das mesmas sob o ponto de vista
geométrico com intuito de motivar e preparar o aluno
para exploragdo algébrica do tema. No ADESC, o es-
tudo das conicas contempla desde os fatos histéricos,
iniciando com o Problema de Delos (O classico pro-
blema da Duplica¢do do Cubo), passando pela andlise
analitica das curvas e finalizando com suas modernas
aplicacdes nas ciéncias atuais. Todo o estudo é auxiliado
por elementos visuais que facilitam a compreensao e
exploragdo das informacdes tedricas.

2 Conhecendo o ADESC.

O “Ambiente Dindmico de Ensino das Se¢oes Conicas —
ADESC” (ver ADE (2014) é uma ferramenta de ensino
e aprendizagem que visa contribuir para uma maior
eficiéncia no ensino das conicas. Construido na forma
de pégina da world wide web (www), o ambiente pode
ser utilizado de modo online, acessando o endereco
(www.adesc.blog.br) ou off-line, podendo o download
ser feito em (http://1drv.ms/PAVdnV). O ambiente pos-
sui diversos elementos dindmicos baseados em cons-
trugdes feitas no software livre de geometria dinamica,
GeoGebra, criado em 2001 pelo Professor austriaco Mar-
kus Hohenwarter, disponivel em www.geogebra.org.

A proposta do ADESC ¢ apresentar uma nova forma
de ensino das Secoes Conicas, tanto com relagdo aos con-
tetdos abordados quanto a metodologia de apresentacdo
do mesmo. No que concerne ao contetido, o ADESC
foi desenvolvido seguindo integralmente a sequéncia de
contetidos para o ensino das Se¢des Conicas proposta
em LIMA (2014). J& com relacdo a metodologia de apre-
sentacdo do contetido, o ambiente traz o diferencial do
dinamismo e a praticidade inerente a um ambiente de
ensino dindmico. Recheado de construcdes geométricas
de livre manipulacdo, o ambiente propicia ao usudario
a possibilidade de interagir com a matematica, mani-
pulando entes geométricos, observando, construindo,
resolvendo problemas e consequentemente, inferindo
sobre propriedades, relacdes, condi¢des, bem como des-
cobrindo novos conceitos envolvidos.

O ambiente foi concebido a partir de uma aborda-
gem dindmica do assunto, buscando contribuir para a
compreensdo e articulagdo dos contetidos envolvidos,
de forma autdbnoma e criativa, integrando as formas
de pensamento algébrico e geométrico. A abordagem
concreta-computacional apresentada no ADESC, antes
de direcionar o estudo diretamente para a dlgebra das
cOnicas, possibilita o aluno construir e/ou manipular ob-
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jetos digitais representativos das situacdes matematicas
em estudo. A manipulacdo destes objetos no ambiente
computacional ajuda no estabelecimento de conjecturas
e justificativas e esta é uma parte consideravel do tra-
balho de ensinar geometria, para o qual a Geometria
Dinamica (G.D.) contribui efetivamente. Desta forma, as
representacdes neste ambiente ajudam a concretizar o
simbdlico, fornecendo aos alunos a base experimental
necessdria as abstragdes inerentes a prova matemadtica.

Numa visdo geral, o ADESC estrutura-se numa se-
quencia de paginas da web, todas elas com links e botdes
que permitem uma navegagdo sobre todo o ambiente de
maneira ficil e integrada. Sao elas:

e Home;

e Pégina 0: Indice;

e Pégina 1: Origem das se¢des conicas;

e Pégina 2: As contribui¢des de Apoloénio;

e Péagina 3: Conicas como lugar geométrico no plano;
e Pagina 4: Estudo analitico das conicas;

e Pagina 5: Aplicagdo das conicas;

e Pégina 6: Apéndice.

Em cada uma das pdginas 1 a 5, o contetido referente
ao titulo de cada uma delas aparece na forma de texto,
acompanhado de ilustragdes, videos e construgdes dina-
micas. Sdo essas “Construgdes” que fazem o diferencial
da apresentagdo do contetido por meio do ambiente
ADESC. Nessas paginas o usudrio pode construir ou
manipular entes geométricos e comprovar mediante ob-
servagoes, as propriedades, as leis, as defini¢des e as
relagdes que tenham sido mencionadas no texto teérico.

As “Construgdes” aparecem no ambiente numa mol-
dura dindmica (ver Figura 1) que se insere no meio do
texto, quando necessédrio uma observagdo e/ou manipu-
lacdo de elementos geométricos para facilitar a compre-
ensdo das informagdes expostas naquele momento.

A moldura inicia com uma “Barra de Titulo”, com in-
formacgdes de identificagdo, como numeracao e assunto
abordado. No Quadro de Orientagdes (QO) (quadro
verde logo abaixo da barra de titulo) aparecem os proce-
dimentos que deverdo ser realizados para um manuseio
adequado da construcdo, bem como, dicas, descricdes,
defini¢des, passo-a-passos para a realizacdo de constru-
¢des geométricas quando necessdrio. Os textos nesse
quadro aparecerdo na cor “Branca”, quando tratar-se de
procedimento que deva ser realizado pelo usudrio para
construc¢do e/ou manipulagido de determinado objeto,
ou na cor “Amarela”, quando tratar-se de orientagdes,
comandos, dicas ou informagdes sobre os procedimen-
tos a serem executados. Assim, por exemplo, ainda

na Figura 1, no passo “10” do Quadro de Orientagdo,
o usudrio deve construir a mediatriz M do segmento
AC e uma forma de faze-lo é digitando o comando
M=mediatriz[A,C] na barra de comandos do GeoGebra
que aparecerd na regido em branco logo abaixo do qua-
dro de orientagdes.

O Quadro de Trabalho (QT) (quadro branco no cen-
tro da moldura) é o local onde serdo construidos e/ou
visualizados os objetos digitais. Nesse quadro, apare-
cera a tela de trabalho do GeoGebra com objetos digitais
ja construidos (no caso em que é necessario apenas a
manipulacdo) ou em condicdes de serem realizadas cons-
trugdes, conforme informagdes presentes no Quadro de
Orientacoes.

Ao final da moldura, encontram-se os botdes de ma-
nipulac¢do. Segue a fun¢do de cada um deles:

Faca: Abre o software GeoGebra no quadro de trabalho,
pronto para realizagdo de construcdes.

Veja: Executa um objeto digital no quadro de trabalho,
permitindo a sua manipulagéo.

Atividade: Abre uma atividade que explora os concei-
tos, defini¢des e propriedades relacionadas a cons-
trucao.

Dica: Abre uma tela no estilo Pop up com dicas rdpidas
e atalhos de mouse e teclado para melhor manu-
seio do GeoGebra.

Ajuda: Abre em uma nova janela, no formato de ar-
quivo Portable Document Format (pdf), um manual
simplificado do GeoGebra, especialmente cons-
truido para usudrios do ADESC.

Limpar: Limpa o quadro de trabalho.

ndice: Abre a pagina “Apéndice - A1 - Indice das cons-
trugdes” do ADESC. Onde é possivel ver resumida-
mente todas as construgdes presentes no ambiente
e navegar por cada uma delas.

Os botdes em cinza-claro estdo inativos para esta de-
terminada moldura, podendo em outros casos aparecer
ativos e com fungdes especificas.

A seguir, serdo apresentadas algumas construcoes
do ADESC. Ao todo, o ambiente disponibiliza 28 delas.
Tem-se consciéncia que a melhor descricdo ainda nao
serd suficiente para transmitir a satisfagdo e o prazer de
se construir o conhecimento mediante a manipulacdo de
objetos digitais em um ambiente dindmico. Portanto, faz-
se necessdrio que o leitor, ap0s a leitura das descri¢des
abaixo, acesse o ambiente e tire suas proprias conclusdes.
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CONSTRUGAO 1.1 - Proporgoes continuas

10 - Trace a mediatriz M do segmento AC | M=mediatriz[A,C]

11 - Marque o ponto O, intersecdo de M com r | O=intersecao[M,r]
12 - Trace o circulo c de centro O e passando em C | c:circulo[O,C]

13 - Trace a perpendicular p a reta r passando por B. | p=perpendicular[B,r]

. ATIVIDADE / L\

¥ &sinpice

Figura 1: Moldura para constru¢do/manipulacdo dos elementos dindmicas do ADESC.

3 Construgﬁo: conicas segundo ApOlﬁ- a uma geratriz do mesmo. Assim, conforme o angulo

nio.

Conforme Boyer (1996) o matematico Apolonio nasceu
em Perga (sul da Asia Menor) e acredita-se tenha vivido
por volta de 262 a 190 a.C. Ele, juntamente com Euclides
e Arquimedes, produziu obras que justificaram o nome
“Idade Aurea da Matematica Grega” dado a época em
que viveram.

Dos muitos tratados de Apolonio, a sua obra “As
Conicas”, foi certamente a sua obra prima. Sendo com-
posta por oito volumes, apenas os sete primeiros foram
preservados até os dias atuais, sendo os quatro primeiros
em grego e os demais, tradugdes em 4rabe por Thabit
Ibn Querra (836 a 901). Em 1710, Edmund Halley (1656-
1742) traduziu os sete volumes sobreviventes para o
latim, possibilitando as demais tradugdes para as outras
linguas modernas.

Quando Apolonio escreveu seu tratado sobre as coni-
cas, outras exposicdes ja tinham sido escritas sobre essas
curvas. Mas “As Conicas” foi de suma importancia para
o desenvolvimento desse assunto no campo da Mate-
maética. Antes do tempo de Apoldnio, segundo Boyer
(1996), as conicas eram obtidas seccionando trés tipos
diferentes de cones por planos sempre perpendiculares

do vértice do cone fosse, agudo, reto ou obtuso, a curva
resultante da seccdo era uma elipse, uma parabola ou
uma hipérbole, respectivamente. Esse método era usado
pelo matematico grego Menaecmus (380 - 320 a.C.).

Na Figura 2, vé-se uma construgdo do ADESC que
mostra como as cOnicas eram obtidas pelo método acima
descrito de Menaecmus. Nela, o usudrio pode alterar
a altura (h) e o raio (r) da base do cone para obter
cones de angulo do vértice agudo, reto ou obtuso. E
possivel modificar a posi¢do em que o plano secciona
a geratriz do cone e verificar em cada caso, as sec¢des
cOnicas obtidas. Para isso, basta alterar o valor do seletor
alfa («). Pode-se ainda rotacionar o objeto e visualiza-
lo sobre todas as orientagdes, o que possibilita uma
explora¢do mais completa e facilita a materializagdo das
informagdes tedricas do texto.

Dessa forma, compreender e aceitar as informagoes
sobre as defini¢des de cada uma das conicas segundo
Menaecmus se torna uma tarefa menos abstrata e o co-
nhecimento adquirido passa a ser mais sélido e rico em
detalhes. Por exemplo, alterando apenas a posicdo de
secgdo do plano em relagdo a geratriz do cone, é possivel
perceber que o tipo de cdnica ndo se altera, nesse caso
ha apenas variacdo no comprimento de seus elementos,
como por exemplo, o tamanho do latus rectum, segui-
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CONSTRUGAO 1.4 - Segdes Conicas segundo Menaecmus

Nessa construcdo observaremos as familias de curvas obtidas pela seccdo de um cone de angul
do vértice variavel por um plano perpendicular a uma de suas geratrizes.

1 - Deixe a altura (h) e o raio (r) do cone com mesmo valor(por exemplo, h=r=5). Qual o tipo de

cone que temos?

2 - Varie a posicdo de seccdo do cone. Que curva a seccdo representa?
Veja o botdo "DICA"

a move o plano

h altura do cone
r raio do cone

‘_, i ATIVIDADE ODICA
f e I—— § =imoice

Figura 2: Obtengdo das se¢des cOnicas por Menaecmus.

mento que é apresentado e analisado mais a frente no
ambiente.

Apolodnio, a sua época, mostrou sistematicamente
que ndo era necessdrio tomar sec¢des perpendiculares a
geratriz do cone e que de um tnico cone poderiam ser
obtidas todas as trés espécies de se¢des conicas, simples-
mente variando a inclina¢do do plano de sec¢do, o que
possibilitou relacionar as trés curvas.

Dessa forma, conforme o angulo de sec¢do (dngulo
entre o plano e o segmento da geratriz que liga o ponto
de secgdo ao vértice do cone) fosse maior, igual ou me-
nor ao angulo do vértice do cone, a curva obtida da
intersecgdo do plano com a superficie lateral do cone
seria respectivamente, uma elipse, uma pardbola ou uma
hipérbole.

Essas informagdes sdo analisadas mediante a explo-
ragdo de uma construgdo, cuja imagem do Quadro de
Trabalho (QT) pode ser conferida na Figura 3. Nessa
construcdo, em que um cone duplo ( ou cone de “duas
folhas”, uma descoberta de Apoldnio) é seccionado por
um plano, pode-se manipular o angulo de seccdo do
plano («), a posi¢do em que o plano secciona o cone
(p), a altura (h) do cone e o raio (r) de sua base (e

consequentemente, o tipo de cone).

a — Gira o plano

P — Move o plano
h — Altura do cone}
r — Raio do cone

a=51°
SO

P :§0.6

Figura 3: Se¢des conicas segundo Apolonio.

Conforme esses valores sdo alterados, pode-se verifi-
car a curva resultante da interse¢do da superficie lateral
do cone com o plano de secgdo. As diversas varia¢oes
possiveis permitem obter ainda, a elipse, a pardbola e a
circunferéncia (caso particular de elipse), como se pode
ver na sequéncia de imagens da Figura 4.
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(a) Elipse

Parabola”

(b) Parabola

Circunferéncia

(c) Circunferéncia

Figura 4: Seccdes conicas segundo Apoldnio

Essa interacdo com o objeto e as diversas possibili-
dades de manuseio permitem ao usudrio analisar as
informagdes sobre as defini¢des de conicas segundo
Apolonio, bem como, inferir situagdes, problemas e con-
clusdes que dificilmente seriam percebidas ao analisar
uma figura estatica. A visualizacdo do objeto digital em
trés dimensoes, aliada a possibilidade de rotacioné-lo
e/ou visualizd-lo em qualquer dire¢do, ddo condigdes
inimagindveis de exploragdo da situagdo.

4 Construgdo: as esferas de Dande-
lin.

Em 1822 o0 matemaético belga Germinal Pierre Dandelin
(1794-1847) mostrou que dado um cone K e um plano
de secc¢do 71, ndo contendo o vértice do cone, existe uma
ou duas superficies esféricas S e Sy que se inscrevem
no cone ao longo dos circulos c; e ¢, de tangéncia com

a superficie lateral do mesmo e sdo tangentes ao plano
7t nos pontos F; e F,. Essas superficies esféricas ficaram
conhecidas como esferas de Dandelin.

O matematico Dandelin mostrou ainda que se a se¢do
conica é uma hipérbole ou elipse (exceto o caso particu-
lar da circunferéncia), entdo existirdo duas superficies
esféricas inscritas no cone e tangentes ao plano; se a
secdo coOnica é uma pardbola, serd apenas uma superficie
esférica.

Para auxiliar na compreensao e analise dessas infor-
magdes, o0 ADESC apresenta uma construcdo em que é
possivel observar as famosas esferas de Dandelin, con-
forme descrito acima, para os diversos tipos de se¢des
cOnicas. O Quadro de Trabalho (QT) dessa construcao
pode ser visto na Figura 5.

Na Figura 5(a), mais uma vez, tem-se diversas possi-
bilidades de manipulacdo do objeto digital e a existéncia
das esferas de Dandelin, nesse caso especifico da Hi-
pérbole. Em 5(b) foi desmarcado a opgdo “Esferas” e
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a — Gira o plano

p — Move o plano
h — Altura do cone
r — Raio do cone

Angulo vértice:
0=90°

(a) Esferas

a — Gira o plano

p — Move o plano
h — Altura do cone
r — Raio do cone

Angulo vértice:
8=90°

H Diretrizes

)

(b) Foco e diretrizes

Figura 5: esferas de Dandelin para a hipérbole.

marcado as opgdes “Focos” e “Diretrizes”.

Manipulando esse objeto, o usudrio tem condigdes de
analisar a existéncia de uma ou duas esfera de Dandelin
em cada caso de conica: elipse, pardbola ou hipérbole.
Pode ainda comprovar quantos focos e diretrizes pos-
suem cada uma das curvas.

Essa construgdo certamente facilita a compreensao
da definigdo da reta diretriz de uma cdnica, a saber: é a
reta resultante da intersecao do plano de sec¢do 77 com
o plano que contém a circunferéncia c de interse¢do da
esfera de Dandelin S com a superficie lateral do cone K.

Dessa forma e a partir da manipula¢do da inclinagédo
do plano de secgdo e obtengdo das diversas conicas, o
usudrio pode ter uma visdo concreta de como e porque
variam o nimero de focos e diretrizes das curvas. Assim,

pode-se concluir que a pardbola tem apenas um foco e
uma reta diretriz, enquanto a hipérbole e a elipse (exceto
no caso particular da circunferéncia, também verificado
na construgdo) possuem dois focos e duas retas diretri-
zes. Esse tipo de visualizac¢do favorece uma investigacao
detalhada e segura da relagdo entre os elementos do
objeto, dando uma base visual concreta para a elabora-
¢do de hipdteses e uma seguranga para o surgimento de
argumentos geométricos que poderdo posteriormente
ser analisados a luz da prova matemadtica.
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5 Construcao: defini¢ao usual das c6-
nicas.

As esferas de Dandelin sdo um 6timo instrumento para
provar propriedades analiticas sobre os elementos das
conicas. Assim, por exemplo, a defini¢do usual de elipse
como o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma
das distancias a dois pontos fixos dados deste mesmo
plano é constante, pode ser facilmente verificada me-
diante argumentos geométricos bdsicos e a utilizacdo
das esferas de Dandelin. A manipulagdo de um objeto
digital torna essa tarefa ainda mais compreensivel.

Assim, no ADESC, antes mesmo de ser apresenta a
defini¢do usual de elipse acima mencionada, o usudrio
se depara com uma construgdo cuja manipulagao leva-o
a inferir essa propriedade da curva. Veja a Figura 6.

a— Gira o plano

p — Move o plano
h — Altura do cone
r— Raio do cone

Angulo vértice: 8=53.13°

a=83.36°
@®

®h=17 ®p, = 0.6

-
r=85

W4 Esferas Plano

PP =7.77
PF,=7.77

_PF,+PF,=12.08

(a) Plano, cone e esfera

a— Gira o plano

p — Move o plano
h — Altura do cone
r— Raio do cone

Angulo vértice: 8=53.13°

a=83.36°
®

@®h=17 ®p; =06

O}
r=85

[ esferas B riano
i cone

PP,=7.T7
PF,=7.T7

_PF,+PF,=12.08

(b) Sem alguns elementos
Figura 6: Defini¢do usual de elipse.

Nessa construgdo, como acontece nas anteriores, os
valores dos elementos do cone e plano sdo de livre ma-
nipulagdo, bem como a posi¢do do objeto e a visdo que
se deseja obter do mesmo, ja que é possivel gird-lo em

qualquer diregdo. E ainda possivel, visualizé-lo segunda
as vistas dos eixos: xOy, xOz, yOz. Os botdes para essas
op¢des de visualizagdo ndo estdo presentes na Figura
6, pois aparecem na moldura da construcado, o que foi
suprimido na figura.

Os pontos e segmentos de reta da Figura 6(a) foram
obtidos seguindo os passos:

1. Escolheu-se um ponto P qualquer da elipse E;

2. Tragou-se pelo vértice V do cone e o ponto P da
elipse uma geratriz ¢ do cone;

3. Marcou-se os pontos P; e P,, respectivamente in-
tersegdo da geratriz ¢ com as circunferéncias de
tangéncias c; e cp das esferas S; e S; com a super-
ficie lateral do cone.

Da andlise dessa construgdo, percebe-se que os se-
guimentos PP; e PFj(segmentos na cor amarelo) sdo
tangentes a esfera S; (o primeiro esta contido na super-
ficie do cone e o segundo no plano de seccdo) e PP,
e PF, (segmentos na cor verde) sdo tangentes a esfera
Sy (o primeiro esta contido na superficie do cone e o
segundo, no plano de seccdo) . Assim, como P é exterior
as esferas, entdo, conclui-se que:

PF, = PP 1)
PF, = PP, ()

(a prova desse fato é feita previamente no préprio ambiente
ADESC por meio da semelhanga de tridngulos.)

Somando (1) e (2), temos:
PF, + PR, = PP| + PP, 3)

Como o segundo membro de (3) é o comprimento
da geratriz do tronco de cone reto com base nas circun-
feréncias ¢q e ¢, e este valor é constante (no ambiente é
mostrado anteriormente que as geratrizes de um tronco
de cone reto sdo todas iguais), independente da posigao
do ponto P, entdo:

PF, + PF, =2a 4)

onde 24 é uma constante.

Prova-se mais adiante no ambiente que essa cons-
tante é maior que a distancia entre os focos. Mas esse
fato j& pode ser percebido, bastando para isso, um olhar
atento no tridngulo APF; F, da Figura 6(b) e o conheci-
mento da propriedade basica da desigualdade sobre os
lados de um tridngulo qualquer. N&o seria fascinante
o aluno perceber esse fato antes mesmo do seu enunci-
ado? Essa, entre outras diversas contribui¢des para o
ensino, sobretudo de matemadtica, é o propdsito maior da
exploracdo dos objetos digitais em ambientes dindmicos.
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Voltando a exploragdo da construgdo, o usudrio, no
desejo de torna-se convicto da igualdade (4), pode movi-
mentar o ponto P sobre a elipse e perceber que a soma
PF, + PF, é sempre constante, independente da posi-
cdo de P, mesmo que os comprimentos de PF; e PF,
se alterem continuamente conforme P é movimentado.
Isso pode ser verificado observando os valores desses
segmentos no lado esquerdo inferior da construcao.

Alterando a elipse (o que pode ser feito variando o
angulo de inclinacdo do plano de secgdo) pode-se perce-
ber que a soma PF; + PF, assume valores diferentes para
os diferentes formatos de elipse, no entanto, é sempre
igual para qualquer ponto da mesma curva.

Na Figura 6(b) foram desmarcadas as opg¢des “Cone”
e “Esfera”. Nessa situagdo, vemos que a construgao fica
mais limpa e favordvel a andlise das relagdes entre os
seus elementos.

A mesma andlise acima feita para o caso da elipse,
também é feita antes da defini¢do formal de Parabola e
Hipérbole. Veja na Figura 7, as construgdes referentes a
essas cOnicas com seus respectivos elementos.

Da analise e exploracdo desses objetos é possivel con-
cluir, mediante argumentos geométricos simples, sobre
as defini¢es usuais de pardbola e hipérbole, como se
segue:

Pardbola: é o lugar geométrico dos pontos do plano que
sdo equidistantes a uma reta e a um ponto (ndo
pertencente a reta), dados.

Hipérbole: é o lugar geométrico dos pontos do plano
cuja a diferenca das distancias a dois pontos fixos
dados é constante.

6 Construcao: método do jardineiro.

Definida as conicas como lugar geométrico dos pontos
do plano que possuem determinadas propriedades, é
possivel obté-las mecanicamente no plano utilizando-se
de alguns instrumentos.

Na Figura 8 temos o quadro de trabalho de uma
construgdo do ambiente ADESC em que se mostra como
desenhar uma elipse por meio de lapis, corda e alfinetes,
processo conhecido popularmente como “Método do
Jardineiro”. Veja o passo a passo:

1. Fixe os dois focos da elipse no plano (alfinetes);
2. Fixe as extremidades de uma corda nos focos;

3. Com a ponta de um ldpis estique a corda e
movimente-o em torno dos focos com a corda sem-
pre esticada.

Enquanto o lapis é movimentado a elipse vai sendo
desenhada e os valores dos seguimentos sdo alterados

——-—-‘--_
<

- -

(b) Hipérbole

Figura 7: Defini¢do usual de pardbola e hipérbole.

continuamente. O movimento do lapis pode ser aci-
onado automaticamente por meio do botdo “Player”,
presente na moldura da construgdo ou simplesmente
clicando sobre o ldpis e movimentando-o livremente até
onde a corda permitir.

O dinamismo da construc¢do permite alterar o ta-
manho da corda e da distancia focal, possibilitando ao
usudrio analisar os formatos da elipse conforme se altera
esses elementos constituintes.

Muitas outras andlises podem ser feitas com esse
objeto e suas possiveis manipulacdes.

O mesmo processo de construgdo e o passo a passo
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[v 1°PASSO

Fixe os dois focos

Construcao da Elipse no Plano

[ Arcos
[ Elipse

da elipse no plano.
(Altere a distancia focal.)

[v 2°PASSO

Fixe as extremidades
de uma corda nos
focos. (Altere o
comprimento da
corda.)

[w 3°PASSO

Com a ponta deum
|&pis estique a corda

e movimente-o em torno
dos focos com a corda
sempre esticada.
(Mova o ponto P)

~

distancia focal
—p— T

corda

N....
e 000 00 snoam

PF, = 4.51
PF,=1.99

PF, + PF, = 6.5

Figura 8: Construgdo da elipse pelo método do jardineiro.

também é mostrado para o caso da paradbola e da hipér-
bole, como se pode verificar na Figura 9. Aqui, outras
diversas andlises e exploracdo também podem ser feitas
para essas curvas e seus elementos constituintes. Por-
tanto, o usudrio pode alterar livremente os elementos
da construgdo e observar a relagdo que esses elementos
mantém com o formato da curva, seja ela a pardbola ou
a hipérbole.

7 Conclusio

O ADESC possibilita um estudo participativo das co-
nicas, em que o conhecimento é fruto de um processo
investigativo e exploratério. Assim, de maneira ativa, o
usudrio é levado numa viagem pelo mundo das sec¢des
conicas, conhecendo desde as suas origens histoéricas,
passando pelas primeiras formas de obtencdo das cur-
vas, as propriedades analiticas e, mesmo ndo tendo sido
explorado neste artigo, vale ressaltar que o ambiente
ainda dispde de construgdes que permitem os usudrios
conhecerem as propriedades refletoras das superficies
cOnicas e suas diversas aplica¢des nas ciéncias modernas.

Portanto, acreditamos fielmente na contribuigdo posi-
tiva que esse ambiente dindmico pode dar aos professo-
res que passarem a utilizd-lo como ferramenta de apoio
nas suas aulas de conicas.

Para um bom uso do ambiente, recomendamos que
o professor utilize o projetor de midia e o laboratério de
informaética da escola, onde os alunos de posse do com-
putador com o ADESC, possam manusear e interagir

com o ambiente, sempre sobre a observagdo e orientagido
do professor, que devera ser o guia da turma, fazendo
a sua exploragdo do ambiente e projetando a imagem
de forma que a turma possa segui-lo de perto, em cada
passagem do contetido.

z

O ambiente é instrutivo e foi concebido para ser
autoexplicativo. No entanto, o professor deve conduzir
seus alunos na exploracdo do mesmo. Ele deve conduzir
o processo de aprendizagem paulatinamente, de forma
que todos os alunos caminhem juntos na descoberta do
mundo das conicas.

Para ser um bom guia é imprescindivel que o pro-
fessor adquira conhecimento prévio dos contetidos pre-
sentes no ADESC. A recomendacéo, nesse caso, é que
se faca um estudo atento da proposta de contetidos so-
bre as conicas apresentada em LIMA (2014), buscando
maiores informacdes nos materiais de referéncia ao fi-
nal desse artigo sempre que julgar necessério. E, ainda,
de extrema importancia que o professor adquira fami-
liaridade com o ADESC e seus elementos, o que pode
ser conseguido lendo o manual do ambiente presente
na pagina “Home” do mesmo, ao passo que faz a sua
exploracdo e manipulagdes.

Sabemos que no que tange ao ensino, as mudancas
ndo sdo faceis e nem tao pouco se dao de forma imediata,
principalmente quando tais mudangas visam romper
com o tradicional e que de certa forma esta enraizado
como o correto a se fazer. Porém, ndo devemos esquecer
que a sociedade é um sistema em constante transforma-
¢do, o que gera grandes mudancas no individuo em seu
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Construgao da Paréabola no Plano

[v 1°PASSO

Fixe uma régua (diretriz)
€0 Foco(F) da parébola.

[v 2°PASSO

Tome um esquadro e
uma corda de comprimento
igual ao cateto maior do
esquadro. Fixe a corda

na extremidade de menor angulo
do esquadro e no foco.

[v 3°PASSO

Com um Iapis prenda a corda
no lado do esquadro e movimente-0
com a corda sempre esticada.

T Lk | L

Mova o ponto P

(a) Parabola

Construcéo da Hipérbole no Plano

[v 1°PASSO
Fixe dois pontos (Focos);

[w 2°PASSO

Tome uma régua e uma corda

de comprimento menor que a
régua. Fixe a corda numa
extremidade da regua e em um
dos pontos fixos. Fixe a ponta livre
da régua no outro ponto fixo.

[w 3°PASSO

Comum l&pis, prenda a corda
sobre a régua e gire a régua
em torno do ponto fixo
mantendo a corda sempre
esticada.

[v 4°PAssO

Para fazer o outro ramo da
hipérbole, altere os pontos
fixos da corda e régua e
proceda como descrito nos
nospassos1a3.

Mova o ponto P

focos ]
—e 3.2
corda

6.6
Régua: 8
Corda: 6.6
Régua - Corda=1.4
AF,=1.4
PF, =2.84
PF,=4.24

IPF,-PF,| = 1.4

(b) Hipérbole

Figura 9: Método do jardineiro.

modo de pensar, agir e interagir no meio em que vive.

Logo, fica evidente que o ensino da Matematica, assim
como o ensino de outras dreas do conhecimento, ndo
deve permanecer inerte a esta necessidade de inovagao

tdo evidente na falta de interesse dos alunos nos estudos.

Tem-se total consciéncia que as contribui¢des feitas
para o ensino das conicas por meio do ADESC nao sdo
suficientes e terminativas e que muito ainda precisa ser
revisto, reformulado ou reestruturado no ensino das
sec¢des conicas. Contudo, espera-se que o leitor tenha se
sentido instigado a analisar e refletir sobre sua pratica
didética e sobre a importancia de incrementé-la com o
uso dos recursos das TIC’s, procurando fazer o mesmo
tipo de exploracao que aqui foi proposto para o ensino

das coOnicas, nos diversos outros temas do ensino bésico.
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