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Resumo

Dados dois poligonos com dreas iguais, é possivel decompor um deles em um niimero finito de poligonos e reconstruir
0 outro. Esse fato é conhecido como teorema de Bolyai-Gerwien. E natural perquntarmos se este teorema é vdlido
para poliedros com volumes iguais. Essa pergunta inicialmente proposta por Bolyai e Gauss, em 1844, e depois
pelo Hilbert como o Terceiro Problema na sua famosa lista de 23 problemas, foi respondida negativamente por
Max Dehn, em 1902, para poliedros em dimensdo trés. Nosso objetivo principal é apresentar a prova de Dehn.
Este artigo possui duas partes principais. A primeira é dedicada ao conceito de drea: faremos uma breve revisio
envolvendo alguns fatos historicos até seu formalismo na geometria e provaremos o teorema de Bolyai-Gerwien. Na
sequnda parte veremos como o conceito de drea e suas propriedades podem ser interpretados no espaco euclidiano
de dimensdo trés. O resultado principal é o teorema de Dehn-Hadwiger que é fundamental para resolver o problema
de Hilbert para poliedros.
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Abstract

Given two polygons with equal areas, one can decompose one of them into a finite number of polygons and rebuild
another. This fact is known as the theorem of Bolyai-Gerwien. It is natural to ask whether this theorem is true
for polyhedra with equal volumes. This question originally proposed by Bolyai and Gauss in 1844 and then by
Hilbert as the Third Problem in his famous list of 23 problems, was negatively answered by Max Dehn in 1902 for
polyhedra in three dimension. The main objective of this paper is to present the proof of Dehn. This article has two
main parts. The first one is devoted to the concept of area: we will briefly review involving some historical facts to
his formalism in geometry and prove the theorem of Bolyai-Gerwien. In the second part we will see how the concept
of area and its properties can be interpreted in Euclidean space of dimension three. The main result is the theorem
of Dehn-Hadwiger which is crucial to solve the problem of Hilbert for polyhedra.
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1 Introducio: Area e Congruéncia
por Corte

A nogdo de medida ou mais precisamente drea e volume
para figuras geométricas apareceu ha mais de 5000 anos
pela necessidade de saber suas medidas e compara-las.
Nos tempos antigos, como atualmente, os impostos so-
bre as terras de agricultores eram cobrados de acordo
com suas dreas e acreditava-se que se dois pedagos de
terra tivessem o mesmo formato, teriam a mesma me-
dida. Esse tipo de problema, entre outros, fez a Geome-
tria nascer. De fato, nos tempos antigos, a geometria era
sindnimo de medir a terra.

Conceitos como comprimento, drea e volume em-
bora muito antigos e fundamentais na geometria, sdo

dificeis de serem definidos precisamente em matematica.

Os esforgos para definir e generalizar esses conceitos
levaram ao aparecimento de uma teoria em matematica
hoje em dia chamada de teoria de medidas. Uma parte
dessa dificuldade surge pelo fato de que os subconjun-
tos do plano e espago sdo idénticos ou muito parecidos
com o0s objetos do mundo real e também em alguns
casos é inevitavel usar a teoria de medida. O primeiro
passo para definir a drea é defini-la para poligonos, uma
vez que sdo as figuras planas mais simples.

Uma abordagem simples para calcular a drea de um
poligono é escolher um quadrado padrdo, como sendo a
unidade da drea e cobrir o poligono com cépias desse
quadrado. Em geral, alguns desses quadrados ficam
no interior do poligono e outros possuem partes fora,
dando assim cotas superior e inferior para a area do
poligono. Para obter a 4rea exata, devemos refinar este
processo, isto é, escolher um quadrado padrdo cada
vez menor, e esperar que essas cotas convirjam para
o mesmo nimero. Esse serd a drea do poligono. Desta
forma construimos a fung¢do drea: associamos um nime-
ro real positivo a(P) a um poligono P. Por exemplo,
observem como obter estas cotas para o tridngulo ABC
na figura abaixo. Na aproximagdo no lado esquerdo 3 e

Figura 1: aproximando &rea.

8 sdo as cotas inferior e superior para a drea e no lado

direito as cotas sao 18 x ; = 4,25 28 x § = 6,25.

Esse método, embora nédo prético e satisfatério para
figuras planas mais complicadas, funciona bem para os
poligonos. Por outro lado, observamos que, mesmo
para poligonos, envolve processos infinitos e argumen-
tos de continuidade. Entdo seria razodvel pensar numa
defini¢do que exija técnicas mais elementares. Com esse
objetivo, como é comum em matemadtica, definiremos a
fungdo area satisfazendo as propriedades desejdveis e es-
peradas chamadas de Axiomas de Area:

e Positividade: a(P) > 0;

e Aditividade: Para dois poligonos disjuntos P; e
P,, ou seja, se P; N P, for vazio ou contiver apenas
vértices ou lados de Py e Py, a(Py U P) = a(Py) +
a(P,);

e Invariancia: Se P; é um poligono e outro poligono
P, é obtido a partir de P; com apenas movimentos
rigidos, entdo a(Py) = a(P,);

e Para o quadrado padrdo S, a(S) = 1.

E possivel demonstrar que existe uma tnica fungao

definida sobre o conjunto dos poligonos que satisfaz
estas propriedades. Uma das consequéncias desse re-
sultado é obter as férmulas conhecidas para calcular a
area de tridngulo e retangulo. Uma prova pode ser en-
contrada em Shiga e Sunada (1996), capitulo 2. Mais
precisamente:
Teorema. Existe uma tinica funcdo, chamada de fun¢ado
area, que satisfaz as propriedades acima. Em particu-
lar a 4rea de um retangulo é dada por comprimento x
larqura.

Se um poligono P for decomposto em poligonos dis-
juntos Py, ..., P,, escrevemos P = P +--- + P;.

Figura 2: poligonos disjuntos.

Defini¢do. Diremos que dois poligonos P e Q sdo con-
gruentes por corte e escrevemos P ~ Q,se P = Pj + - - - +
P, e Q possa ser reconstruido a partir de Py, ..., Py.

Em outras palavras, a definicdo acima significa que
existem decomposigdes de P e Q que sdo solugdes para
0 mesmo quebra-cabeca. E fécil verificar que congruén-
cia por corte é uma relacdo de equivaléncia. Pela adi-
tividade e invaridncia da fungdo area, dois poligonos
congruentes por corte possuem a mesma area. A reci-
proca desse fato é conhecido como teorema de Bolyai-
Gerwien. A seguir, demonstraremos dois lemas que
serdo utilizados para demonstrar esse teorema.
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Lema 1. Todo tridangulo é congruente por corte a um
retangulo.

Demonstragio. Veja a figura 3. Dado o tridngulo ABC,
faremos a seguinte construgdo. Considere a altura AH e
seu ponto médio P e construa o retangulo BCDE tal que
DE passe por P. Pela construgdo, obtemos dois pares
de triangulos congruentes: (APS, BES) e (APR,CDR) e
consequentemente concluimos que o tridangulo ABC e o

retangulo BCDE sdo congruentes por corte. O
A
E s \R D
B i C

Figura 3: Lema 1.

Uma consequéncia imediata do lema 1 é a igualdade
das areas do triangulo ABC e retangulo BCDE. De fato,
pela congruéncia de tridngulos APS com BES e APR
com CDR, a(APS) = a(BES) e a(APR) = a(CDR).
Pela aditividade e invaridncia da funcao &rea,

a(ABC) =a(APS) + a(APR) + a(SPHB) + a(PRCH)
—a(BES) +a(CDR) + a(SPHB) + a(PRCH)
—a(BCDE).

Pela construgdo da demonstrac¢do do lema 1 e o teorema
da existéncia da funcdo area, a drea de um tridngulo é
dada por W Usando a semelhanga entre trian-
gulos, é ficil verificar que este valor é independente da
escolha da base e sua altura correspondente.

O préximo lema é de fato o teorema de Bolyai-Gerwien
para retangulos.

Lema 2. Dois retingulos com dareas iguais sdo congru-
entes por corte.

Demonstracido. Considere a figura 4 e a montagem dos
retangulos ABCD e DEFG. A seguir utilizamos a igual-
dade das areas e semelhanca dos tridngulos APE e ECD
para mostrar AP = GC, e consequentemente a con-
gruéncia dos tridngulos APE e QCG. Os triangulos
APE e ECD séo retangulos e possuem o angulo E em

comum, portanto sdo semelhantes, logo S—g = % ou

ﬁiEDfADéApiDCoEDfD(}AD
DC ED N ED '

Pela igualdade das édreas dos retangulos,

DC-AD =ED - DG,

entao
DC-ED — ED - DG

AP =
ED

= AP =DC - DG = GC.

Figura 4: congruéncia de retangulos.

Analogamente concluimos que os tridngulos EFQ e BCP
sdo congruentes. Entdo

ABCD =APQGD + BCP + QCG
=APQGD + EFQ + APE
—EFGD.

Devemos observar que esta decomposicdo e o argu-
mento acima funcionam quando os retangulos nido sdo
muito compridos. Sem perda de generalidade, supon-
hamos BC < EF < ED < AB. Entdo a construgédo
acima funciona se AB < 2ED. Caso contrario, podemos
decompor o retangulo com comprimento maior em dois
retdngulos menores repetidamente até que a condigdo
AB < 2ED seja satisfeita. O

A seguir aplicaremos os lemas 1 e 2 para mostrar
o teorema de Bolyai-Gerwien que garante a equivalén-
cia de congruéncia por corte e igualdade das dreas dos
poligénos.

Teorema de Bolyai-Gerwien. Dois poligonos sdo con-
gruentes por corte, se, e somente se, possuem a mesma
area.

Demonstragio. Pela aditividade e invaridncia da fungédo
drea, se dois poligonos sdo congruentes por corte, pos-
suem a mesma drea. Para a reciproca, primeiramente
lembre-se de que todo poligono P pode ser decomposto
em um numero finito de tridngulos. Pelo lema 1, cada
um destes tridngulos é congruente por corte a um retan-
gulo e pelo lema 2, cada um destes retdngulos é congru-
ente por corte a um retangulo que possui um lado igual
a 1 unidade de medida. Sejam Ry, ..., R, estes retingu-
los, entao

P~Ri+- - +Ry.

Construa o retdngulo R por meio de encadeamento de
Ry,...,Ry. Observe que R possui um lado igual a1 e
outro igual a a(P). Desta forma, concluimos que se P e
Q sdo dois poligonos com a mesma drea, ambos sdo con-
gruentes por corte a R, e consequentemente sdo congru-
entes por corte (veja Figura 5 a seguir). g
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Figura 5: encadeamento de retangulos.

2 Volume e Congruéncia por Corte

Depois de estudar os conceitos de drea e congruéncia

por corte para poligonos, é natural pensar em desen-

volver uma teoria para volume de poliedros. Inicial-

mente observamos que os axiomas de drea podem ser

transformados naturalmente em Axiomas de Volume. Mais
precisamente, a fungdo volume v satisfaz:

e Positividade: v(P) > 0, para todo poliedro P;

o Aditividade: Para dois poliedros disjuntos P; e
P,, ou seja, se P; N P, for vazio ou contiver apenas
vértices, arestas ou faces de P; e P, v(PL U P,) =
v(Py) +v(P,);

e Invariancia: Se P; é um poliedro e outro poliedro
P, é obtido a partir de P; com apenas movimentos
rigidos, entdo v(P;) = v(P,);

e Para o cubo padrio S, v(S) = 1.

O conceito de congruéncia por corte também ¢é definido
da maneira similar ao caso de poligonos. Se um poliedro
P for decomposto em poliedros disjuntos Py, ..., Py, es-
crevemos P = P; + ---+ P,. Pela aditividade e inva-
ridncia da fungdo volume, dois poliedros congruentes
por corte possuem o mesmo volume. E natural pergun-
tarmos se vale a reciproca, ou seja, a versdo de teorema
de Bolyai-Gerwien para os poliedros. Esta pergunta
foi proposta pela primeira vez em 1844 por Bolyai e
Gauss e depois, em 1900, no Congresso Internacional de
Matemqticos, em Paris, por Hilbert. Nesse congresso,
Hilbert apresentou uma lista com 23 problemas em aberto
naquela época que julgava serem de grande relevancia
e esta pergunta apareceu como o terceiro problema. Da
maneira que ele propds o problema, era claro que néo
esperava por uma resposta positiva. Um de seus alunos,
Max Dehn, estudou o problema e, em 1902, deu a res-
posta negativa. De fato, ele mostrou que um cubo e
um tetraedro regular de mesmo volume ndo sdo con-
gruentes por corte. A seguir, apresentaremos a prova
de Dehn. O ponto crucial da demonstragdo de Dehn é
construir invariantes que depois dele foram chamados
de Invariantes de Dehn.

Esse invariante é definido por meio de uma funcéo
real Q-linear, ou seja, fungdes f : R — R tais que (s +
gs2) = f(s1) +4qf(s2) para todo s;,sp € Re g € Q,

em outras palavras, transformagdes lineares de R visto
como Q-espaco vetorial.

Defini¢do. Sejam P um poliedro e E o conjunto de suas
arestas. Denote o comprimento da aresta e por I(e) e o
angulo diedro entre duas faces cuja aresta em comum
é e por 0(e). Dada uma fungdo real Q-linear f tal que
f(mr) = 0, o invariante de Dehn de P associado a f é
definido por

Df(P) =} 1(e) - f(6(e))-

ecE

A ideia dessa definigdo, a condic¢do f(7r) = 0 e o fato
que Dy define um invariante no conjunto dos poliedros
ficardo claros no préximo teorema.

Definicdo. Seja S um conjunto de niimeros reais. Dire-
mos que S é linearmente independente sobre Q, se

ris1+ -+ 1Sy =0,

para todo ndmero natural 7, 51,...,5: € Sery, ...ty €
Q, implicaquer; =--- =1, =0.

Da algebra linear sabemos dado S C R linearmente
independente sobre Q, existe uma base B para IR sobre
Q, tal que S C B. Utilizando este fato, dada uma fungdo
real Q-linear f com valores definidos em S, podemos
estendé-la para uma funcéo real Q-linear f : R — R,
tal que f|s = f. Dado S = {ay,...,a,} C R, seja V(S)
0 Q-espaco vetorial gerado por S, i.é,,

V(S) :={qie1+- -+ qgntn | q1,-..,qn € Q}.

Dado um poliedro P, denotaremos seu conjunto dos an-
gulos deidrais e o ntimero 7t por Xp.

O teorema a seguir é o resultado principal demons-
trado por Dehn para responder ao terceiro problema de
Hilbert. Nesse teorema ele prova que a igualdade dos
invariantes de Dehn de dois poliedros é uma condigdo
necessdria para eles serem congruentes por corte, em
outras palavras, se dois poliedros possuirem invariantes
distintos, ndo serdo congruentes por corte. A parte
principal da demonstracdo é mostrar a aditividade do
invariante de Dehn, ou seja, se P é um poliedro tal
que P = Py + -+ + Py, entdo Dy(P) = Dg(Py) + -+ +
D¢ (Py).

Teorema de Dehn-Hadwiger. Sejam P e Q poliedros,
XpUXgp € Xef:V(X) = R uma fungio Q-linear tal
que f(7r) = 0. Se P ~ Q, entdo D¢(P) = D¢(Q).
Demonstragio. Sejam P = Py + -+ -+ Py, Y := Xp U---U
Xp,UX e g:V(Y) = R uma fungdo Q-linear, tal que
g|V( x) = f- A seguir mostraremos que o invariante de
Dehn é aditivo, i.é,

Dg¢(P) = Dg(Py) + - - - 4 Dg(Py).

Seja e uma das arestas do poligono P;. Analisaremos
o efeito da parcela I(e)g(6(e)) no invariante de Dehn
associado a P. H4 trés possibilidades:
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e ¢ estd contida numa das arestas de P. Neste caso,
o angulo diedral 6(e) do P; serd o mesmo que do
P, portanto esta parcela aparece em Dg(P).

e ¢ estd contida numa faces de P. Neste caso, a soma
dos angulos diedrais associados a e serd 7r, mas
como g(7r) = 0, ndo havera efeito em D (P).

e Finalmente se e tiver contida no interior do P, a
soma dos angulos diedrais associados a e sera 27,
mas como ¢(27) = 2¢(7r) = 0, ndo haveré efeito
em Dg(P).

Seja Q = Q1+ -+ Qp. Como P ~ Q, para todo i =
1,...,n existe um tnico j = 1,...,n tal que P; e Q]- sao
congruentes, logo Dg(P;) = Dg(Qj) e

Dg¢(P) =Dg(Py) + - - - + Dg(Py)
=Dg(Q1) + -+ + Dg(Qn)
:Dg(Q)‘

Para finalizar, lembre-se de que g|y(x) = f, portanto
D4(P) = Dy(Q). O

3 Conclusido: Terceiro Problema de
Hilbert

O teorema de Dehn-Hadwiger é o principal resultado
para resolver o terceiro problema de Hilbert. Basta cal-
cular os invariantes de Dehn para um cubo e tetrae-
dro regular. Seja C um cubo cuja aresta possui com-
primento s. Neste caso, Xc = {%,7}. Portanto para
qualquer fungdo Q-linear tal que f(7r) =0,

Ds(C) = 125f(§) = 0.

No caso de um tetraedro regular T, é ficil verificar que
o angulo diedro é o = arccos % Entdo X1 = {a, t}. Por
inducdo, podemos mostrar que

cosnw = 307 para todon € IN,

onde a4, é um nuamero inteiro ndo divisivel por 3, em
particular cos na # £1. Este fato é suficiente para provar
que « e 7T sdo linearmente independentes sobre Q, caso
contrério, existiriam p,q € Z,q > 0 tais que

rx:gnﬁq(x:pnicosqa:jzl,

que é absurdo. Entdo podemos considerar uma funcéo
Q-linear tal que f(x) = 1e f(r) = 0. Seja I o compri-
mento da aresta de T, entdo

D¢(T) = 6lf(x) # 0.

Portanto pelo teorema de Dehn-Hadwiger, um cubo e
um tetraedro regular com 0 mesmo volume ndo podem
ser congruentes por corte, uma vez que possuem invari-
antes de Dehn diferentes.

4 Mais comentarios

A congruéncia por corte pode ser apresentada facilmente
aos alunos do ensino médio. Para melhor compreensao

dos resultados, podemos verificid-los por meio de tra-
balhos com material concreto. Algumas sugestdes po-
dem ser encontradas no trabalho de conclusédo do curso

do primeiro autor disponivel no endereco bit.profmat-
sbm.org.br/xmlui/.

Vale observar que o teorema de Dehn-Hadwiger mostra

que a igualdade dos invariantes de Dehn é uma condi¢do
necessdria para dois poliedros com volumes iguais serem
congruentes por corte. E natural perguntarmos se essa

condicdo é suficiente também. Ou seja, se dois poliedros

possuem o mesmo volume e invariantes de Dehn iguais,

serd que sdo congruentes por corte? Sydler (1965), deu

resposta positiva a essa pergunta: Sejam P e Q poliedros

com volumes iguais e Xp U Xo C X. Entdo P e Q sdo

congruentes por corte, se, e somente se, possuem in-
variantes de Dehn iguais para toda funcao Q-linear f :

V(X) — R tal que f(7r) = 0. Observem que a hipétese

de igualdade de volumes é necessaria, basta lembrar

que quaisquer dois cubos possuem invariantes iguais

a zero, mas se ndo tiverem volumes iguais claramente

ndo podem ser congruentes por corte. Poucos anos de-
pois, Jessen (1968) apresentou uma demonstragdo mais

simples para o resultado do Sydler e ainda provou que

o mesmo vale para poliedros em R*. O problema para

dimensdes maiores, ou seja, poliedros em R",n > 5,

estd em aberto. O leitor interessado podera consultar

as referéncias Benko (2007), Do (2006), Shiga e Sunada

(1996) e Kellerhals (1999) para mais detalhes.
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