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Resumo

Na busca por disseminar o assunto entre estudantes de matemdtica, este artigo, recorte de uma dissertagdio de
Mestrado Profissional em Matemitica - PROFMAT apresenta o conjunto dos niimeros perplexos (P), tomado por
analogia com os niimeros complexos. Serdo definidas as operagoes de adicdo e multiplicagdo dos niimeros perplexos,
no decorrer da apresentacdo faz-se necessdrio admitirmos resultados provenientes das funcoes hiperbdlicas a fim
de apresentarmos os niimeros perplexos em sua forma exponencial. Serd feito a discussio acerca da geometria do
plano perplexo, incluindo a descricdo dos divisores de zero deste conjunto. A forma polar de um niimero Perplexo
serd estudada situando-os nos 4 quadrantes do plano perplexo. Por fim serd apresentado um quadro comparativo
entre os perplexos e 0s complexos.

Palavras-chave: Niimeros complexos. Numeéros perplexos. Unidade perplexa

Abstract

In the search for disseminating the subject among mathematics students, in this article, adapted of a dissertation
of Professional Master’s degree in Mathematics - does PROFMAT come the group of the perplexed numbers (P),
done take by analogy with the complex numbers, will the addition operations and multiplication of the perplexed
numbers be defined, in elapsing of the presentation it is done necessary we admit coming results of the hyperbolic
functions in order to we present the perplexed numbers in his/her exponential form. It will be made the discussion
concerning the geometry of the perplexed plan, including the description of the divisors of zero of this group.. The
polar form of a Perplexed number will be studied placing them in the 4 quadrants of the perplexed plan. Finally a
comparative picture will be presented between the perplexed ones and the compounds.
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1 Introducao

No Ensino Médio, os alunos tém o
primeiro contato formal com o corpo
dos nimeros complexos, passam a saber
que i*=—1, aprendem a escrevé-los
em forma trigonométrica. A
principal justificativa para a utilizagao
deste nuimeros neste nivel estd na
resolucao de equagdes polinomiais.
Sabendo que os alunos do ensino médio
sao conhecedores da 4lgebra que
complexos e
sabendo que o conjunto dos numeros
perplexos possui uma algebra andloga
quanto as operagdes é que Propomos
uma abordagem do anel dos numeros
perplexos para discentes do Ensino
Médio, de maneira andloga a dos
numeros complexos, conceituando-os
como par ordenado e definindo a soma
e a multiplicagcao neste conjunto. Outro
ponto trabalho ¢
apresentar a unidade perplexa p. Os
numeros perplexos foram apresentados
pela primeira vez em 1919, por L. E.
Dickson, e ao longo do tempo estd
sendo utilizado com lucrativos fins para
resolver problemas fisicos especialmente
na teoria da relatividade. Apesar de nao
ser um conjunto divulgado em livros
textos do nivel médio, o conjunto dos
numeros perplexos nao é novo Fjelstad
(1986, p. 420) apresentou um aplicacao
dos nimeros perplexos para interpretar
o fendmeno superluminal. Deste modo,
estendeu a relatividade especial para o
caso |[v|]| >c¢. E importante mencionar
que na literatura, os nimeros perplexos
recebem diversas nomenclaturas Ersoy
(200,9 p. 2) os denomina de numeros
hiperbolicos, espago-tempo,
split-complex numbers ou double
numbers, em alguns artigos a unidade

Sua

envolve 0s numeros

relevante neste

numeros

perplexa é também chamada de unidade
alucinada ou fantasmagodrica. Este
trabalho visa nao so6 apresentar o
conjunto dos numeros perplexos no
nivel médio, como também divulgar os

avanc¢os matematicos realizados na
matematica moderna, fazer
conhecimento  "novos" chegar ao

conhecimento de futuros matematicos.

Para fazer a abordagem dos nuimeros
perplexos devemos ver a estrutura que
serd tomada na analogia, assim faz-se
necessario descrevermos o conjunto dos
numeros complexos, o que serd feito na
1 parte do artigo. Enunciaremos as
propriedades e principais resultados
deste conjunto, Outro ponto, discutido
nos complexos é sobre a quantidade de
raizes n-ésimas da expressao z" =w,
bem como suas mais variadas formas de
apresentacao. No corpo dos complexos
escrita sob a
trigonométrica, de maneira analoga
buscaremos uma para os
numeros  perplexos.  Devidamente
apresentados o0os nameros complexos

existe a forma

escrita

passamos a discutir a estrutura dos
numeros perplexos, o que foi feito na
segunda parte, escrita especialmente
para tomar o conjunto dos numeros
perplexos analogo ao conjunto dos
complexos, definindo com precisdo o
que tratamos por numero perplexo, as
operagoes de adicao e multiplicagao
realizadas neste conjunto, bem como, a
interpretagao geométrica dessas
operagdes. Buscamos  por meio de
exemplos explorarmos a escrita polar
destes niameros. Ao final serd feito uma
tabela
estruturas algébricas, onde apontamos a

comparativa entre as duas

presenca de caracteristicas no conjunto

dos numeros perplexos que nao
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aparecem no conjunto dos complexos,
nem nos reais,

2 O Corpo dos Nimeros Complexos

A historia aponta como fato crucial para
a iniciativa da abordagem acerca dos
o estudo das

numeros complexos,

equagoes do 3° grau.
De certo que equagdes do segundo grau
com discriminante negativo nao tinham
solucdo em R, e nesse ponto se
encerravam as discussdes, mas quando
Tartaglia descobriu uma formula que
resolvia as equagdes do 3° grau, e
Bombelli considerou a equagdo x3—
15x —4 = 0, e utilizou a formula de
Tartaglia para encontrar a solucao, é que

propuseram  a

fundamentar o conjunto com ndmeros

onde se pudesse ter raiz quadrada de
numero negativo. (ROQUE , 2012, p. 172)

Leonhard Euler (1707-1783) introduziu a
notagao i =+v-1
da equagao z" =1 como os vértices de
um poligono regular de n lados. Além
de definir a funcdo exponencial no
conjunto dos niumeros complexos, pela
féormula: e = cos(0) + isen(6). Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) foi quem
introduziu a denominacdo numero
complexo. Em sua tese de doutorado
provou o Teorema Fundamental da
Algebra, onde afirma que toda equagio
algébrica definida sobre C admite pelo
menos uma raiz. Deve-se também a
Gauss a representacao geométrica dos
numeros complexos, associando as suas
partes
respectivamente, a abscissa e a ordenada
de pontos do R?.

0s matematicos se

e identificou as raizes

real e imagindria,

2.1 O corpo dos Numeros Complexos

Definimos o corpo dos numeros

complexos como sendo o conjunto:

C={(xy); x€eRey€R} (1)

munido das seguintes operacoes de
adicao e multiplicacdao: Dados z = (x,y)
ew = (a,b) € Centao: z + w = (x +
ay + b) (2

zw = (xa — yb,xb + ya) (3)

Observa-se que a adicdo acima ¢é
simplesmente a adigdo de vetores em R?
enquanto que a multiplicacdo tem uma
interpretacdo geométrica mais elaborada
que veremos posteriormente.

O conjunto R* com as operagdes acima
definidas serd denotado por C, e seus
elementos serdao chamados de nimeros
complexos. O namero complexo (0,0)
sera denotado simplesmente por 0 e o
numero complexo (1,0) por 1.

Para cada z = (x,y) € C, define-se o
oposto de o
complexo z:

inverso do numero

—z = (=x-Yy)
-1 (% V).
Z0= (x2+y2’x2+y2) ;2#0

As seguintes propriedades se verificam
para quaisquer z,wet € C.

Alz+ w+t)=(z+w)+t
A2z +w =w + z

A0 +z=2z=2z+0

A4z + (-2z) =0

M1 z(wt) = (zw)t

M2 zw = wz

M3z1 =z

Mdzzt=1Vz #0

AMzw + t) = zw + zt

Em lezzi, (1993, p.3) encontram-se as
demonstragcdes das propriedades da
adicao e
operagOes de adi¢ao e multiplicagao em

multiplicagdo. Dadas as
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C, definem-se as operagdes de subtracao
e divisao.
z—w =2z + (—w) 4)

Z=zwLvw # 0(5)

w

Além disso, a potenciacao também é
definida de maneira usual:

9=1:z2"=z..zez "=
——

n
zl.zlsez#0(n=1) (6)
n

Decorre que todas as propriedades das
operagOes aritméticas de numeros reais
sao validas para ntmeros complexos.
Um conjunto no qual estdao definidas
uma operacgao de adigao e uma operagao
satisfazendo  as
propriedades mencionadas ¢ chamado
de corpo. O numero complexo (x,0),
com x € R serd  simplesmente
representado por x. Note que isto esta
de pleno acordo com o que ja fizemos
com o elemento neutro (0,0) e a unidade
(1,0). (0,1)?=(0,1)(0,1) =
(=1,0) = -1, ou seja, o numero -1
possui uma raiz quadrada em C. O
numero complexo (0,1) é denominado
por i
imagindrio. Logo:

z=(xy) =0+ 0y =

x(1,0) + y(0,1) = x + yi (7)

de multiplicagao

Assim

e é chamado de numero

Esta expressdao recebe o nome de forma
algébrica de z. Com a forma algébrica
memorizar  as
definicoes de z + w e zw dadas em (2)
e (3), algumas
propriedades da adicdo e da
multiplicagdo em C ja apresentadas.

nao ¢é necessario

basta  usarmos

z+w=x+iy+a+bi =x+
a+ (y + b)i (8)

zw = (x + yi)(a + bi) = xa— yb +
(xb + ya)i (9)

A forma algébrica é uma importante
representacdo  para  0s
complexos. Tendo a interpretacao
geométrica descrita abaixo:

numeros

Fixando um sistema de coordenadas no
plano o
representado pelo ponto P = (x,y). O
ponto P é chamado de imagem do
complexo z. Como a correspondéncia
entre os complexos e suas imagens ¢ uma
bijecao,
complexos e suas imagens por (x,y) =
x + yi. O plano no qual representamos
os complexos € chamado de plano e

Argand - Gauss. (LIMA , 2010, p.161)

complexo z =x +yi ¢

identificamos 0s numeros

"
my

o o—r e 1y

s
=
aw

Figura 1- Plano Complexo

Da interpretacao do nimero complexo,
como par ordenado segue que dois
complexos z = x + yi e w = a + bi
sao iguais se, e somente se, x = a e
y = b. Em particular x + yi =0
entdio x = y = 0. As poténcias de i
apresentam um comportamento na qual
as poténcias se repetem em ciclos de
periodo 4. De fato, i®=1,i! =i,i*=
-1, *=—iei*=1..

2.2 Conjugado e Valor Absoluto

Dado um ntmero complexo z = a +
bi, definimos a parte real e a parte
imaginaria de z por Re(z) = a e
Im(z) = b, respectivamente. Quando
Re(z) = 0, dizemos que z ¢ imagindrio
puro.

lezzi (1993, p. 30) faz interpretagoes
graficas da adicdo e subtragio de
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numeros complexos, definidas em (2) e
(4).

Sejam, z; = a+bi e z, = c+di dois
complexos cujas imagens geométricas sao
P, e P,, respectivamente. O complexo
z = z; + z, tem afixo P tal que, OP =
OP, + 0P, onde OP, OP, e OP, sao
vetores. Jaw = z, — z;, tem afixo Q, cujo
vetor é paralelo a diagonal e possui o
mesmo moédulo de P, P,.

vA

Figura 2 - soma e subtragdo

Dados dois nimeros complexos w e z, a
distancia entre w e z ¢é definida por
|w — z|. Definimos o conjugado de um
numero complexo z = x+yi como
sendo o numero complexo Z = x — yi.
Graficamente, Z ¢é o ponto do plano
complexo obtido através de

reflexdao de z em torno do eixo real.

uma

________________

Y .. - ;
Figura 3: Conjugado de z

As seguintes propriedades se verificam
para quaisquer z,w € C

aA.Z =2, Z+wW =272+ wezw = Zw

sew # 0

o
/N
T~
N——

Il
§||N|

c.z + Z = 2Re(2), z—7z = 2ilm(z)

dzeR o 7=z

e. zZ éimaginario puro & zZ = —z
f.z"n =z"
O wvalor absoluto de um numero

complexo z = x + yi ¢ definido por

VxZ+y? (10)

As seguintes propriedades se verificam
para quaisquer z,w € C.

a. Re(z) < |Re(2)| < |z|, Imz < |Imz| < |z|

b.|z|? = zze|z| = |Z]| e |zw]| = |z||W|

zZ zZ
.= =u,sew¢0
wl  |wl

d.|z+w| < |z| + |w|

e.lz+w|>|lz| — |wl|

Note que a desigualdade (d.) ¢
conhecida como desigualdade
triangular.

Se z # 0, da propriedade do item (b)
1 2
T

lz| =1. A
1

em particular

identidade
se comparam

segue que Zz~
z7l =27 se

mostra que z e z~
graficamente: z~! aponta na diregdo de z
_1| — 1

e tem valor absoluto |z o

2.3 A Forma Polar

Dado o numero complexo z = x +
yi # 0. Seja 6, o angulo que o eixo real
positivo  forma com o  vetor
correspondente a z no sentido anti-
horario. Temos que:

X
cos By = 7

z = |z|(cosb, + isinf,) (11)

e sinf, = %, logo:

Portanto, é sempre possivel representar

z mna forma 2z =|z|(cosf, + isinb,)
onde 6, € R.
Tal  representacaio  ¢é chamada

representacao polar de z. Se 6 ER e
satisfaz (11). Dizemos que 6 ¢ um
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argumento de z. Assim 6, ¢ um
argumento de z, entretanto qualquer 6
da forma 6, + 2km,
também satisfaz a forma polar, em
possui  infinitos
argumentos. Por outro lado, se 6
satisfaz a forma polar entdo cosf, =
cos @ e sinf, = sinf o que implica
0o + 2km para algum k inteiro. Assim o
conjunto de todos os argumentos de z é
dado por argz={08,+ 2km; k € Z}.
Denotemos o tinico argumento de z que
pertence ao intervalo (—m,m], como

com k inteiro,

particular  z

argumento principal e escrevemos
Arg(z). Assim temos a seguinte
identidade

z = |z|(cos Argz + isin Argz).

Sejam  z = |z|(cos(8) + isin(6)) e
w = |w|(cos 8’ + isin@ ") representagdes
polares de dois nimeros complexos nao
agora as
representagdes polares para z~! e zw:

nulos z e w. Vamos

z7t = |z|7 (cos(—0) + isin(—6)) (12)
zw = |z||lw|(cos (8 +0") + isin(6 +6"))
(13)

Esta igualdade nos d4 a interpretagao
grafica do produto de dois ntmeros
complexos: zw tem valor absoluto |z||w|
e tem 0 + 6 ' como argumento. Sabemos

também que

z" = |z|*(cos nf + isinnf)VvVn € Z.
(14)

No caso em que |z|]=1, temos a

conhecida féormula de Moivre.
(cos(8) + isin(8))" = cosnf + isinnd (15)

De posse da estrutura dos numeros
complexos passaremos a apresentar os
numeros perplexos por analogia aos
complexos.

3 CONJUNTO DOS NUMEROS
PERPLEXOS

No ensino médio os alunos tem
conhecimento do plano cartesiano e dos
numeros complexos, estamos propondo
a apresentacdo do conjunto

numeros perplexos que também é um

dos

conjunto do R? com operagdes anéalogas
aos complexos e que possui profundas
aplicacoes na fisica moderna, para tanto
definiremos as seguintes operacoes em

R2, ondeu = (a,b)ev = (¢, d).

Adigao:

+ R? x R* > R? que associa cada par
(w,v) e R*xR?*a0  par  ordenado
u+v=(a+chb+d)ER?

Multiplicacao:

O:R? x R* » R? que associa cada par
(w,v) ER*XR?* ao par ordenado
u ® v = (ac + bd, ad + bc) € R

Igualdade:
u=vea=ceb=d(16)

Note que a soma é a mesma soma para
os numeros complexos e que o produto
difere apenas no sinal da primeira
coordenada. Ao (R%, +,0)
chamaremos de conjunto dos ntimeros
perplexos e denotaremos por P. Assim,
sejam 0 = (0,0) e1 = (1,0) em P.

terno

Proposicao 1. As seguintes propriedades
da adicao e multiplicagao se verificam
para quaisquer z,w,t € P

A z+Ww+t)=(z+w)+t
(A2)z+w=w+z
(A3)0+z=z=2z+0
(Ad)z+(-2)=0
MDzOWOH)=ZOwW) Ot
M2) zOw=w(Qz
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M3)zO1=10z=zcom0 #1

(M4) vz = (aq,a,) € P, com a, # ta, se
-1 _ aq —d; ~ -1 —
z = (—a%_a% ,—a%_a%) entaoz © z 1

MAzOW+t)=z0Ow+z0Ot

Para demonstracao vide a dissertagao
Numeros perplexos: Uma abordagem
para o ensino médio.

Chamamos de perplexo real ao namero
z=(a0), para todo a€R A
representacao afirma que todo nimero
real é considerado um ntimero perplexo.
Seja a operagaio z+(—w) e a
representemos por z — w, estd operagao
recebe o nome de subtragao em P.

De (M4) resulta que dado u = (a,b), tal
que |a| #|b|, entdo o inverso do
numero perplexo u € o numero perplexo
-1 _ a -b
u-= (az—b2 ’ az—bz)'

consideremos  um

deste modo

perplexo
(c,d) que possua inverso multiplicativo,
e facamos u Qv 1!
por £

v =

e a representemos
estd operacao recebe o nome de

4
v
divisao em P.
-1 _ u _ (ac—bd bc—ad
uQvT = v (cz—d2 " c2-d? (17)

Definimos também as poténcias em P :
vn €N, facamos u’=1 e u"=uQ®

u"'.  Sem  prejuizos para 0O
entendimento da operacio a ser
utilizada, mudaremos o simbolo

representativo da multiplicacao, ou seja:
u@®Ov = uwv

3.1 Forma Algébrica de um Numero
Perplexo

Para os numeros complexos, a forma
algébrica é dada por z = x + yi, onde
i? = —1, De forma analoga denotamos

por wunidade perplexa
r = (OD).

0 numero

Sejam a e b, nimeros reais, entao:

a+b=(a + b0)=(a0)+ (b0) e
a.b = (ab,0) = (a,0).(b,0). Deste
modo

p? = (0,1).(0,1)=(1,0)=1-p? = 1.
Além de c.(a,b) = (c,0).(a,b) =
(ca,cb) = c(a,b).

Assim como os numeros complexos
cada numero perplexo u pode ser
representado no plano cartesiano, onde
no eixo das abcissas representaremos a
primeira coordenada que serd chamada
parte real de u, e no eixo das ordenadas
representaremos a segunda coordenada

de wuque serd chamada de parte
perplexa. Temos assim o plano
perplexo.

Proposigao 2. Todo u = (a,b) € P pode
ser escrito na formau = a + bp.

Demonstracao. Seja u = (a,b) € P,
segue das observagOes acima, as quais
mostram que as defini¢des da adicao e
multiplicagdo em P para niimeros reais
coincidem com a adi¢ao e multiplicagao
definidas em R, desde modo, o nimero
perplexo escrito como par ordenado

u = (a,b) pode ser escrito como:

u = (a,b) =(a,0)+ (0,b) =a+
b(0,1) = a + bp. (18)

De posse desta forma nao precisamos
memorizar as definicbes da adicao e
multiplicacao. De fato,
algumas propriedades da adicao e da
multiplicagdo em P j4 apresentadas:

basta usar

Se u=a+bp e v=c+dp sao

numeros perplexos, entao:
u+v=_(a+ bp)+ (c + dp)
=(a+c)+ (b + dp

u@uv=_(a+bp)Oc+dp)
= (ac + bd) + (bc + ad)p
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Exemplo 1. Podemos observar que
p" = 1 para n par oup™ = p, quando n
€ impar.

numeros

Exemplo 2. Dados dois

perplexos, u = 3 +5p e v = =5 +

7p. Vamos efetuar as seguintes
operagoes
@u+v=@+5p) +(-5+7p) =

B-5+G+7p=-2+ 12p

Gu®Ov = B+5p)(-5+7p) =
—15+21p — 25p + 35p% = —15+ 35+
(21 —25)p = 20 —4

u _ 3.(-5)-57 , 5(=5)-3.7 25
©7= 72 (s P T 12
(d) Asomal+ p?2+p3+p*+p°=1+
1+p+1+p=3+2p

25 23
p— + p—
12p

3.2 Conjugado de um Numero Perplexo
e 0 Simétrico em relacao a Bissetriz dos
quadrantes impares.

Dado um numero perplexo u = (a,b) =
a + bp, definimos a parte real e a parte
perplexa de u por Re(u) = a e
Per(u) = b, respectivamente. Quando
Re(u) = 0, dizemos que u é perplexo
puro. Como um numero perplexo
u = (a,b) = a+bp é o par ordenado
(a,b), podemos
graficamente como o ponto do plano
cartesiano de abscissa a e ordenada b,
ou como o vetor que liga a origem a este
ponto.

representa-lo

Definimos # = (a,—b) =a—bp (19)
como o conjugado do numero perplexo
u, graficamente o conjugado é obtido
por uma reflexao sobre o eixo real.

Definimos o perplexo simétrico de u e
denotemos por u*= (b,a) = b + ap
(20), graficamente o perplexo simétrico é
obtido pela reflexao de u em torno da
bissetriz dos quadrantes impares.

I
Fe

b “ Re

Figura 5: Imagem de u*

Proposigao 2. As seguintes propriedades
se verificam para quaisquer u,v € P.

Ayt =u, du=du utv=utve

b)(%) = g desde que v admita inverso.

¢) u+ u= 2Re(u) e u—u =

2pPer(u)
du ER ou="1u

e) u é um perplexo puro se, e somente se
u = —u.

fyu.i = a?— b?

g)p.u = u’
h) W) =u, (du)* =au*, (uxv) =
uwt v, () = uv =uv*

i) W= —u

Exemplo 3. Para encontrarmos o
simétrico do ponto (3,4) em relagao a
bissetriz dos quadrantes impares, basta

tomarmos o ponto (3,4) = 3 + 4p, logo
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o simétrico ¢ (34)p = 3p+4 = 4+
3p = (4,3).

Exemplo 4. Dados dois numeros
perplexos, u = 3 +5p e v = =5 +

7p,entao & =3 — S5pev = =5 —7p.
@Qu+u=@@-5p)+ @B +5p =6

b) uOQv=@B-5p)(—=5 —7p) = 20 +
4p
(Qu@u=@B+5p)(3-5p)=32-52=
—-16

3.3 Divisores de zero em P.

Vimos que u @ # = a?—b? logo se
|la| = |b| entao u @ u =0, com u=+0 .
Isso mostra que existem numeros
perplexos nao nulos cujo produto é
igual a zero, esses numeros serao
chamados divisores de zero.

Sejam By ={(x,y);y = x} e B;=
{(x,¥); y = —x} as bissetrizes do plano
perplexo. O Teorema a seguir mostra
uma condicao necessaria e suficiente
para um numero perplexo ser divisor de
Zero.

Teorema 1. Dados u e v numeros
perplexos nao nulos, entao u.v = 0 se,
e somente se, (u,v) € By XB, ou

(u,v) € B, X B;.
Demonstragao. Sabendo que

u.v = (ac+ bd) + (ad + bc)p =0+ 0p

ac+bd =0 )
{ad+bc=0, {(a,b); a #

Ooub #0} e {(c,d);c#+0o0ud # 0},
sem perda de generalidade
a,c # 0, segue que

onde

consideremos

—bd _ )
a=— substituindo no sistema de

equagdes  temos: .
b(c?—-d*>)=0<. b=0ouc?=d>? Se
b =0 entdo a =0, absurdo. Portanto, c? =
d? e c=4d. Assim v €B,ouB,, e

a=+b assim u € B,ouB;, portanto
(u,v) € B; XB, ou (u,v) € B, X B;.

Por outro lado, se (u,v) € B; X B,, entao
a = bec =—d, da multiplicacao de

numeros perplexos segue que que
u.v = (—ad + ad) + (ad —ad)p =
0+ 0p =0, de maneira analoga

mostra-se para (u,v) € B, X By.

Proposicao 4. Dado um ntmero u
perplexo qualquer, entao u € B; U B, se,
e somente se, u.u = 0.

A partir deste momento quando
u € B; UB, diremos que u ¢é singular.
Decorre do teorema 1 que P nao é corpo,
pois um perplexo singular nao possui
inverso, da proposicao 1 concluimos que
P é um anel comutativo com unidade.

Exemplo 5. Dados u =5+ 5p e

v=1-p entao u@v =G +
5p)-1=p) =G -5+ -
5p = 0.

Exemplo 6. Dados o ntimero perplexo,
u = 3 + 3p. Temos que u.u = (3 —
3p)(3 + 3p) = 32-32=0, logo u ¢
singular.

3.4 Forma Polar

Para encontrarmos a “norma” do
numero perplexo u primeiramente,
o produto w.@i =a?—b?
seguindo a definicao dos complexos e

facamos:

n(uw) = u.u = a? — b? (21)

tomemos

Algumas observagoes sao pertinente:
()= 02 —12 = —1.

2) Aos conjuntos {u € P; n(u) = 1},
conjunto fuelPn = -1} e
conjunto {u € P; n(u) = sgn(r)r?}
damos os nomes de Esferas de raio 1, de
raio —1 e de raio 7, respectivamente.
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3) Definimos o sinal da norma.

1,ser =0
sgn(r) = {—1,se r<o0

3.5 Func¢ao Radial

Seja a aplicacao p: P — R, tal que a cada
u € P associa p(u) = +/|u.ul.

Seja u € P a norma de u ¢ o nimero
real ||u|l = sgn(u.u)p(u) (22)

Seguem alguns exemplos que ilustrarao
a definicao acima.

Exemplos 7: (a) Sejau =

lull = sgn(52 — 22),/]21| = V21

5 + 2p entao:

b) Sejav = 3 + 5p entdo:
lull = sgn(3% — 52)/|-16| =
(—1).4 = —4

c) Sejaw = —3 + 2p entdo:

lull = sgn((=3)* = 22)/I5] =5

A proposi¢ao a seguir, apresenta as
propriedades da norma de um nimero
perplexo.

Proposicao 5. As seguintes propriedades
se verificam para quaisquer u e v € P.

i.p(w) =0

ii. p(u) =0 u € B;UB,.
iii. |lull = 0 & p(u) = 0.
iv.p (uv) = p () p (v).

v. u possui inverso multiplicativo se, e
somente se, p(u) > 0.

vi. Se u possui inverso multiplicativo
11
ui

entao u~

vii. Se u possui inverso multiplicativo
entdop (u™') = [p W]

Proposigao 6. As seguintes propriedades
se verificam para quaisquer u e v € P.

LAlull = M1zl e fluvll = lulllvl.

i. lv7 = (lvl)~7!, se v admite inverso

multiplicativo.

ul| —
lvll”

multiplicativo.

iii. se v admite inverso

4

Observamos que no
numeros perplexos a "norma" definida

nao satisfaz a desigualdade triangular.

conjunto dos

Para melhor exemplificar tomemos
u=3+2pev =1+ p, segue que u
+v=4 + 3p, entdo: |lul[=V5 e |[v]| =0e
lu+v|| =v7, assim |lu+v| > |lull +
lvl. A  desigualdade |lu+v| =
||||u|| — ||v|||| também ¢é falsa quando
tomada a definicao da "norma" nos

perplexos.
3.6 Geometria do Plano Perplexo

No que segue apresentamos o plano
perplexo, interpretando o conjunto
U={uelPp@ =1}, como
hipérbole equildtera de eixos unitarios,
em seguida vamos escrever o numero
perplexo u = a + bp na sua forma polar.

um

Seu = a + bpep(u) =c # 0 temos:
a? bp?
LT =109

Ou seja, uestd em uma hipérbole
equilatera.

Facamos U={uelPp =1}
consideremos o conjunto H; = {(a,b) €
U; coma > 0ea > |b|}. Deste modo

nw =1oun(u = -1. Se n(u) =

1, com a >0 e a >|b| temos
a?- b?> =1, portanto u € H,, da
trigonometria hiperbdlica temos

cosh?t — sinh?t = 1, como cosht > 0
e cosht > |sinht|, para todo t, segue
que a = cosht e b = sinht, para todo

t ER eassimu = cosht + psinht.

Tomemos u € P,u =a+ bp. Se n (u) =
a’- b?> > 0ep(u) #1,coma > 0ea
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> |b|, temos p(u) =./(a? — b?), e deste
modo (ﬁ,ﬁ) € H;, novamente
recorrendo a trigonometria hiperbolica
a =pu)cosht e b = p(u)sinht,
para todo t €R e assim u =
p (u)(cosht + psinht) onde tanht =

2, ou seja t=lIn a+b, de modo
a a—b
equivalente:
t=mZ2 (24
now (24

Desta Forma definimos a forma polar
para os numeros perplexos u tal que
a > |b|.

Para a < —|b|. definimos a formar
polar de u como sendo (—1) vezes a

forma polar de —u.

Para b > |a| definimos a forma polar
de u como sendo a forma polar de pu
multiplicado por p

Para b < —|a| definimos a forma polar
de u como sendo —p vezes a forma polar
de —pu.

Exemplo 10. Vamos exemplificarmos
tomando a forma polar de u=3+

2v/2p.

Devemos encontrar a fungao radial

p(u) = f32 — (2V2)%2 =1, sabendo que

3>0e3>2v2, concluimos que u € H;.
Para encontrar o argumento, utilizamos
(23) assim temos que t = In(3 + 2v2)
portanto a forma polar é u =
cosh In(3 + 2v2) +psinhIn(3 +
2v/2).

Consideremos os seguintes conjuntos:
H ={u€U;a>0ea > |bl} (25
H,={u€eU;a < 0e—a > |bl}26)
Hy={u € U;b>0eb > |al}(27)

H.,={u €U b<0e—b > |al}28)
U = H1UH_1UHPUH_p (29)

Que representam os quatros ramos de
uma hipérbole equilatera de eixos iguais
a 1, como mostra a figura 6.

nlu) <0

i) =10

Figura 6: Representagao dos possiveis
sinais da "norma" no plano perplexo

A proposigao 7, mostra que € possivel
descrever os conjuntos H_y,H, H_,, a
partir de H;

Proposicao 7. Hp = pH; = {ph; h €
Hl} ; H—l = _1H1 = {_h, h EH]_ } e
H_p = _le = {_ph, h e Hl }

Exemplo 11. Vamos localizar os
numeros perplexos p?u), com p (u) # 0
em relagao aos conjuntos
Hy,H_4,H, e H_p,, B; ou B,.

1. u =3-2p,n(w)=32—-(-2)2=9-
4=5>0, logo p(u)= V5, como
3 > |-2], concluimos que % € H,.

2. u=—-4+7p, nw) =(-4)>*-7*=
16 —49 = —33 <0, logo p(u)=+33,

como 7 > |-4|, concluimos que
u

E € Hp

3. u=2-2p, nu) =2%2-(-2)?%*=

4 —4 = 0,logo u € B,

4. u=-3-3p, W =(-3)°-
(—3)?=9-9=0,logou € B,
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3.7 A Multiplicacao na Forma Polar de
Numeros Perplexos

Nos ntumeros complexos definimos a
multiplicacdao através da forma polar,
nos numeros perplexos também é
possivel fazer a multiplicacdo através da
forma polar, no entanto, devemos fazer
analise cuidadosa quanto os
possiveis resultados do produto e sua
localizagao entre os ramos hiperbdlicos e
as Bissetrizes dos quadrantes pares e
impares.

uma

Consideremos os conjuntos H;, H_;, H, e
H_, B; ou B, Seja u € U, entao
u = k(coshf + psinhf), onde k €
{1,-1;, p,—p} de acordo com sua
localizagao entre os conjuntos Hy, H_q, H,
eH_,.

Casou € P; p(u) = 0 entao u € B,
ou B, e dado v € P entao u.v € B; U B,.

Se u € Byentao uv € B;. Se u € B,
entao u.v € B,.

Sejam u e v elementos de U, escrevemos
u = k(cosh8 + p sinh0) e v =
k’ (cosh®” +psinhd’ ), ondek; k' €
{1, —1; p; —p} entao:

u@uv =kk’ (cosh(0 +67 )+
psinh (6 +67)) (30)

A expressao mostra que se tomarmos u
e v pertencentes a Hy;
k € {1,-1; p;,—p}, o produto u Qv €
H,. De modo particular u?" € H;. Para
situarmos o produto de dois perplexos
em U basta obtermos o produto kk’,

visto que kk' € {1,-1; p; —p}.
Consideremos agora 0 < p(u) # 1 e 0 <
p(v) # 1, pelo que foi visto
anteriormente Z com

u
—,—€l,
pw) p(v)
argumentos 6 e 6’ respectivamente,
portanto:

uQ@uv =kk'p(u) p(v) (cosh (6 +6)
+psinh (6 + 6")) (31)

Deste modo descrevemos a
multiplicagdo dos nimeros perplexos na

forma polar.

3.8 Potenciacao
Perplexos

e Radiciacao nos

Do mesmo modo que a férmula de
Moivre ¢é
complexos, utilizaremos uma versao
hiperbdlica da formula
encontrada em Wagner (2013, p. 47),
para definimos a poténcia de um
numero perplexo.

utilizada nos numeros

de Moivre,

Teorema 2 (Teorema de Moivre versao
perplexa). Dadou € P, comp (u) > 0 e

u .
consideremos

0 to d y
argumento de -~

n€Zek € {1;,—-1; p; —p} entao:

u™ = k" [p(w)]™*(cosh (nO) + p sinh (n))
(32)

3.9 Raizes de Numeros Perplexos

Para motivar estudo das raizes de
numeros perplexos, fazemos a seguinte
questao: Como calcular
Vkp(uw) (cosh8 + psinhf) , ou
como determinar o perplexo z, tal que:

z" = kp(u)(cosh@ + psinhf).

seja,

Vamos utilizar a versao da formula de
Moivre para numeros perplexos para
responder esta pergunta.

Assim, seja z =k’ p(2)[cosha +
p sinha], pelo teorema 5, temos que:
z" = kp(u)[cosh (8) + p sinh (6)] e
equivalente a;

K’ [p(2)]*[coshna + p sinhna] =
kp (u)[cosh8® + p sinh 6] (34)

Pela igualdade dos ntimeros perplexos,
temos: k" =k e [p(@)]* =pu) e
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tanh (na) = tanh@. Para determinamos
z devemos separar dois casos.

1. Se n é par entao k = 1, assim sé é

’ . u
possivel responder a raiz se o € Ha.

Neste caso z™ = u tera 4 raizes, visto
que k’ € {1;-1; p; —p}

2. Se n é impar entdo k~ = k, e deste
modo z" = u tem uma Unica raiz, onde

p@)=Np@) ea=1.

4 Consideragoes Finais

A segunda parte do artigo tratou os
numeros perplexos de maneira analoga
aos complexos, facamos entao uma
tabela entre as duas
estruturas elencando os

comparativa
numeéricas,
principais resultados e propriedades
apresentadas ao longo do trabalho.
Vamos tomar u = (a,b) e v = (c,d)
em R? e r > 0. Ao tratarmos da
"norma" perplexa, verificamos |lu|| nao
pode ser tratada como uma norma, no
que se diz respeito as propriedades,
visto existe u # 0 com ||lu||= 0, além de
nao satisfazer a desigualdade triangular,
por outro lado introduzimos a nogao
relativa a "norma", pois dependendo das
coordenadas de um numero perplexo
teremos: |lu|l > 0, ||u]l = 0 ou |lu]] <O,
aplicacoes fisicas para este fato
encontramos em Ersoy (2009, p. 9) e
Fjelstad ( 1982, p.).

Fal ™
( »
v I

mnidades especiais | i, tal que P =~1 | p. tal que pP=1

Poténeias -1 - I p

Forma Algébrica {u=a+bicv=c+di u=a+bpev=c+dp
utv (a+e)+(b+di asc)+(b+d)p

Uy ac—bd + (ad +be)i | ac+bd+ (ad +be)p

- %—%p v#0 lf_i}“—@p cFd
Estrutura Corpo Anel comntativo com unidade

|u| =r Cireulo Hipérbole equlitera

Figura 7: Numeros

Numeros perplexos

complexos X

A multiplicagado  destes numeros
também deve ser prestigiada, j4 que,
existe um aspecto relativo para o
resultado da operagao: é sempre
possivel prever a posi¢do do produto
entre os ramos hiperbolicos, ou entre as
bissetrizes, algo muito semelhante a
regra dos sinais em Z. Mostrar conceitos
novos € de fundamental importancia
para alunos do ensino médio, visto que
neste parece

estagnada, sem conhecimentos novos,

nivel a matematica
nao propomos mudar o curriculo, mas
sim inserir os numeros perplexos na
forma de projetos que
desenvolver o conhecimento
matematico dos alunos.

visam
logico

Por fim, o presente artigo cumpre o
papel de apresentar
chamado de

este conjunto
perplexos,

sabendo que ha muito a ser pesquisado

numeros

neste conjunto, entretanto uma semente
foi plantada em um campo fértil, e que
terd mais

futuramente o conjunto

adeptos e pesquisadores.
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