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Um irracional: o nimero de Euler

An irrational: Euler’s number
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Resumo

O conjunto dos niimeros reais, R, é um tema delicado de ser tratado na sala de aula. Em particular, o estudo do conjunto dos
niimeros irracionais fica prejudicado pela falta de exemplos encontrada em muitos livros diddticos. O principal objetivo deste
trabalho é apresentar de maneira clara um importante exemplo de niimero irracional: o niimero de Euler. Aqui apresentaremos a
motivagdo para o surgimento do niimero de Euler, bem como, a demonstragdo de sua irracionalidade.
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Abstract

The set of real numbers, R, is a delicate issue to be addressed in the classroom. In particular, the study of the set of irrational
numbers is hampered by lack of examples found in many textbooks. The main goal of this paper is presenting of clear manner an
important example of irrational number: Euler’s number. Here we present the motivation for the Euler’s number as well, the
proof of their irrationality.
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1 Introdugao

O conjunto dos ndmeros reais, IR, é um assunto delicado
tanto para quem quer aprender quanto para quem quer
ensinar. A dificuldade é ainda maior quando lidamos
com nimeros que ndo sdo racionais. Ndo é uma tarefa
dificil verificar que existem niimeros que néo sdo racio-
nais. Por exemplo, se tomarmos dois quadrados de drea
1 e dividirmos cada um deles na diagonal, de compri-
mento d, teremos quatro tridngulos. Podemos, entdo,
usar esses tridngulos para forma um quadrado de lado
d e 4rea 2. Logo, d> = 2. Tal d é denotado por v/2.

Segue facilmente de propriedades de ntimeros pares
que v2 ¢ Q. Entdo, eis aqui um primeiro (e simples)
exemplo de um niimero ndo racional.

Usualmente denotamos R = QU (R — Q), sendo
R — Q o conjunto dos ntimeros irracionais (ndo vazio,

pois V2 € R — Q).

Fazendo uso de um pouco mais de propriedades de
divisibilidade de ntimeros primos é possivel verificar
que se p € primo entdo ,/p é irracional. De modo mais
geral, se p é primo e r € Q entdo r,/p ¢ Q. Logo,
temos aqui infinitos (enumeraveis) exemplos de ntimeros
irracionais.

Defendemos que os exemplos mencionados acima
podem (e devem) ser apresentados aos alunos do ensino
béasico (respeitado o periodo adequado). Porém, nem
todo ntiimero irracional é da forma r,/p, com p primo e

r e Q.

Um importante exemplo de tal niimero irracional
que aparece nos livros de ensino médio é o ntimero
e, conhecido como nimero de Euler. Leonhard Euler
(1707-1783), matemadtico suigo, foi um dos primeiros a
estudar as propriedades deste ntimero. Porém, segundo
Maor (2008), as origens de e sdo anteriores a Euler e
aparentemente surgiram em problemas de juros.

Acreditamos que seja possivel discutir a demons-
tracdo da irracionalidade de e com os alunos do ensino
médio. De fato, podemos definir ¢, e verificar sua irracio-
nalidade, utilizando apenas propriedades de sequéncias
e séries.

Neste texto apresentaremos uma motivagdo para o
surgimento de e, bem como, sua defini¢io. Também,
apresentaremos uma demonstragao detalhada da irraci-
onalidade de e, baseada naquela apresentada em Maor
(2008). Optamos por uma abordagem menos técnica e
mais intuitiva na tentativa de tornar o texto mais agra-
davel e acessivel.

Nosso objetivo é que este texto seja utilizado por
Professores na elaboracdo de um conjunto de aulas a
respeito de ntimeros irracionais.

2 Motivagao e Definicao

Nao se sabe a data exata do surgimento do niimero e,
segundo Maor (2008):

As origens de e ndo sio tdo claras, elas parecem
recuar ao século XVI, quando se percebeu que a
expressio (14 1/n)", que aparecia na férmula dos
juros compostos, tendia a um certo limite - cerca
de 2,71828 - a medida que n aumenta. Assim,
tornou-se o primeiro niimero a ser definido por um
processo de limite, e = r}gr;o(l +1/n)".

O ntimero e parece surgir de forma espontanea em
muitas situagdes prdticas. Vejamos um exemplo utili-
zando juros.

Um capital de R$100,00 é aplicado a uma taxa de
15% ao longo de um ano. Vamos imaginar que o juro
seja incorporado apenas ao final do ano. Neste caso
terfamos um montante equivalente a

1
100 + —5100,

100 isto &,

R$115,00. (1)
Isto significa que o capital ficou estagnado durante todo
0 ano e apenas na passagem para o ano seguinte sofreu
o acréscimo de 15%.

Note que se desejdssemos sacar os R$ 100,00 ao final
de 6 meses nédo receberiamos nada de juros. Entdo, pa-
rece mais razodvel que ao sacar os R$ 100,00 ao final de 6

15 . .
meses recebessemos 7% de juros. Dessa forma, ao final
15

de 6 meses o montante passaria a valer 100 + %100,

isto é, R$107,50 ao invés de R$100,00. Logo, ao dei-
xar este montante aplicado até o final do ano ele so-

. - 15, .
frerla um acrescimo de 7 /o e seu ValOI' passarla a ser

100 + E100 + 15 <1OO + 15100), 0 que equivale a

200 200 200
100 + 1—5100 1+ 5); ou ainda,
200 200
100 <1 + 15) <1 + 15) Assim, se a taxa for distri-
200 200

buida a cada 6 meses, no final de um ano o capital

assaria a ser 100 ( 1 + E ’
p 200)

Podemos aplicar o raciocinio acima para verificar o
rendimento do capital a cada 4 meses, isto é, a cada
trimestre. No final do primeiro trimestre deveriamos

15 . 15 .
ter 100 + @100, ou ainda, 100 (1 + 400> No final do

segundo trimestre o capital deveria ser igual a

15 \ 2
100 (1 + 400> . No final do terceiro trimestre deveria-

15 \3
mos ter 100 (1 + 4050> e, finalmente, no término do
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15 \*
ano o capital passaria a ser 100 (1 + 400> .

Repetindo o raciocinio anterior, se imaginarmos a
taxa distribuida uniformemente ao longo do ano divi-
dido em n periodos, no final do ano terfamos

15 \"
C_100<1+100n) )

Aparentemente, os bancos usam n = 12.
Surge, entdo, uma pergunta natural: a medida que n

100n
Podemos simplificar nossa pergunta fazendo a mu-

15 \"
aumenta, qual o valorde (1+ —— ) ?

1
danca = ou, equivalentemente, 100n = 15m ;

100n
note que n aumenta se, e somente se, m aumenta.

Assim, podemos escrever

15m 15
15 \" 1 10 1\™] 10
(o) = (o) "= {0e) 1

Nossa pergunta, entdo, é equivalente a seguinte: a

m
medida que m aumenta, qual o valor de <1 + m) ?

Antes de responder a pergunta acima, vamos estudar
o comportamento da sequéncia (S;), cujos termos sdo
dados por

Note que 1 < S;; < S;,41 para todo n.
Também, note que podemos escrever S, na forma

Logo, quando fazemos n aumentar indefinidamente (ou
seja, n ir para o infinito) queremos calcular

ZH?

k=0

isto é, queremos encontrar S € R tal que

Note que, para n > 3, temos n! = 1.23---n >
1.22---2 =2""1 Assim, podemos escrever

1 1 IO = |
5n<1+1+§+27+"'+271—1+1§27 2)

Dai,

I’lfll (o) 1
sn<1+k§0?<1+k§)?.

Comoil—l—i—l—i—l—ﬁ— +l+
mok 2 22 2k

Progressdo Geométrica com primeiro termo iguala 1 e

é uma

razdo igual a =, podemos aplicar a férmula para calcular

a soma de uma PG infinita e, entdo, obtemos

012
N
|
Lol
Il
N =] =
I
N

Logo, para cada n temos S, < 3. Assim, mostramos que
a sequeéncia (S;) é limitada superiormente por 3, ou seja,
seus valores nunca excedem 3.

Portanto, como S, < 5,41 e S;; estd entre 1 e 3, para
cadan > 0, deve existirum S € R, com 1 < § < 3, tal
que

Abaixo, segue uma tabela que nos sugere uma apro-
ximagdo para a soma S:

Tabela 1: Aproximacdo de S

n|Sn=Yiom Sn
01 1
1[01+1 2
2(1+14+1 25
S EEE N ~ 2,666666
P NI ~ 2,708332
5 %4_%_;_%4_%4—%4-1%0 ~ 2,716665
6|1+t + 14+l + 4+ 4 | =2718053

Pela tabela 1 podemos indicar que S é aproximada-
mente 2,718.

Agora, vamos mostrar que quando # aumenta T, =
1 n
(1 + n) fica perto de S.

Recordemos que o bindmio de Newton se escreve
como

(a+b)" = <g> 2" + (T) Al g <Z> a%p",
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n n! 5 _ _ 1
sendo (k) = W Entdo, paraa =1eb = o

R
SO
)

Observe que as expressdes dentro de cada parénteses
(na dltima linha acima) sdo menores do que 1; assim
Ty, < Sy. Entdo, podemos concluir que T;, < 3 qualquer
que seja n. Afirmamos que a sequéncia (T,) é crescente.
De fato,

7%:1+1+<1—1>
n

1 2
(i) ()
~1

1_n 1_ n 1
n+1 n+1) (n+1)"

Como a tltima parcela de T;,; é maior que zero, temos

1\ 1
T 41+ (1-—).2
ntl > *‘+< ni1) 2

v ) A A
n—+1 n+1 3!
1 n—1 1
o) (o)

Agora,

n<n+1<:>l>i<:) 1<— !
n+1 n n+1

k k
& ——< - ,
n n+1

<:>1—E<l—
n

Vk>0

— Vk>0.
n+1

Em particular, tomando k =1,2, -

2131
n+1 2!

,n—1, temos

Tn+1>1+1+(1—

k) () (-

1 1 -1
S1+14(1-=) o4t (12 =T,
n 2! n n!

Logo, Ty,41 > Th.

Portanto, como (T,) é uma seqiiéncia crescente e
cada termo T}, estd entre 2 e 3, deve existir T € R, com
2 < T <3, tal que T, se aproxima de T a medida que n
aumenta.

Abaixo, segue uma tabela que nos sugere uma apro-
ximag&o para o valor de T:

Tabela 2: Aproximagdo de T

m
n (1 + 711) Tn
T
e :
1\2
2 (1 + 2) 2,25
N
10 (1 + 10 ~ 2,59374
1\ 100
100 (1 + 100) ~ 2,70481
R
1.000 (1 + 1000 ~ 2,71692
; 1 10000
10,000 (1 ¥ qooas ~2,71814
'1 T00.000
100.000 <l 100.000 ~ 2,71826
'1 T:000.000
1. . 1+ —— ~ 2,7182
000.000 < + 1.000.000 71828
1 T0.000.000
10. . 1+ ——— ~ 2,7182
0.000.000 < + 10.000.000) 71828

Pela tabela 2 podemos indicar que T é aproximada-
mente 2,718.
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Vamos mostrar que de fato S = T. Para isso, vamos
mostrar que S > Te S < T.

Para mostrar que S > T é simples, pois como T;; <
Sy < Stemos T < S.

Vamos mostrar, agora, que S < T. Fixe m e seja n
tal que m < n. Denotemos por Ry, os primeiros m + 1
termos de T;,, isto é,

1 1
Ruyn=1+14+(1—=) - =+-
n 2!

622

Note que, como m < n e todos os termos de (T},) sdo
positivos, Ry, < T,. Note também que quando # au-

menta R, , fica perto de S, pois quando n aumenta

1_1 1_2 -~~,1—m

Agora como Run < Tn < T,temos Sy, < T qualquer

que seja m1.
Logo,

ficam perto de 1.

® 1
S=hp=T

Portanto, S =T

> 1
Defini¢do: Definimos e = —.
n!
n=0
1 n
Também, e = lim (1 + ) e lé-se
n—oo n

o 1\" o
“limite de (1 + n) quando n tende ao infinito é igual a e”.

Finalmente, estamos prontos para responder nossa
a pergunta: a medida que n aumenta, qual é o valor de

15 \"
1+ —) 7
< + 100n>
Resposta: o100,

Portanto, um capital de R$ 100,00 aplicado a uma
taxa de 15% ao longo de um ano deveria ser

R$ 10010 ~ R$ 116,00 3)
ao final da aplicagdo. Compare (1) e (3).

A argumentacdo acima pode ser estendida a qual-
quer capital Cp aplicado a uma taxa de t% (t € Q). Ao
final de um ano o montante deveria ser

C()eﬁ . (4)

Nossa argumenta¢do mostra que a uma taxa de 15%
tem-se diferenca ao calcularmos os juros por (1) ou por
(4). De fato, usando (4) podemos verificar que para ¢
pequeno tanto faz aplicar (1) ou (4), pois vamos obter o
mesmo montante final. Porém, para t grande (4) fornece
um montante maior.

Pelas tabelas 1 e 2 somos levados a concluir que
2 < e < 3. Vamos verificar que de fato isto ocorre.

1
Evidentemente, 2 < 2 - Além disso,

n:On
> 1 1 > 1
—=1+1
gon + +2+6+Z
e, comon! =123 --n>1.2.2---2:2”_1paran23,
temos

1.1, & 1
ELRE R —.
<1+ +2+6+n§12ﬂ

S‘_\

e8]
Agora, aphcando a férmula para calcular a soma de uma
PG infinita, temos

R
Logo,
> 1 1.1 1 1.1 1
— <141+ -+-+5<1l+14+-+-+-=3
ngon!_ Fls et <l+l+s+7+7

Portanto, 2 < e < 3.

3 A irracionalidade de ¢

Em Maor (2008) encontramos uma demonstracdo da
irracionalidade de e que utiliza “apenas” propriedades
de séries numéricas. Com o objetivo de tornar este texto
o mais auto-sucifiente possivel, vamos reproduzir aqui
a argumentacdo; porém, optamos por escrever um texto
com mais detalhes.

Suponha, por absurdo, que ¢ é um ntimero racional,

ou seja, ¢ = —, com p e 4 naturais. Podemos supor

mdc(p,q) = 1. Como 2 < e < 3 temos que ¢ ¢ IN;
consequentemente, g > 2.
Sabemos que

n=0

Assim
P 1 1 1 1
q—e—1+1+2'+3+ (q—l)!+q!

1
Multiplicando a igualdade acima por 4!, obtemos
1 1
§q| — q'+1 q|+ q|+ q'

1 . l+l. |_|_ 1 .l
S A TR PR DT
1

+ ...+E.q!+...
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Dai,
4 | (gl 2
a-q~(q—1). = q.+q.+i-l-2-3-...-q
1
+ o123 gt
1 1
W'ﬂ‘(ﬁ*l)“ra‘q!
1 1
W ql+-- +H'q!+...
e, consequentemente,
p-(g—1)! = g'+g'+3-4-...-q+4-5-...-q
N N I e mp—
ERRRCES))
(4+2)(g+1) TR
Logo,
p-(g—1)—(g'+q'+3-4-...-g4+...+q9+1)
1 1 1
= + +..+=gq'+.... O
@+1 " g+2)G+1) n

Observe que no lado esquerdo da igualdade (5) as
parcelas sdo ntimeros inteiros, enquanto que no lado
direito as parcelas sdo fra¢des; além disso, como em (5)

1 1
tem-se g > 2, obtemos que E < =. Dai, em (5) temos

-2
1 < 1
g—+1 - 3
1 < L 1_1
(g+2)(g+1) - 33 3
gl = 1 < 1
T T VRN (R ) T
Logo, em (5), temos
LI L P
1 Groery Tt m ql+...
1 1 1
<5 —24— +W+”” (6)
Observe que
1 1 1
sttt tagt

é uma Progressdo Geométrica sendo que o primeiro

termo é - zea razdo também e ; logo,
1 1
1 1 1 3 3 1
§+37+~--+W+-~—71—7—§. (7)
=3 3

Portanto, segue de (5), (6) e (7) que

NI~

p- (=)= (q'+q'+3-4-...-q4+...+g9+1) <

Absurdo, pois ndo existe ntimero inteiro entre 0 e 5

O absurdo ocorreu ao supor que e é nimero racional;
portanto, ¢ é um niimero irracional.
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